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..... to set the stage.
1954:

1956:
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3 Paradigms:
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Automated theoremproving isnot 
the beautiful processwe know as
mathematics. 
This is „ cover your eyeswith
blindersand hunt
through a cornfield for a 
diamond-shaped grain of corn“  ...

Mathematicianshave given usa 
great deal of direction over the
last two or three millennia. 
Let uspay attention to it., O5OBF.- /8X H FBJ4O H � �������
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Can we 
do better ?
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G�H K;X  �P� �I;Y ¡ H � O5E'I H E'I
� P�O5K H F5D5P� �X � O5E'I H E4I

ü � H K;Y T Y K� �I;Y O5E

û  �K�I4Y K

G�H K;X  �P� �I;Y ¡ H �  �P I

� P�O5K H F5D5P� �X �  �P I
@9A BDC&EGF�C�H I+J K�L�MNL OQPR @2SDTQU VDC�TQV9W�XZY�VGB\[Q]�C�U C�^ R

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

> �/��� �0� �,_[���?`ba¢�a��cd
��

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

W>s4h g5@�ofe W>s4h g5@�o8g W/s4h g&@�o,h
�³� �	�i
���� | ��=���-���j��{P�0�	����
����=�=���=|



��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

W/s4h g&@�o,g W>s4h g&@�o,h
�@� �	��
���� | ��=���N������{P�0�	����
����=�=���=|

� e�f gLh&h5i j5gLf+xLvwn+n � xLf gL{+{+i {+|
� 4"{+n�� f qPru|�q��ugLh5qar xLvwn+n � xLf gL{+{�i {u|

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

W>s4h g5@�o8g W/s4h g&@�o,h
�³� �	�i
���� | ��=���-���j��{P�0�	����
����=�=���=|

� V!E5O'�]X H F5Q H
� û Y S H
��� J H P�Y E'I H P� �K I;Y O5E

6 H J4J4OBDBP�K H J

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

> �/���=�[���/�����N��

	 �=�a��{P� 
=�³� �8�i
���� |±�
����������������������������������������������������������� �!"��������������#���$ �!"������������������� �!"��������������#���$ �!"����!"��%��$&'���!(��%���&)���!"��%��$&'���!(��%���&)���+** **

� xLvFn+z&q-, g(,�./� rui vFqaj&m�f 0�n+v~z&i g gLl�1+i f i gLv+0 z&gLvFi g2�uqaf h354 vwn+z5q6, g(,�.6���70/8:9";)<"=8>9";2<7=8:9";)<"=8>9";2<7=:?? ??'@@ @@'AB8>97;C<7=8:97;2<"=8>97;C<7=8:97;2<"="DD DD�n+v
E E E�F:GCH"I =KJ�L GKM>N7G:OF:G>H"I =�J�L G�M>N�GKOF:GCH"I =KJ�L GKM>N7G:OF:G>H"I =�J�L G�M>N�GKO)E

�'P h5q i o 4 n+vwm�gL{+m 4 gLvwm�h�n � gLh5h�l�o 4 m�i n+{+h�m�n
i {�m�vwn+rul+j&q
gLlK1+i f i gLv+0 z&gLvFi g2�uqPf h�Qwi {+qCRul+gLf i m�i qah"S
q E | E (�i o�}~qal+vwi h5m�i j�vFqCRul+i vFqah7S �'T n+j&l+h�'P *+6;7uk�xa}VUux� 79/Lo
n+z5q T n+j5l+h�'W x)'>�X�Y[Z]\ ^`_ba�c+\ d[^`egf[_+h�d�i

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

	 �=�a��{U� 
	 �=�a��{P� 
	 �=�a��{U� 
	 �=�a��{P� 
±�b� �8��
���� |=��_� �,�i
����±|=��b� �8��
���� |=��_� �,�i
����±|=� {!�bc {*���-���a�����{*�bc {!���N���a�����{!�bc {*���-���a�����{*�bc {!���N���a����� ���ñ{�� 
�������ñ{U� 
�������ñ{�� 
�������ñ{U� 
����	__ __
� ?F@�x�h ; @5< RN; :5< sÕw4h h w=?�qNR�r x�s�j5:�wN< r h B
� c k � H&@�w=< R;v-w4h ?�g�s4u � l H5@�w=< � l _Bm l B � � � �
� \bn O 9
� i�; s4p s=; � � d @5< o�s�m l H5@�w=< �

� d @5< o�s�p l H5@�w=< �
� Sa@�vai&< s=_&O'u�h r v-w4h s l H&@�w=< �
� d r v-i�< r p B l H5@�w=< � � � �
� ?w@�x�h ; @&< RN; :&< s~?�w4u�s=R;w4x�w=< B'u�r uFR;r x�h ; @� c k � < w4u�h R�v-s4h g5@�o � Q�s4l"; r h s � l S�R$q l Q � � � V 9 >� p w4r < :5; s=RN?F@�x8o�r h r @�x � h ; r o�r wE< l S � � �� \bn O 9=� u�s=< s=?�h � S5w4u�s d i&< r h � l S�@&;*x&@�h l S � � � � �X`Y+Z]\ ^`_$a�c+\ d�^�egf[_[h[d�i

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

r's�tCu�v]tCwyx7z {7|~})tC���-�2�������7t
����u�tC�7��� �'�2� tC���'t�v+tC� �C��� u����bz
r's�tC��� �

∪
�]���� ��b� ���2� �'u��2�t>�7�K� �)�2� tC���bt�v]tC� �2��� uK��z

�2v]uKu��`|7� $ ruqag2�

� 520�o
o
qPm�v+0� 7uq � f qC1+i z&i m�0� suvFgL{+h&i m�i z&i m�0

�7���b���-�����V�������¡ g¢g�
£~¤ ¥��§¦��©¨V�«ª
�V¬®¯�g�$¦°£�ªB�'ª
±
$�² ø`³ ´>µ5ö�ø�¶�ö8ø`· 3'µC¸�¹�º>»�¹

sun�uq h&t+n7�`{BS

n � � � ∪
�]���� ��

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

> �={!�`	a ���?c 
����+_±��c �N�G
w�=��¼�� ��
 �����{�� �	���

½g¾)¾)¿2À¡ÁbÂ Ãb¿(Ä ¾)Ã�Å]Æ ÇVÈ]É:Â Â Ã:Ê]Ë2ÃKÄ Æ



��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

> �/��� �0�i� �={��a����� ���Á�=���={!�[���

X`Y+Z]\ ^`_$a�c+\ d�^�egf[_[h[d�i
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

	 �=�=����{��=�����F�=� �,�Þ���/���=�[���:�����N��
�� ���/���m���

d!. ,/A!Cd!. ,/A*Cd!. ,/A!Cd!. ,/A*C/»5Ï/,�3'6824A!. ,56»BÏ:,:3'6�24A�. ,B6»5Ï/,�3'6824A!. ,56»BÏ:,:3'6�24A�. ,B6=3'68Ï:2413'6�Ï�2413'68Ï:2413'6�Ï�241_Ø�Ï�2Ø8Ï:2Ø�Ï�2Ø8Ï:2]²Bf Ê	�²Bf Ê
�²Bf Ê	�²Bf Ê
�

� Ï�C C 1!»'6�. ,/Ûº»5Ï:,�346824A*. ,�683 A!,�<Ã»BÅ:1!»5Ç Ø�Ï�2[»5Ï�,:35. 6�1!,�»�
��� �����������(��� � � 1��
�(�	���

X`Y[Z§\ ^`_$a�c+\ d�^`eBf[_[h�d[i

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

��{��0�	����{*���-���a�m�/���F�=���"� ���=���º�N��{

��� �"!$#&% ' ()# * ' +-,���&�"!$# % ' (.#&* ' +/,��� �"!$#&% ' ()# * ' +-,���&�"!$# % ' (.#&* ' +/,0+-1+-1+-1+-1

X`Y[Z§\ ^`_$a�c+\ d�^`eBf[_[h�d[i
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

243	546�3	783�9�:<;=:<>?�9@?�ACB$5D;E6$:<>F;EG HJIE6�?4?�AK7243�5D6�3�783	9�:<;=:L>?49@?�ACB$54;E6�:<>F;EG HJIE6�?�?�AM7243	546�3	783�9�:<;=:<>?�9@?�ACB$5D;E6$:<>F;EG HJIE6�?4?�AK7243�5D6�3�783	9�:<;=:L>?49@?�ACB$54;E6�:<>F;EG HJIE6�?�?�AM7

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

NN NN Ê ¶ � ´ ¼N�PO µ[?*¸ � Ï�¹ºÆ/. ,�. ,�Û=´-µ ! Ù³. 6�Å ! 24Ï:Ï�Ø ! C A�,:,:. ,:Û

� j&n+{+j&l+vFvwqP{�j'0 gL{+r�vwqah5h5n�l+vFj&q
gLr"g 4 m�i z5q
�uqatugLz&i n�l+v

� gL{K0�m�i o
q0gLf |+n�vFi m�tuoph
� � f qC1+i �uf q i {+m�qa|+vFgLm�i n+{pn � S

Q {�gLm�l�vFgLf�ruqaruluj&m�i n+{
Q m�gLj&m�i j&h gL{�r o
qam�t�n+ruh
Q qC1+m�qavF{�gLf�h'05h5m�qaoph

RTS]\ d[iVU`_TWYX"Z)[�h�h�_§\.\^]]Y[hT_ _§\VX`Y�\ `�_
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

�Á�=�a��>`=b³� }dcÃ}�� `8>



��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

��{��0�	����
����=�=���=| _[� }[�N{!������}[� �a�

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

�,�����f`a�a�)�����-�;
F�=�=| �N{!���N�a� �=�=|±��� _

� Ð��]1!2;. Ø�. ÇmA�6�. Ï:,:3'Ù@1!24Ç��m1!Ä:Û/1*¸���Ð ËmÐ��b?!¶�b?!¶�b?!¶�b?!¶±A!¹�c�d*e>f

� Ð:Ê³A;6�Å�1!¹ÃA�68. 35»5Å/1�µ�Ä568Ï�243��/3'681!¹Ã1!¸
��Ð ËmÐ!´ »;68. 0/1!Ê±A�68Å´ »46�. 0>1*Ê³A;6�Å´ »;68. 0/1!Ê±A�68Å´ »46�. 0>1*Ê³A;6�ÅÃA!¹�c�dBe>f

	
	
	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	�	
	
	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	ë>ïD�]	Õï���[ï�#[óu�[ì�î(	Õï�í!î(	Õì�í�	
� ì��[ï����ë�#`	Õï��=�[ì8ó"�"!��aï�#��

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

�8�����=`[�a�)�����N�2
w�=�=|±�N{*���N�a� �=�=| ��� _

� Ð��]1*2�. Ø�. ÇmA�6�. Ï:,:3'Ù@1!24Ç��m1*Ä/Û/1*¸��!Ð ËmÐ��b?!¶�b?*¶�b?!¶�b?*¶³A*¹�c�d!e>f

� Ð/Ê±A�6�Å�1!¹ÃA�68. 35»5Å/1�µ�Ä568Ï�243��:34681!¹Ã1!¸
��Ð ËmÐ!´ »;68. 0/1!Ê±A�68Å´¢»46�. 0>1*Ê³A;6�Å´ »;68. 0/1!Ê±A�68Å´¢»46�. 0>1*Ê³A;6�ÅÃA!¹�c�dBe>f

	
	
	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	�	
	
	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	�	
	
	
	
	
	ë>ïD�]	Õï���[ï�#[óu�aì8î(	Õï�í!î(	Õì�í�	
� ì��[ï����ëD# 	Õï��=�[ì�ó �"!��[ï�#��

� ��� 1 1��D�
���d�

¶!. ,¶*. ,¶!. ,¶*. ,Á. ,�6�1�Û�24. 1*2 6�1!3. ,�6�1!Û:24. 1!2 6�1*3. ,�6�1�Û�24. 1*2 6�1!3. ,�6�1!Û:24. 1!2 6�1*3³¹ºA�6�Å/1*¹ÁA;6�. 35»BÅ�1!3¹ºA�68Å:1!¹ÃA�68. 35»5Å:1*3¹ºA�6�Å/1*¹ÁA;6�. 35»BÅ�1!3¹ºA�68Å:1!¹ÃA�68. 35»5Å:1*3b´_3535. 34681!,���3��:34681�¹´ 3535. 3;6�1�,���3��/346�1�¹´_3535. 34681!,���3��:34681�¹´ 3535. 3;6�1�,���3��/346�1�¹

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

�@� �	��
����=| ��� ��c {!���N���a���/���F�¢�i�"�={ > �/���=�[���/�����N��³� �	�i
����=|±��� ��c {!���N���a���/���w�¢�i�"�={ > �/���=�[���/�����-��@� �	��
����=| ��� ��c {!���N���a���/���F�¢�i�"�={ > �/���=�[���/�����N��³� �	�i
����=|±��� ��c {!���N���a���/���w�¢�i�"�={ > �/���=�[���/�����-�

� ·�Ê±²��� :1!Î/241*351!,B6�A�68. Ï�,
� ?*1*¹ÁA*,B6�. »53 È�ÍbÎ/1!,�Ê±A�68Å�Ñb1!Ú�6�1*,:</1!<ÃÆK� ¹º1�68A³</A�6�AÈ�Î/Ä�Æ/C Ì/¹ºA�6�Å/1!¹ÃA�68. »5A�C Ì/A!,:<ÃÎ/1*<>A!Û:Ï:Û:. »5A!C Ñ

�a �I;L H Sb �I;Y K� �X
!>E'I;O5X O5Q.-

� dBÏ:24¹ºA�C »5Ï:,5681!,56-Ø8Ï�2
£ � A!C C . ,/ÛÃ1!Ú�6�1*24,/A!CW3�:34681!¹º3
£ f ,5681�C C . Û/1!,56_3*1*A!24»5Å¢Ø�Ä�,:»468. Ï/,�A�C . 6�. 1*3

��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
��� ����� ��� 	 
 � �������������
 	 	 ��� � � 
�� � 
� ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 ������ ��� � ����� 
�� ��� ��� � ��	 �����  
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �!��
 �!"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�) 
 � 	 � �*��
 �*"�#�$�%'&�� � 	�"�(�(�)

�³� �	�i
���� | �b_]���=��
�=�D
F� ���¢|j�d
F�=�N�b����� � > � �=�
<definition id="c6s1p4_Th2_def_monoid" for="c6s1p4_monoid">
<metadata>

<depends-on>
<ref theory="cp1_Th3" name="structure" />
</depends-on>

<Title xml:lang="en">Definition of a monoid</Title>
</metadata>

<CMP xml:lang="en" format="omtext">

A monoid is a <ref xref="cp1_Th3_def_structure"> structure </ref>
<OMOBJ>   
<OMS cd="elementary" name="ordered-triple"/>

<OMV name="M"/> <OMS cd="cp4_Th2" name="times"/> <OMS cd="cp4_Th2" name="unit"/>
</OMOBJ>

in which
<OMOBJ>   
<OMS cd="elementary" name="ordered-pair"/>

<OMV name="M"/> <OMS cd="cp4_Th2" name="times"/>
</OMOBJ>

is a semi-group
with <ref xref="c6s1p3_Th2_def_unit">unit</ref>     
<OMOBJ xmlns="http://www.openmath.org/OpenMath">

<OMS cd="cp4_Th2" name="unit"/>      
</OMOBJ>. 
</CMP>
<FMP><OMOBJ> ... </OMOBJ></FMP>
</definition>
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