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x
z = f x

[
x y z

]T
[
f x
z f y

z

]T

[
x y z

]T →
[
f x
z f y

z

]T



xcam, ycam)

[
x0 y0

]T
[
x y z

]T →
[
f x
z + x0 f y

z + y0
]T

[
pω ω

]T
p[

pω ω
]T

0T p
ω

⎡
⎢⎢⎣

xω
yω
zω
ω

⎤
⎥⎥⎦ →

⎡
⎣ x

y
z

⎤
⎦

⎡
⎢⎢⎣

x
y
z
1

⎤
⎥⎥⎦ →

⎡
⎣ fx+ zx0

fy + zy0
z

⎤
⎦ =

[
K 0T

]
⎡
⎢⎢⎣

x
y
z
1

⎤
⎥⎥⎦

K f



[
x0 y0

]T

K =

⎡
⎣ f x0

f y0
1

⎤
⎦

x ∈ R
4

xcam xcam = R(X− c)
c

R 3× 3

xcam =

[
R −Rc
0 1

]
x

p = KR [I | −c]x

p = K[ R | t ]x



t = −Rc K R t
K [ R | t ]

L(r)
L(r) = 1 + κ1r + κ2r

2 + ... + κnr
n

[
xc yc

]T
r

[
xcorr
ycorr

]
=

[
xc + L(r) (x− xc)
yc + L(r) (y − yc)

]

[
xcorr ycorr

]T
κ1, κ2, κ3, ...
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L(r) = 1 + κ1r
2 + κ2r

4 + κ3r
6 ������

��	 
��������� �����	�	�� ��� �	 	�����	� ���� ��	 ���	 �	� �� ���	� ���� ���

�	� �� ����
���	 K ��� [ R | t ]� ��� ��	 ����	 �	��	� ��	 ������ �����	�	�� ���
�	 	��	��	� �
���	� �� ���	� ��	 ����	���� �������� ��� �� !� ��	 ����	 ����	�
�	 ��
"���� K� [ R | t ] ��� κ1, κ2, κ3 � #���� �� ���	�� ���������� ��	�	 	��� ���	��$
���$ �����%����	���#� �	��� ������ � ���� ��� �	 
�	� �� �������	 � �	���� ���	���

����� �����	
 �����	 �������

&� � �
��$ �������	� �	�
� �������� �� ���	 ���� ��	 ���	��' ��	 ��� ����
���	 ��	
������ �� � ��	� �	��		� ��� ���	��� � �� �	��� � #����� (�	� p1 �� � ��	�
� ���	�� K1 ��� #���� �	��� z1� ��	� ����	������� ��	� p2 � ���	�� K2 ��� �	
����
���	� �� �������� ���� ��	 �) ���� �		�� �� �	 �	������
��	� ���� ��  ) ������
��� �	����

p1 =

[
x
y

]

x = [ RT
1 | −R1t1 ]

⎡
⎣ z1(x− x0)/fx

z1(y − y0)/fy
z1

⎤
⎦ ������

��	 �	���� x �	��	�	��� p1 ��� p2 � ����� ��������	�� *��� 	+
���� ��, x ��� ���
�	 �	-���.	��	� ���� ��	 ���	 ����	 �� ���	�� K2�

p2 = K2[ R2 | t2 ]x ���� �

��� ����� 	
����

/
�	� ����	� ��	 � ����� ��� �
��� �	�����	 ���� �� �	"��� � ��������� ������ 0
���� � �)-����	 � �����	� �$ ����$�� ���		 ����	�
��	 �������� ���
�� ��	 �� ��	
���		 ���������� ��	�' �		 "�
�	 ��1�

��
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 ��� ��������� ��� ����� ���� ��� ��� ������ ��	�

������ ���� ����� ���  !�"��


⎡
⎢⎢⎣

cos(ϕ3) −sin(ϕ3) 0 0
sin(ϕ3) cos(ϕ3) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

������ ���� ����� ��� "!�"��


⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 cos(ϕ1) −sin(ϕ1) 0
0 sin(ϕ1) cos(ϕ1) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

������ ��� ����� ��� �!�"��


⎡
⎢⎢⎣

cos(ϕ2) 0 sin(ϕ2) 0
0 1 0 0

−sin(ϕ2) 0 cos(ϕ2) 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

#��� ����� ��������$� ��� �������� ��� �����" �� %��� ������� ����� ���  !�"�� &����'�
�������� �� � �������� ����� ��� "!�"�� &����'� �������� �� � �������� ����� ��� �!�"��
&���'� ��� ������$��� ������� � ���!�������� �������� $����" �� �� ���� ���� ���!
���$� ��� ��������� �� ����� ����� �� ��� ������� �� ������$��� ����� �������� ����������

T11 = cos(ϕ3)cos(ϕ2)− sin(ϕ3)sin(ϕ1)sin(ϕ2)

(�
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� �
	������

T13 = cos(ϕ3)sin(ϕ2) + sin(ϕ3)sin(ϕ1)cos(ϕ2)

T21 = sin(ϕ3)cos(ϕ2) + cos(ϕ3)sin(ϕ1)sin(ϕ2)

T23 = sin(ϕ3)sin(ϕ2)− cos(ϕ3)sin(ϕ1)cos(ϕ2)

R =

⎡
⎣ T11 −sin(ϕ3)cos(ϕ1) T13

T21 cos(ϕ3)cos(ϕ1) T23

−cos(ϕ1)sin(ϕ2) sin(ϕ1) cos(ϕ1)cos(ϕ2)

⎤
⎦ ������

������ ���	 � ��	
� ������ 
� ���� ����� �� ���� ���� ������ �
�����
�� 
�
��� 
� ���
� �� �
��� ��� �� �� 
��� �
����� �
 �
��� � �
��� ��
��� ��
 ����� ��
����� ��
�  !"# ���������� ���� � �������
� $��� ���%

&���� ��'% (
�� 
� !)� ����� �
��
�� �� � ����� 
� *+� �������  !"#

&���� ��' ��
�� � �
�� 
� !)� �
��
�� �� � ����� 
� *+�� ,� � ��� 
� !)� �� ���
���
�
� �� �
��� �
��� �� �-.���� �
����� �� �.���� �
���������� �� /�� 
� �� 
�������
�
��� 0�� ��� ��
� � �����1 �
��2 ����� �� �� *+� ������ ���� ����2 ��������� 
�
��� 
� ���
� �� �
��2 ���� �� �� 
��� �
����� �
 �
��� ��
��� ��
 �����

��� �������	�
� 
� � �	�

3���
�
��-� 4����  �"# �� �� 567 ���� ����2 ���� ��� ����
 ���
�� ,� ��� �� (87
�����2 � �9 ���
� ��� �� ����� 
� �
�� ����
��
�� �
 ����� 1
�� ��
�����
�2
� :��� ��;� �� ���� ���
� �
������ 
� �� ,( ���� ����� ��� �� ,( ������
�� 4���� ��� � ��������� ����� ����
��� �
 ������ ���� 1���� ������ ��������
�� ��� ��� 
� ���� ������ ,� �� �
��
����2 � ��
�� ��������
� 
� �� ��� ����
�������� ��
��� ��
1���� &
� � ������ ��������
� �  �2 �"#�

�)
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������ ��	
 ������ �� ����� �������� �� ������ ��� ��� ������ �� � ���������� ������
��� 

!"� ����� ������ ����� � ������ #��� $"��" �� ��� ���� ������� #���� #% � ��&�������
������� �� ������ � �������� ������ �� ���'��� ��(����� ���� �"� ������ ��� )���� ��*�

������ ��*
 +���
 ����� �� ���'�� ������� ���"�
 ������������ ��� �� �"� ���"
�����

!"��� �"� �� ������ ������� �"� ���'�� ������ ��� �� $��� #� ���������� ������� �
��������� ������� !"�� ������ $�� ��(����� ���� � ���� �� � '��$� �������� ���� �"�
������ ��� �� ������ �� �"� ������,� �����%� !� �������� �"� ���" �� � ������ ���� ��
�"� ���" ������ �"� ������ ����%-�� �"� �&��� #��$��� �"� ������� ������� ��� �"�
������� �� �"� ���'�� �� �"� ��������� ������� ."�� �"� �������� �� ������� �� ������
�"�� �"�� �� �"� ��������� ���� �"� ������� �� �"� ���'�� �� �"� �������� ����� �� �"�����
�� �"� ��������� �� �"� #������� #��$��� �"� ����� ��(����� ��� �"� �������/� ������

0�
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�� ��� ����	��
 �	���	 ����� ������ 	�� ��	����
 ����� 	� ��	�� ������	���� �����
���
���	��� ��� 
���� �	� ���� �� �	����	��
 ���� ��� ��	����
 
���	���� ����� ���	����	����
��� ��������� �	����	���	� ��
�� �� �	��� ���� ��� 	�
 ����	��� ��� �	����	���� �� ���
������ 
���� ���� ��� ��	����
 
���	���� 	�
 ��� �����
 ��������� �	�����

D

b
=

Z0 − Zk

Z0
��� !

d

f
=

D

Zk
���"!

#$�	���� �� 	�
 ��" �	� �� 
���%�
 ���� ��� �����	���� �� ���	����� Z0 
������ ���

���	��� �� ��� ��������� ��	�� 	�
 Zk ��� 
���	����
����! �� ��� ����� k �� ������ ��	��&
b �� ��� �	�� ������& f �� ��� ���	� ������ �� ��� ����	��
 �	���	& D �� ��� 
����	������ ��
��� ����� k �� ������ ��	�� 	�
 d �� ��� �����%�
 
���	���� �� ��	�� ��	�� '�����������
D ���� ��" ���� �� 	�
 ���������� Zk �� ����� �� ��� ����� %	��	���� ����
�(

Zk =
Z0

1 + Z0
fb d

���)!

#$�	���� ��) �� ��� �	��� �	����	���	� ��
�� ��� ��� 
���%	���� �� 
���� ���� ���
�����%�
 
���	����& 	������� �����	�� �	�	������ Z0& f 	�
 b ����� �	� �� 
��������

�� �	����	���� *���
�� 
����& ��� +����� 
���%��� 	��� ������ ��	���& 	 �, �������� ��
�� �� ��� ������� 	�
 	 ������ �������	���� �� ��� 
����-�	� ��� ����������� �� ��
) .� /. �� ���� 	� 	�������	���� �. 01 ��� ������ �	���	 �	� �%�� 
���%�� ��	��� 	�
	 ���������� �� �2/.�32. ��� ���� 	� 	 ��
���
 ��	�� �	�� �� �"01 4���	��
 �� �����
������� �� �� ���������%� 	�
 �	�� �� ��� *	���	��� �� �	� �� ���
 ��� �� ��� ��� ���� ��
������� �	����	����& ��� 5 
���
�
 �� �	����	�� �� �� 	����%� ���� 	����	�� �������

��� �����	
�	�� �� ���	 ������

6���� 	� ������ �� �������� ���
� �� �� ������������
 ���� �������� �, ��	��& ���	��� ���
��	���� ���%�
�� 	 ��� ��	�� 7��
 �� %��� �� ��� ������ �	� 	 ������� �������� �����
�	� ��� �� �	�����
 ���� 	 ������ ����� �� %��� �� 	����%� ����& ��� ��	���� 	�
8�� ���
������ �� ��%�
 
����� ��� ��	����� �����
��� ��� ��%����� �	� �� ��
���
 	� ����

��
� ������ T ����� �������� �� 	 ���	����	� 	�
 ��	���	����	� ���������

T =
[
R t

]
���3!

�3
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�� ���� ��� �	���
 �� ��� ��� ��	���
� ��� ������ �
 ���� 	
� ����� ��
��� ��� ��	�� ��
	�	�� 
����� �� 	 ����� �
	����
�	���� � ����� 
��
������ ��� ������� �� �� �	� �� 	��
����� ��	� ��	���
 �� 	�	�� ���� 	�� ��� ��� ������� ������ �� ������� 	 ��	�� ����
	 ����� ��
� ������� ���� 	 �������	���� ��
 ���� ������ �� ������� � ��  ����
	��
�	�� �� �����	�� ��� 
���� ������ ������� ��� ����� ����� �� ��� �!"#���
	���� ����
��� �����$ 	��
����� ��� �!" �	� ���
������ �� !��� 	�� %����� �� &''& (&)*� �� �	 ��
	 ���
�� ����� ���� P � 	 �	
��� ����� ���� Q 	�� �����	��� 	 ������
�� �
	����
�	����
��	� ������+�� ��� ����	��� ������� ���� ����� ������ ,�����
� ��� ����� ����� �	��
�� �� 
����� 	����� ����
� ��� �!" �	� �� 	������ ����� �	�� ���
�������� 	��
������+	����� �	�� ���� �
������ � ���� �� ��� �	��� 	��
���� ���	���� �� �� ����� 	��
����� 	 ���� ����
��	������ ��� �
����� ���� �� �� ����� �� 	��� ��� ����� ������
-�
���� ��

��������� ������ �
�� ���� ����� ����� ���� �� ��������� 	�� ��������
	 
���� ������ ����� �� �� �	��	��� ��	� ������+�� ��� ����	��� ������� ��

�������
��� ������� ��� 	��	��	�� �� ��� �!" �� ��	� ����� ��

����������� �� ��� ���� �� ��
 ���� �� 	��	���� ���	��� ��� 	��
���� ����� ���� �
����� #��

����������� 	��
�
	����
�	����������	����$� ����� 	 ����� ����� ���� ��� ����	�� ������ ����
�	���� ��
����
����	�� �� �
�� ����
�� ��	��	 �������� �� ���� �� ���	���� �
�����	
� ��

������
������� ��	� ��	��� 	 ����� p �
�� ����� ���� P ��

������� �� ��� ������ ����� q
�
�� ����� ���� Q� .��� �����	��� ��

����������� 	 
���� �
	����
�	���� T′ �	� ��
�����	���� ������� ��� �
	����
�	���� T′ �� P ����� 	 ��� ����� ���� Pnew ��	�
�� ����
 �� Q� �� ��
���
 ���
��� ��� 	�������� Pnew �� ���� 	� ���
�� ����� ����
�� �����	�� 	 �
	����
�	���� ��	� ���
���� ��� 	������� ������� Pnew 	�� Q� �� �	�
���� ����� ��	� ��� 	��
���� �����
��� �� ��� ��

��� ������� �� ���
	����� 
������
��� 	������� ������� ���� ����� ����� (/*�

-���
� 0�&12 ��� ���
	����� ������� ��������	��� �� �!"

-���
� 0�&1 ����� ��� �	��� ����� �� ��� �!"�	��
����� ��	� 	
� 
���	��� ���� ����
��
����� #���� ����	��� ������� ���� ����� ����� �	� ����
 	 ��
�	�� ��
�����$2

� ���� &2 3����	�� ��

����������� ������� ������ �� P 	�� Q

&/



� ��������	
� �
	������

� ���� �� ���	
��� T′ ���� 
		
	��� ��� �	����� ������ ���������	� ��	��

� ���� �� �����	� T′ � P �	���� Pnew ���� 	� ���� �� ������ ��	� ����� ���	� ���
��� 	�����	�

��� ��� T 	� ����	�� �� ��������	� ��� T′� � ���  �����	� � ������  ��
 �����	�  ��
��� ���� ��
��	� ���	
��	� ������
 	� �������� !"#� ��� ��$���	%� 	� �� 
		
	�� ���
�	����� ��� ��
 � ��� �&����� �	������ ������ ���������	� ��	� ��	�� '�&���	�
��()*+ �	�� R ��	� � �����	� 
���	� �� t � �������	� %������

E =
n∑

i=1

‖pi − (Rqi + t)‖ '��()*

,	��� ��������� ��� �����	� c � ���� ��	� ������

cp =
1

n

n∑
i=1

pi , cq =
1

n

n∑
i=1

qi '��(-*

��� ��������� 
���	� H  ��
 ��� ������ ��	� �������

H =
n∑

i=1

(pi − cp) (qi − cq)
T '���.*

/�� ��
 � �	����� %���� ����
���	�	� � H �� ��������� R �� t�

H = UΛVT '���(*

R = VUT , t = q−Rp '����*

��	� 	� ��� �� ����	��� �����	� �� ���	
��� ��� ���� ��
��	� ������ ��� ��	�
������� 0���� �������� 
������ ��� &�����	�� !�(#+ ���	�	��� 	 ��
��	� �	1� �������
!��# �� 
		
	�� � ��	� �� ���� �	����� !(�#� 2		
	�	� ��� ��	� �� ���� �	�����
	� ������ ��� ��� ������  ��
 �����	�  �� ��� ��	� �� ��	� �	����� ��� 	� ��� �
�	�	������ ������ ��%������ ���� !�)#�

������� ��	�
������� ��� 
��� �	
� ����
	� ���� 	� ���	����� ��� ������  �� ���3
����������� /�	� ������ �� ���	�� ���� ��%���� ������ ������� ��	��� � ����
�������� �� 	������ ��� ����� 	� �� ���1 ��� � � ������ � ���� ��	� ������� 4	5����
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� �����
����� �������� ���� �
 ��
��� ����� �������� ����
�
�� 	��	 ������� ���� ��
���� ���	
��	�� �� ����
��� �� ��������� ���� ���� �
������
	� ��� ����� �
 �����
����� !������ �	 �� �"�� �
����� � �����	
������ �	���� ��������
�	
�	��� ��
 	�� ����	�	������� �

�
 ��	
�� #���� �� 	�� $��������� �� 	�� ����
�����
��	
�% �	 �� �������� 	� ��	�
���� &���� ��
	� �� 	�� 	
�����
��	��� �
� ����	
����� 
'��� ������	� ��
 ���� ����	 &���� (�) ����
��� �� �
������ �
� ����	
����� �� 	���
����	 '��� ��
 	�� 	
�����
��	��� ��	���	���* ���� � ����	 �� ���* &���� ����	
���� ���
(�)� �� 	�� 	
�����
��	��� �+�� ,���
	������* � ����� ���
���� 	� -�� 	�� ��

������
������ ��� � ������%�	� �� O(n2) '��� �� ��	 �������� '��
���
� ���� ��������	�	����
�� � ���'
�� 	� ����� � 	�� ��

���������� ���
�� . ��/�
��	 ���
���� 	� ��	������
��

����������� �� �
�0��	��� � 1( ����	 ��	� 	�� ����� ����� �� 	�� �	��
 
���� ����
�
�2* 13� '��� �	
�	��� �
����� � �����	�� &�
�� ��������	 ��
 �	�
�	��� �	 �� 	&� �
��
�
�� �����	�� ���	�
 	��� �	��
 ��	����� �	
�	����� . �
	��
 ���
������	 �� 	� 
�0��	
�	���
� ����
� ��	���	��� 	�� ��	���� 	
�����
��	��� . ������ ��	��� �� 	� 
�0��	 ��
�

����������� ��	&��� ����	� � ��� � �� ‖p− q‖ > δ 4��	��
���� �	 �� �"1� �
����� 	�
��
	 ��

����������� �� 	���
 ����	 	� ����	 ���	���� ��� �� ���� � ��
	��� ��
���	���
�� 	�� ��

����������� &�	� 	�� ��&��	 ���	���� �� � �� 	�� ���
��� �� 	&� ����	 �����
�� �35 	��� �� ���� 	�� ������	 �35 �� ��� ��

������������ .��	��
 ���������	� �� 	�
�� � 6����� 7������� 4������� ��	��� 	� ������	� 	�� ��	���� ��	��� ��
���	�
 
'
� �	 �� ���� �
����� 	� 
�0��	 ��� ��

����������� ���	������ ����	� �� �����
��� 

��� ����� �	
���� �������

'�� ��
���	 ��
�� �� �����	
����� ��	���8�	��� �
������ �
� ����	 �+�
�� �
�������1"�*
	��
���
� 	��� ���	��� &��� ���� �� 	��� 	��� �� ��	���8�	��� �
������ 7������ � �
�����
�� 	�� ����	 �+�
�� ����� ������8�� 	�� �� �� �+�
�� �

�
� )��
� 1 ""* ���&� ��
�%����� �� � ����	 �+�
�� �
����� (�	� ����� ������� �
�� �� ����&� ���	���
g(t) �� ��� 	� 	
��� � ����� �
��� 	��	 �%������ 	�� ����
��� ����� '��� �� ���� ��
������8��� 	�� ��/�
���� ��	&��� ����
�� ��� �
����	�� ����� 
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������ ��		
 ���� ����� �� ����� �� ���� ���� y ������ ������ ���� � �������� g(t)�
��� ����� ���� ������ � ��� ����� ���!��� ��� ����� �������� ��� ���

������ �����

��� ��"����#� �������� �� ����$����� ������� �� � ������ ���� � ��!� �� ����$

���� ��%� !��� x � ����� ��������� ��� rj(x) � ������� ���� �������� ��&������

���!��� ��� ����#�� ��� ��������� #�����

f(x) =
1

2

m∑
j=1

r2j (x) ���%��

��� ������ ���� ���� ����� ��		 ��� �� ��������� ���� � ������ �������� ��� ���

���������� ������ ' �������� ����� ���� ������� ��� ����#�� ���� ����� ���� ����

�������� ��%() !��� t ����� �� ����� #���� ��� x =
[
x1 x2

]T
����� ��� ��������� ��

��� ������ ������

g(tj) = x1tj + x2 ���%(�

��� ��� ����� � ������� ���� ���� �������� ��%*�

rj(x) = g(tj)− yj ���%*�

%	
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�������� 	
�� ��� ��� ��������� �������� �� ������ �������� ���� ��� �� ��������� ��
���� ��� ������ ������� ���� A ∈ R

m×2 ������� ��� ����� ����� ��� y ∈ R
m ����������

��� ������� ����


A =

⎡
⎢⎣

t1 1









tm 1

⎤
⎥⎦

f(x) =
1

2
‖Ax− y‖2 �	
�� 

!� ��� �� ��� ���� ��� ��������� �������� � ������ ��� ���� ��" ������� x∗ ����
∇f(x∗) = 0 � � ������ ��������� �� f #	$%
 &�� �������� �� f(x) ��� �� ������� �
������ ��������� 	
�' ���� J(x) ����� ��� (������� ��� r(x) � ��� ������� ������


r(x) = Ax− y

∇f(x) =
m∑
j=1

rj(x)∇rj(x) = J(x)T r(x) �	
�' 

&�� (������� J(x) � ��� m× n ������ �� ��� ������� ���������� �� ��� ������� #	$%)

J(x) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂r1
∂x1

∂r1
∂x2

· · · ∂r1
∂xn

∂r2
∂x1

∂r2
∂x2

· · · ∂r2
∂xn











 
 






∂rm
∂x1

∂rm
∂x2

· · · ∂rm
∂xn

⎤
⎥⎥⎥⎦ �	
�* 

�������� 	
�+ ��� ��� �������� �� ��� ��������� �������� ��������� 	
�� 


∇f(x) = AT (Ax− y) �	
�+ 

&�������� ��� ������� x∗ ��� ����" ��� ��������� �������� ���� ��� �� �������� �"
����������� �������� 	
�+)

ATAx∗ = ATy �	
	, 

�������� 	
	, ������� ��� ������ ��	�
���� �� ��� ������������ ������� �	
�� 
 &��
������� ��� �� ����� �" ������ �������� 	
	, ��� x∗ ��
�
 �" �����"��� ��� -����.

��
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������� ����	�
������ �� A

x∗ =
(
ATA

)−1
ATy �����

��������� ���	
�	����	 �������	

�������� ���� ������� ����� ��� ��� �� 	����
��	 ���� �� � �
���� ��	��� ��������� �
����
���� �� ���
�� �����
�� ���� �� ���	� !��� �� ���
�� �����
��� ��� ��� �� �
�
�
"�	
	
������� �� 
�����
�� �����	� ���� �� �������	� #�����
�� �����	� ��� ��� �������
$��	
��� %������� &�����'� �����	 �� ��� $����(&����� ��)��
����

���� ���	 �� 
�
�
�� ���
���� ��� ��� ��������� ������ x ����� ��� ���
�
"��
�� 
�
������	� ��� �� ���
�� �����
�� 
� ���� ������
����	 �����	 ��� ������� ����
�) ��
��
�� *�	 �� ��	��� 	
����
�� ���� 
� ���	 �� 
������ ��� ��������� ������ x� ��� ������
�)
��������� ������ 
� ���� ���	 �� ����� � ��� 
�����
�� �� ���) �� ��� ����� �� ��� �� ���
��
�����
�� 	��������� +���� �����
�) ��
���
��� ����	 �� � ���
��� ������ �� 
�����
���
�� � �
�
��� ����)� ε > 0 �� ��� �� ���
�� �����
�� f(x)� #� 
� ����
�� ���� ��� 
�
�
��
��������� ������ x0 
� �����	� ����� �� � )��	 �����
�� ������
�� ��� ��)��
��� �
)��
)�� ����� 
� � ����� �
�
��� ��
�� ���	� �� � ��	 ������� �����
���

, �
���� �����	 ��� ����
���� ���
�
"��
�� 
� �����	 $��	
��� %������� #� ������
(
����� ��� �� ���
�� �� � �
���� �����
�� ��	 ����� � ���� �����	� ��� ��)��
�� )��	
���
�� f(x)�

��������	 
�� ����	� ��	� �� )��	
��� 	������
x0 = xinit

e0 = f(x0)
	�
xi+1 = xi − α∇f(xi)
ei+1 = f(xi+1)
��
���ei − ei+1 ≥ δ

#� α 
� ��� ����� ������)���� ��� �� ����� �����
���� �� �������� ����� ��� )��	
���

� ������ #� α 
� ��� �
)� ��� ��)��
��� ��
�� �� 	������� ��� ���� �����
��� , ������
��� �� 
������ ��� ��)��
��� 
� �� ��� �� �	���
�� ���� �
"� 	�����
��	 �� ���� �
�	
�� �
�� ������ -../� #� ���� ���� �� 
������ �
�� ������ *�	� � ���� �
"� ��
�� ��	���� ���
�����
�� ����� ��� ����� �
�� ������ ����	 ��� �� *�	 � ����� �
�
���� ��� ���� �
"� 
�

�������	 ���)� α = α ∗ 1.1 �� ���) �� ��� ����� 
�������� ������
�� ��� �� ���� �������
����� ���)� α = α ∗ 0.5� ��
� ����� �� 
������ ��� ������)���� ����	 �� �������� ��	
������ �� ��	��� ��� ����� �������
������

������ ����� ��
���	

!����	 ��	�� �����	� ���� ��� ��� �����	 ��	�� 	��
���
�� �� ������� � ��������� ��(
	���� +�� ���� ����� ��)��
��� ��� �����	 ��	�� ���
�
"��
�� 
� &�����'� �����	� #�
������
����� f(x) �� � 0��	���
� �����
�� g(x) �� ��� ������� ����
�) ��
��� 
�����	 ��
� �
���� �����
�� �� ������� ����� � ���� �����	� ��� �
�
��� �� g(x) 
� ��	� ��
�� ���

1�
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� �� ��������� �� ������� �� �������� 	�
����� ��� �� ������ �	

��� ��������� �������

xi+1 = xi − γH−1∇f(x) ������

����� H �� ��� �

��� �� f(x) ���� ��	���	� ��� ����	� ����� ������������

H(f) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2∂xn

���
���

� � �
���

∂2f
∂xnx1

∂2f
∂xnx2

· · · ∂2f
∂x2

n

⎤
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������ ��	
� ���������� �� ��� �������� ������

������ ��	
 ����� �� ���������� �� �������� ������� � ���� ��� ��������� ������� 

������ �� ��� ������ ����� x0 = −1.5 �� ������ !���"� #�� ������������� ������$�� �� ���

��� �������% x1� � ��� ��������� ������������� �� ��� �������� �� ������ �� ���� �����

!&��'"% ������ �� ��� ������ �������% x2� #�� ������� �� �������� ���� � ������� ��

x4 �� �������� (�� ����&��' �� ���� ������ �� ��� ���� �� ������� ��� ��)���� *������

������% ����� ��� &� ���� ��������� !�������+ ���� x �� � ���� ���������� )�����"�
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���� �	�� 	
 ���� �

��� ��� 
� ������� � ������
�� ����
�� �
 ����	��� ��

�� ��������� ������
	�� �	��
���
��� ��
��� �	
���
 
�� ��� 
� ����	�	
�� �������
� 
�� ����	�� ��	� ����
���
����� �	
� � ���� �� ������	
�� ������� 	
 �� ��� �� ����	�� 
� ���
 ���
	�� 
��
 ���
� ��� �� ������� ���
	� ������  ���� E(x) =

∑n
i=0 f(xi)

2!� ��� ������� �� � ����

������� ��"��
	�� ���
	� �� �� �������
�� �� �������#

∇2f(x) =
m∑
j=1

∇rj(x)∇rj(x)
T +

m∑
j=1

rj(x)∇2rj(x)  $�$%!

= J(x)TJ(x) +
m∑
j=1

rj(x)∇2rj(x)  $�$&!

� ��� ����	��
	�� 
�� '��
 
��� 	 ����
	� $�$% 	� ���	�
	�� ������� 
�� ���	�����
��� ����� 
� �(� ��� 
�� ����
	�  	��� ∇2rj(x) ��� ����
	���� �����! �� 
�� ���	�����
 rj(x)! 	
���� ��� ����� )$*+� ��� ,����-���
� �����	
�� �����	
� 
�	� ���
 �� ������-
	��
�� 
�� ����	� �� 
�� ������	� �������	�#

∇2f(x) ≈ J(x)TJ(x)  $�$.!

��� 
�� ������ �	���
	� p �� �� ��
�	�� �� ����	� 
�� ������	� ����
	�#

J(x)TJ(x)p = −J(x)T r(x)  $�$/!

��� ������
�� ����
� ������ 
�#

xi+1 = xi − γ
(
J(xi)

TJ(xi)
)−1

J(xi)
T r(xi)  $�$0!

1� �� ������� ���� 
��
 
�� ����
� ���������� 
� 
�� 2	���-2���
-3������ ����
	� ��
 $�$4! �	
� r(x) ��
�		� 
�� ���	����� �� γ �� �
�� �	5��

J(x)p = −r(x)  $�$4!
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���� ����� ����� ��������� ��� ���� �� ������ ��� ������ �#��� �� ���������� ����� ���
��� �� ��� ���� � ���� ���$�  ��� �������� %���&' (�)��*&��� (�)�+� %���,- ��� ���
.���� ,���� �������� %���&' �� �� ���� ������ �"/ �� ������� 	" ������� ������������
0	1� '� �������� � ��������� �� 	" �������� ����� ������� ������������ ���� �������� ���
���� ������ ����$���� '� �������� �� ����� �"/� �� �� ��� ���������� �� � ������� ������
2���� 3������� /������ 4�5� 6����7� �� ������� 2���� 8������� ����9� %� 67 �����
��$�� �� ���� ���������� �� � ���� ����� � �����������
%���,- �� � ���� $���� ��� ������ ���� ������� �� �������� ������ ��� ����� ����

������� 0+1� '� �������� ���� ���������� �� ���� ������ �� ��������� ����� ����� ����������
�������� 2���� !�������� ����������� ���7 �� ���� �� �������� ���������� �� ������ ������
����� 	" �������������� �� ������� ��������� %���,- �� ���� �� ���� ���:��� ������ ��
������������ ����� ���� ������ �������� �� ��� ��9� ��������
 �� .���� ,���� ������� 2.,�7 �� � ����������� ����� ������ ���� ���:��� �� +"*	"

����� ��� ����� ����� ���������� 0�1� 4� ��� ���� ������� ���������� ��� ������ �����
� .,� ��� ���������� �� ����� ����� �����������  ��� ������ �� �9����� !������ ���
���� ���������� ������������ �� ������������� .,�;� ',. �������������� �� ���� �� ���
������������ � ����� �������
��� ������� ����� ���������� �������� � ���������� �������� ������� ������ -3��� ��

��������� '� �������� ����� ���� ���������� ��� ���������� �� !�������� ����<��� �����
%���� ���������� ������� ��������� ���
 ,-,=8������ �� ��� =�����&����� �����
��!������ � ���� ������ ,����,��������� �� ������� ��� ���������� ��� 5�> ��� ���
,-,=/�������� �� ������� ����� ��� ����� ����� ��� ��� /�������
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 ����
�� ���� �� ����� �
� ������ ����� ����� �
 �!"#������ $�� ��% ���� �� ����

���� �
� ��&��� ���� ��������'����
 ������ �
� ����� ��������� ��� �������� ��
��
��
$� �����
 �
 �������� �
� %��� �������� () ����� ��� �!"#������� ��� ����
�� %���
��� *+������� $��
, ��� ����
�� ���� �� �������� �� ���-����
� ���� �
�� ��� *+��
������.� ����� �
� ���������
� � ������ ������� �� ��� ����� ������
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������� �
 �������� ��������� ��
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$�� ����
���� �� ���� ����
�3�� �� ���� �� �� �������� �� ����
 � �������� () ����� %���
�
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� �� �����
 �� ��
���'�
� ��� ������� �
��
���� ������ ���%��

�!"#� �
� *+��������
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Preprocessing:

Initial ICP-based solution:

Refine head pose:

Merge aligned point clouds:

· Undistortion
· Synchronize both Kinects
· Align depth and colour images
· Extract heads from depth-maps

· Select useable scans
· Align all face-scans to one reference

· Align all face-scans with the SLR-texture
using warp-optimization

· Project aligned face-scans on SLR-camera
· Merge projected face-scans
· Smooth final head model
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PSLR (W(p, ψ))− ∂

∂ψ
PKinect

%���	 PKinect (qi) ��	
 ��� �	�	�� �� ψ ��
 �	��)���)	
 ���� ����!
 	)�����	 �� #	�� ���

��� ��	�	 ��	 *	 �����	��

∂

∂ψ
PSLR (W(p, ψ)) =

∂PSLR

∂W
∂W
∂ψ

-�	 �	��)���)	
 � PSLR ��� *	 ����������	� *! ����!��$ � %�*	� /��	� �� PSLR�

∂PSLR

∂x
= PSLR,dx = PSLR ∗ Sx,

∂PSLR

∂y
= PSLR,dy = PSLR ∗ Sy

��



� �������	
�����

Sx =

⎡
⎣ −1 0 1

−2 0 2
−1 0 1

⎤
⎦ , Sy =

⎡
⎣ −1 −2 −1

0 0 0
1 2 1

⎤
⎦

���� P ∗ H ������� 	 
���� ����	��� �� �	�� P ��� ��� ������ H� ��� ����	���� ��
PSLR 	� �����������	��� p �	� �� ������ 	��

∂

∂WPSLR

∣∣
p
=

[
PSLR,dx(p)
PSLR,dy(p)

]

��� Θ 	�� T 	�� ��� ���� �	����� ��	� ���� ������ �� ��� �	�	����� ������ ψ� �������
��� ��	������ �� ∂W

∂ψ ������

∂W
∂ψ

=
∂KSLR

∂Θ

∂Θ

∂T
∂T
∂ψ

 �� ��� ��������	��� � � �����	�� �� ���� � ��� ��	� fy �	� 	 ���	��� ���

���	��� ���� ������	��� ����	�� 	���	��� ���� ��� �� �������

∂KSLR

∂Θ
=

[
fx 0 cx
0 −fy cy

]

��� ����	��� �� ��� ����������!	��� Θ(p) �	� �� �	����	��� 	� ��������

∂Θ

∂T
∣∣
p
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
pz

0 −px

p2
z

0 1
pz

−py

p2
z

0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , pεR3

��� �	�� ��� � !���" ���	��� Θ(p) ������� 	��	�� 	 ������ ��� pz = 1�

#��� T ����	�� 	 ���	���" � �	� ��� �� ���	�!�� �������" ��� � � ������� �� 
�� 	�

	������	�� �������� �� ����	��� 	���� ��� ���	��� � ��
��� �� ����� $���� 	������

�������� �� ��� �	� ��� ��	�� 	����� %sin(ϕ) ≈ ϕ 	�� cos(ϕ) ≈ 1 ��� ϕ ≈ 0&" �'�	���
(�)( �	� �� 	������	��� 	��

rot(ϕ) ≈

⎡
⎣ 0 −ϕ3 ϕ2

ϕ3 0 −ϕ1

−ϕ2 ϕ1 0

⎤
⎦ , with ϕ ≈ 0T

 ������� ��	�" 	 ��	�� ��	��� � ϕ �	� �� ������ 	��

*+



� �������	
�����

rot(ϕ+�ϕ)x ≈ rot(ϕ)x+

⎡
⎣ 0 −�ϕ3 �ϕ2

�ϕ3 0 −�ϕ1

−�ϕ2 �ϕ1 0

⎤
⎦x

rot(ϕ+�ϕ)x ≈ rot(ϕ)x+

⎡
⎣ 0 −x3 x2

x3 0 −x1
−x2 x1 0

⎤
⎦�ϕ �����

���	
 ������	 ���� ∂T
∂ψ ��	 �� ������������ �� ��� �������	
 �������

∂T
∂ψ

∣∣∣
p
=

⎡
⎣ 0 −pz py 1 0 0

pz 0 −px 0 1 0
−py px 0 0 0 1

⎤
⎦

��� ���� ��� 	�������� ���� ��� �� ��� � �������� ∂r
∂ψ ��	 �� ������ ����������

∂r

∂ψ

∣∣
p
=

∂PSLR

∂KSLR

∣∣
pwarped

∂KSLR

∂Θ

∂Θ

∂T
∣∣∣
paligned

∂T
∂ψ

∣∣∣
pSLR

���!�

pSLR =

[
RSLR tSLR
0T 1

]
p

paligned = T (pSLR, ψ)

pwarped = W(p, ψ)

"�	����� ��� �������� �� r(ψ) ���#� �� ��������

J =
[

∂r
∂ϕ1

∂r
∂ϕ2

∂r
∂ϕ3

∂r
∂tx

∂r
∂ty

∂r
∂tz

]
���$�

J �	� r(ψ) ��	 	�� �� ��� �� ������ ��� 	����� ������	 �������	 %�%!� �� ��� ����	�

&'()*����� qRGBZ � ���� �� 	����� ��� ��� '���*�����	 ��������	�

+�
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���� ���� 
������ ���

������� ��	�������	
� "��	 ��� ��!������ �	����	 �
 ����	��� ���� ���������	� ����


���� ��� 
�� �� ���	 ���� ��	���� ���� ��� �����������	 �����

� #�� �	 ��!������

�	����	 ���� ���� ���� ��� �������	�$

f(x) =
1

2

m∑
j=1

r2j (x) + λ
1

2

n∑
i=1

x2
i

"�� 
���	� ���� �� ���
 ��!������ �	����	 ����
 �� � ��������� ������ x ���� ����
 ���
�
�� ����� ����
� ��� 
%���� 	��� �� x �
 ���� �� ��� �����������	 �������� ���������	�
����
 
���� �� �������� �� � 
����� ���� λ ���� �����
 �� �������	� ����� �������
"��� ���	
 � ���� ���� �� λ ��
�
 ��� ���������� �� �� ���� �������	� ����� �


���� λ ����
 ���� ������ �� ��� ����� ���
��� ��� ��� �����������	 �� ��� ���� ��
�
��&���	� ���������	� ����
 ��� ������ ���
���� ��� 
����
��� �� ��� ��������� �����


��� ��	
����	�� ����
� ��� ������������ �������� �
 �	�� ����� �	 � 
���� 	�����������

���	� ��� ����	� ������ '%����	 (�) ��
�����
 ��� 
����
���� ���� pGN ����	� ��� 
�����

��������	 �� ��� *�

�+����	 ����� �	� I ����	� ��� ���	���� �������

IpGN = 0T ,(�)-

#���	���� �%����	 (�./ ��	
����	
 ��� �	�� ��������� ������ �� �� ���
� �� ��� 012


�����	� "��
 �
 �
�������� 	���

��� ����
� ���	��
 ���	� ��� �����
 ,�����- ��� ��



������� ���	 �����
� 
� ���� ������ �� ������� �
 ���� ��	
����	�� ���	 ����� �������

���
�

IpGN = (ψprior − ψ) ,(�./-

"�� ����� ���������� ,�%����	 (�..- �
 
�� �� ����� �	 �	����	��	� �����������	 ���

��� ���� �	� ����� ���� �� ��� ����� 0� ��
 ��	���	�� �	 
�
�����	 (�3 ���� ��� ���� �	�

����� ���� �� � �����
��	 ��� ��������� �� �	�� �� �	
�� ���� ���� ��	 	�� ����� ����

���� ���� ������ "��� �
 
���� ���� �� ���
 ��	
����	� �
 ������� �	 � ��� ���� �����
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IpGN =
1

2
(ψother − ψ) ������

����� ����	�	
����
 �� ��	 �������	���
 ��������


��� 	
� ������	�	��� �� 	
� 
�������� �������	 � ���� ����� �������
 ������ �����

��� �� ����� �� ���� ���� ��	�����
�� � ����	����� ����	��� ��	���� �������������

���	� �� ������ �� 	
� ������	 ����� 	
�� ����� �� � 	������	��� �� � ��	�	��� ��	 ����

��� ����� 	�������� ���� �������	�!� ���"��	���� �� ��
 ����� 	��������	���� ���

��������� �� �������� � ���� ��#��	��� ���$� �� � �����	���%�� ����	��� 	
�	 ������

�� ����	���& ������ �� ��� ���� ��	� ���	
�� ��	
 pdst ����� 	
� ��������	�� �� 	
�

���	���	��� ����� psrc ����� 	
� ������ ��������	�� ��� Ψ ����� 	
� �����	�� !��	��

	
�	 ��������� 	
� 	��������

pdst = W (psrc,Ψ) ����$�

'��� ����	���� ��� �� ������� �� ������� �� �������� �����	���� ������� �����	���

���� 	
�	 ��� � ������ �� �� 	
� ���	���	��� ��������	�� ��� �������	�� ��� 	
� ������

!���� 
�� 	� �� ����� 	� 	
� ���	���	��� ����� (&������& 	
� ���	���	��� ��������	�� ���

)��	��� ����	 !������ 	
�� ���� 	
� ������ ���� ��� ���	��� ��	& ����� �� ��������

�*��	� �� 	
� �����	��� �� ��	 ���� ��������&� �� 	
� ��!���� ������ �� ����� �	 �� ��


������ ����� 	
� ���	���	��� �� �� 
�� ��	����� ��������	�� ��� 	
� ������������� !���� ��

	
� ������ ���� ��� �� ����& ��	����� �& ������� ����� �� ������� ������� �� ����

���� ��� ��	 ���& �� ����&�� 	� ������ � 	��������	���� �	 ��� ���� �� ���� ��

���� 	
�	 � ������ 
�� � �����	���%�� 	��������	��� �*��	� �� ����� ��� � ����

�� ���	
 !����� �� �� ���� ��� ����� � ���� ��� �� ���� 	� ��������� 	
� ����� ���

� ��*����	 !�������	 ��� ��!�����& �� �� ���� ��� � ��*����	 !�������	 �� �!�������

	
� ��� ����� ���� ��� �� �������� �& ��	��	��� ����������	�� 	
�	 ���������� 	
�

������ �����

(� ����� 	
� 
�������� � ����	��� �� ������ 	
�	 ���"��	� �� +,-.����� ��	� 	
�

/0+����� ��� �������	�� � �� �� ���� ��	����	& ��*������ �!�� ��� 
��� �� ��� ��� �#���

	��� ��1� (
� ���	 	
�	 �����"��	� �� +,-.��� �� ��� �� � ������� �� ���� ����� ���

�#��	��� ���� (
�	 ����� 	
� �������	 �� 	
� 
�������� ��� �� � ������� �� � �����

��	��%�	��� ������ �
��
 ��� �� ���!�� �& � ������� �������	��%�	�������������

�� 	
�� ����� 	
� 232,'���0�� �� ���� 	� ��� 	
� �������	��%�	���� �	 ���!����

��	������� 	� ��	��%� �� ����	���& ���������	��� ��� 	� ��� ��*����	 ��������%��� 	� 	
�

��	��%�	��� �������� (
� ����� ������ �� ����� ��4 ������&� ���& 	
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� ��������� ����� � ��	����� �������	��� ����� �� ��&��� 	
� ����� �� 	
�� �����

(
� ����������	
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�� ������������ ��	 ������������������� 
����������� ��������	
��� ���������

�� ��������
 ���� 
��
��	�
� �� ������ ���� ��������� ���	� �
�� � 	���
��� �����

����� ���
���
� �� ��������� ��� ���
���� �����	� ���
��������� ��	 ���
�������

������������

+step() : int

GaussNewtonStep

+compute() : int
+normalEquations() : int

AbstractWarp

+normalEquations() : int

AbstractRegularizer

1

1..*

1

1..*

+compute() : int
+normalEquations() : int

WarpRGBZImage

+normalEquations() : int

StepRegularizerRGBZImage

+run() : int

WarpOptimizer

1

1

����
� �� ! "#$�%���
�� �� 
������� �������

��
��������� ����	� � ���&�������� ���� �������� '������ ���� ���
�� ���
	������ ��


���
� �(�� �� ��� 	���������� ������ )� �
��
���� � 
���� ��
����� ��� ��
 ��������

��� ���� �� �*������� ����	 �� ������� ��� �����	 ���
���� �����	+ ���
�������

������� �� ���	 	�
��� ��� �����,����� �� �		 � ��
��� �-������ ��
 ���
� ���� �(��

�� � ������ �� �����
 �-������� ��-������ .�. � ����� �� �����	 �� �
	�
 �� ��������� ���

�
�����
��	��� ��
 ��� /�����0����� ���
������ )���	 �� �-������ �� ���  �������

��� �� �
�(�����	 �� ���
� 1/)2��(�� �� � ���������� 3���� ��� ��

����	��� 
���	�

���� �
� 
���	�	 �� ��� ��
�����
�����
&+ ��� ��
��� �-������ ��
 ���
� 1/)2��(��

�� ��� ��������� ��� �� ������ ���������	 �� ����
���� ���� �-������ .�. �

��� ���� ��	 
���� �
� �� ��� ��������� �
� 
������	 �������������� ���� ��� ���
���

��������	
����������� ��� ���� ���
� ��� ���� �
�����
 �����
 ψ� ��� �	�������

45



� �������	
�����

�� ���� ���	��
� �� ���� ��� 	������ ���� �� ���� ��
���
��� 
�� �� ���	��� ����� �

	�����	���	 ��������� ����� �� ���� �� ���� ���� ��	�� 
���� �������	�
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����� ��� ����	 ����
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�� �� 
���	����� �� � �
���	 ������� #���	 ��� $�	� ��� %���

���	���	 ��&�
�� ��� '�����! ��� ������ ���� 
�� �� 
��
������ �� �������� (�() ���

��� ��*� ���	����� ���	��� #� ����	���� ��
� ���� ����� �� �� 
������	�� ��	 ��� ������

��������� �� ���� ��� +���
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����	 ������ �� � 	��������� �� ,-"×-)" �����

��� ./%������� ��� � 	��������� �� ���	�� ������*��� 0��� �����! �� ./%������ 
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mad(X) = median {|Xi −median(X)|}

σ̂ ≈ 1.4826 ∗mad
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