Contents

Introduction 1

Preliminaries 5

1 Decision Problems, Search Problems, and Counting Problems 11 1.1 NP-Completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.1.1 The Classes P and NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.1.2 Reducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.2 Reducing the Construction Problem to the Decision Problem . . 25 1.3 Counting versus Deciding for Graph Isomorphism . . . . . . . . 30 1.4 Uniqueness of the Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.4.1 Random Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 1.4.2 Promise Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 1.5 Reducing Multiple Questions to One . . . . . . . . . . . . . . . 44

2 Quantifiers, Games, and Interactive Proofs 51 2.1 The Polynomial-Time Hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 2.2 Interactive Proof Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.2.1 The Class IP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 2.2.2 Zero-Knowledge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 2.3 Probabilistic Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.3.1 Probability Amplification . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 2.3.2 The BP-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.3.3 Arthur-Merlin Games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 2.4 Lowness and Collapses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

vii

3 Circuits and Sparse Sets 91 3.1 Polynomial Size Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 3.1.1 Circuits for NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 3.1.2 Circuits for Graph Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . 102 3.2 Reductions to Sparse Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4 Counting Properties 117 4.1 Decision Reduces to Parity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 4.2 Graph Isomorphism is Low for PP . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 4.3 The Reconstruction Conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

Bibliography 149

Index 158