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1 Einfiihrung

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. In
dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit mathematischen Modellen
fiir Maschinentypen von unterschiedlicher Berechnungskraft. Unter
anderem lernen wir das Rechenmodell der Turingmaschine (TM) ken-
nen, mit dem sich alle anderen Rechenmodelle simulieren lassen. Ein
weiteres wichtiges Thema der Vorlesung ist die Frage, welche Probleme
algorithmisch l6sbar sind und wo die Grenzen der Berechenbarkeit
verlaufen.

Schliefllich untersuchen wir die Komplexitat von algorithmischen Pro-
blemen, indem wir den benétigten Rechenaufwand méglichst gut nach
oben und unten abschétzen. Eine besondere Rolle spielen hierbei die
NP-vollstandigen Probleme, deren Komplexitat bis heute offen ist.

Themen der Vorlesung
o Welche Rechenmodelle sind fiir bestimmte Aufgaben adaquat?
(Automatentheorie)

e Welche Probleme sind losbar?

o Welcher Aufwand ist zur Losung eines algorithmischen Problems
notig? (Komplexitatstheorie)

(Berechenbarkeitstheorie)

In den theoretisch orientierten Folgeveranstaltungen wird es dagegen
um folgende Themen gehen.

Thema der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen
« Wie lassen sich praktisch relevante Problemstellungen moglichst
effizient 16sen? (Algorithmik)

Thema der Vorlesung Logik in der Informatik

o Mathematische Grundlagen der Informatik, Beweise fiihren,
Modellierung (Aussagenlogik, Pradikatenlogik)

Die wichtigsten Lernziele der Vorlesung sind:

« Uberblick iiber die wichtigsten Rechenmodelle (Automaten) wie
z.B.

— endliche Automaten
— Kellerautomaten

— Turingmaschinen

— Registermaschinen
— Schaltkreise

o Charakterisierung der Klassen aller mit diesen Rechenmodellen
losbaren Probleme durch

— unterschiedliche Typen von formalen Grammatiken

— Abschlusseigenschaften unter geeigneten Sprachoperatio-
nen

— Reduzierbarkeit auf typische Probleme (Vollstdandigkeit)
e Frkennen von Grenzen der Berechenbarkeit

o Klassifikation wichtiger algorithmischer Probleme nach ihrer
Komplexitét

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle Es gibt
viele unterschiedliche mathematische Modelle fiir Rechenmaschinen.
Diese konnen sich in ihrer Berechnungskraft unterscheiden. Die Tu-
ringmaschine (TM) ist ein universales Berechnungsmodell, da sie alle
anderen bekannten Rechenmodelle simulieren kann. Wir betrachten
zunachst Einschrankungen des TM-Modells, die vielféltige praktische
Anwendungen haben, wie z.B.

o endliche Automaten (DFA, NFA)
« Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.

Der Begrift Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Mu-
hammed Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zuriick. Der alteste bekannte
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nicht-triviale Algorithmus ist der nach Fuklid benannte Algorithmus
zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher
Zahlen (300 v. Chr.). Von einem Algorithmus wird erwartet, dass
er fir jede zulassige Problemeingabe nach endlich vielen Rechen-
schritten eine korrekte Ausgabe liefert. Eine wichtige Rolle spielen
Entscheidungsprobleme, bei denen jede Eingabe nur mit ja oder
nein beantwortet wird. Die (maximale) Anzahl der Rechenschritte
bei allen moglichen Eingaben ist nicht beschriankt, d.h. mit wach-
sender Eingabeldange kann auch die Rechenzeit beliebig anwachsen.
Die Beschreibung eines Algorithmus muss jedoch endlich sein. Proble-
meingaben kénnen Zahlen, Formeln, Graphen etc. sein. Diese werden
iiber einem Fingabealphabet . kodiert.

Definition 1.

a) Ein Alphabet ist eine linear geordnete Menge 3 = {a, ..., ay}
von m>1 Zeichen a, < -+ < a,,.

b) Eine Folge x = x1...x, von n >0 Zeichen x; € ¥ heifit Wort
der Lange n tber .

¢) Die Linge von x wird mit |x| und die Menge aller Worter der
Linge n tiber X wird mit X" bezeichnet.

d) Die Menge aller Worter iber 3 ist

Sr= S =x0untun2y.-

n>0

e) Das (einzige) Wort der Lange n = 0 ist das leere Wort, welches
wir mit € bezeichnen, d.h. X9 = {e}.

f) Jede Teilmenge L € ¥* heifst Sprache tiber dem Alphabet 3.

Beispiel 2. Sei ¥ ein Alphabet. Dann sind @, %*, % und {} Sprachen
tiber . Die Sprache @ enthdlt keine Worter und heifit leere Spra-
che. Die Sprache ¥* enthdlt dagegen alle Wérter diber ¥, wdhrend
die Sprache X alle Wérter diber ¥ der Linge 1 enthdlt. Die Sprache

{e} enthdlt nur das leere Wort, ist also einelementig. Einelementige
Sprachen werden auch als Singletonsprachen bezeichnet.

Da Sprachen Mengen sind, konnen wir sie bzgl. Inklusion vergleichen.
Zum Beispiel gilt

gc{e}cyr.

Wir kénnen Sprachen auch vereinigen, schneiden und komplementie-
ren. Seien A und B Sprachen tiber . Dann ist

e AnB={xeX*|zeA xeB} der Schnitt von A und B,

e« AuB={zeX*|zeAvuze B} die Vereinigung von A und
B, und

e« A={ze¥*|x¢ A} das Komplement von A.

Neben den Mengenoperationen gibt es auch spezielle Sprachoperatio-
nen.

Definition 3.
o Das Produkt (Verkettung, Konkatenation) der Sprachen
A und B ist

AB={xy|xz e A ye B}.

Ist A = {z} eine Singletonsprache, so schreiben wir fir {z}B
auch einfach xB.

o Die n-fache Potenz A™ einer Sprache A ist induktiv definiert
durch

An = {e}, n=0,
A1TA n>0.

o Die Sternhiille A* einer Sprache A ist A* = U,s0 A" und die
Plushiille A* von A ist A* =U,s; A" = AA*.
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2 Regulare Sprachen

Wir betrachten zunachst Einschrankungen des TM-Modells, die viel-
faltige praktische Anwendungen haben, wie z.B. endliche Automaten

(DFA, NFA), Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.

2.1 Endliche Automaten

Eingabe- .

FEin endlicher Automat fiihrt band
bei einer Eingabe der Lange n c ]

nur n Rechenschritte aus. Um / Lesekopf
die gesamte Eingabe lesen zu

konnen, muss der Automat also Steuer-
in jedem Schritt ein Zeichen der einheit

Eingabe verarbeiten.

Definition 4. Fin endlicher Automat (kurz: DFA; determini-
stic finite automaton) wird durch ein 5-Tupel M = (Z,%,0,qo, F)
beschrieben, wobet

o Z + @ eine endliche Menge von Zustanden,
e Y das Fingabealphabet,

e 0:7Zx% > Z die Uberfithrungsfunktion,
e (o € Z der Startzustand und

o EcZ die Menge der Endzustande ist.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

L(M) = {xl...xneE*

es gibt q1,...,qn1€ Z,q, € E mit
0(qiyiv1) = qiy1 firi=0,...,n-1]"

Fine Zustandsfolge qo,q1, - - ., q, heiffit Rechnung von M(xy...x,),
falls 6(q;,wi41) = qig1 fir i =0,....,n—1 gilt. Sie heifst akzeptie-
rend, falls q, € F ist, und andernfalls verwerfend. Eine von einem
DFA akzeptierte Sprache wird als regular bezeichnet. Die zugehdrige
Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.

Beispiel 5. Betrachte den DFA M =
(Z,%,6,0,E) mit Z = {0,1,2}, & =
{a,b}, E = {1} und der Uberfiihrungs-
funktion

Graphische Darstellung:

5jo 1 2

all 20
b2 0 1

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzustdnde
werden durch einen doppelten Kreis gekennzeichnet.

Bei Eingabe w; = aba fithrt M die akzeptierende Rechnung 0,1,0,1

durch, d.h. w; € L(M). Dagegen verwirft M das Wort wy = abba
(verwerfende Rechnung: 0,1,0,2,0). <

Bezeichne & (q,x) denjenigen Zustand, in dem sich M nach Lesen von
x befindet, wenn M im Zustand ¢ gestartet wird. Dann kénnen wir
die Funktion X
0:Zx¥X" > 7
induktiv wie folgt definieren. Fiir g€ Z, x € ¥* und a € X sei
0(q.€) = g,
(g, za) = 0(6(q,x),a).
Die von M erkannte Sprache lasst sich nun elegant durch
L(M) ={zeX* (g, ) € E}

beschreiben.
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Behauptung 6. Der DFA M aus Beispiel 5 akzeptiert die Sprache
L(M) ={xeX* | #4(x) — #p(x) =3 1},

wobei #4(x) die Anzahl der Vorkommen des Zeichens a in x bezeich-
net und i =, j (in Worten: i ist kongruent zu j modulo m) bedeutet,
dass i — j durch m teilbar ist.

Beweis. Da M nur den Endzustand 1 hat, ist L(M) = {z € ¥* |
0(0,2) = 1}, d.h. wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:

5(0,2) =1 < #4(z) — #4(x) =5 1.
Hierzu reicht es, die Kongruenz
8(0737) =3 #a(x) - #b(z)

zu beweisen, wofiir wir Induktion tiber die Lange n von x benutzen.

Induktionsanfang (n=0): klar, da 0(0,¢) = #4(¢) = #4(¢) = 0 ist.

Induktiqnsschritt (n~n+1): Sel x =x;...2,,1 gegeben und sei
i=0(0,21...2,). Nach IV gilt dann

i =3 #al(xr. . xn) = Fp(21 ... ).
Wegen 0(i,a) =3¢+ 1 und 0(7,0) =37 — 1 folgt daher

5(Z7 mn-%—l) =3 Z + #a(xrwl) - #b(xn+1)
=3 #a(xl o xn) - #b(xl cee xn) + #a(xrwl) - #b(xn+1)
= #ta(®) = #o(2).

und somit
5(0,2) = 6(8(0, 1. .. 20), Tna1) = 0(i, Zps1) =5 #a(2) = #0(2).

2.1 Endliche Automaten

Beobachtung 7. Alle Singletonsprachen sind requldr.

Beweis. Fir jedes Wort x = zy...x, existiert ein DFA M, mit
L(M,) = {z}:

Ty L2 T3
e (@ @
a + IT9 a + I3
a+ T

aey

Formal ist M, also das Tupel (Z,%,0,qo, E) mit Z = {qo, ..., qn,e€},
E ={q,} und der Uberfiihrungsfunktion

¢i+1, q=¢; fireinimit 0<i<n-1und a; = ;4
5(Q7aj) =

e, sonst.

Als nachstes betrachten wir Abschlusseigenschaften der Sprachklasse
REG.

Definition 8. Fin k-stelliger Sprachoperator ist eine Abbildung
op, die k Sprachen Ly, ..., Ly auf eine Sprache op(L1, ..., L) abbildet.

Beispiel 9. Der Schnittoperator n bildet zwei Sprachen Ly und Lo
auf die Sprache Ly n Ly ab. <

Definition 10. Eine Sprachklasse IC heifst unter op abgeschlossen,
wenn gilt:
Ll,...,LkEK:=>Op(L1,...,Lk)GK.

Der Abschluss von K unter op ist die bzgl. Inklusion kleinste Sprach-
klasse K', die KC enthdlt und unter op abgeschlossen ist.
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Beispiel 11. Der Abschluss der Singletonsprachen unter n besteht
aus allen Singletonsprachen und der leeren Sprache.

Der Abschluss der Singletonsprachen unter U besteht aus allen nicht-
leeren endlichen Sprachen.

Der Abschluss der Singletonsprachen unter n, U und Komplement
besteht aus allen endlichen und co-endlichen Sprachen.* N

Definition 12. Fiir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse
{L|LeC} aller Komplemente von Sprachen in C.

Es ist klar, dass C genau dann unter Komplementbildung abgeschlos-
sen ist, wenn co-C = C ist.

Beobachtung 13. Mit L, L, € REG sind auch die Sprachen L =
Y*N Ly, Lyn Ly und Ly u Ly requldr.

Beweis. Sind MZ = (Zi,E,(Si,qO,EZ-), 1= 1,2, DFAs mit L(Ml) = LZ',
so akzeptiert der DFA

M, =(Z1,%,01,q0, Z1 ~ Ey)

das Komplement Ly von Ly. Der Schnitt L; n Ly von L; und Ly wird
dagegen von dem DFA

M = (Zl X 2272757 (QO7QO)7E1 X EQ)

mit
5((Qap)a CL) = (51(Q7 CL), 52(pa CL))
akzeptiert (M wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Wegen

Liu Ly = (L1 n Ly) ist dann aber auch die Vereinigung von L; und
Lo regulédr. (Wie sieht der zugehorige DFA aus?) [ ]

*Eine Sprache L € ¥* ist co-endlich, wenn ihr Komplement L endlich ist.

2.1 Endliche Automaten

Aus Beobachtung 13 folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen
Sprachen regulér sind. Da die in Beispiel 5 betrachtete Sprache weder
endlich noch co-endlich ist, haben wir damit allerdings noch nicht alle
regularen Sprachen erfasst.

Es stellt sich die Frage, ob REG neben den mengentheoretischen
Operationen Schnitt, Vereinigung und Komplement unter weiteren
Operationen wie etwa Produkt oder Sternhiille abgeschlossen ist. Im
iiberndchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die Klasse REG als
der Abschluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Produkt und
Sternhiille charakterisierbar (und somit auch unter diesen Operationen
abgeschlossen) ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fir das Produkt
L(My)L(Ms) zweier regulirer Sprachen zu konstruieren, stofit man
auf die Schwierigkeit, den richtigen Zeitpunkt fiir den Ubergang von
(der Simulation von) M; zu M, zu finden. Unter Verwendung eines
nichtdeterministischen endlichen Automaten lisst sich dieses Problem
jedoch leicht 16sen, da dieser den richtigen Zeitpunkt ,erraten” kann.

Im néchsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auch nichtde-
terministische endliche Automaten nur regulére Sprachen erkennen
konnen.

Definition 14. Fin nichtdeterministischer endlicher Automat
(kurz: NFA; nondeterministic finite automaton) N = (Z,%, A, Qo, E)
ist dhnlich aufgebaut wie ein DFA, nur dass er mehrere Startzustdin-
de (zusammengefasst in der Menge Qo € Z) haben kann und seine
Uberfiihrungsfunktion die Form

A:Zx¥->P(Z)

hat. Hierbei bezeichnet P(Z) die Potenzmenge (also die Menge
aller Teilmengen) von Z. Diese wird auch oft mit 2% bezeichnet. Die
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von N akzeptierte Sprache ist

L(N) = Ty €27 .
(V) {xl € Giv1 € A(Gs, i41) fiiri=0,...,n~-1

HQOEQ07Ql7"'7Qn—1EZaanE: }

FEine Zustandsfolge qo,q1,...,q, heifft Rechnung von N(zy...x,),
falls g1 € A(qi,xiy1) firi=0,...,n-1 gilt.

Ein NFA N kann bei einer Eingabe z also nicht nur eine, sondern
mehrere verschiedene Rechnungen parallel ausfiihren. Ein Wort x ge-
hort genau dann zu L(N), wenn N (z) mindestens eine akzeptierende
Rechnung hat.

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfithrungsfunktion auf der
gesamten Menge Z x ¥ definiert ist, kann ein NFA | stecken bleiben®.
Das ist dann der Fall, wenn er in einen Zustand ¢ gelangt, in dem das
nichste Eingabezeichen x; wegen A(q,x;) = @ nicht gelesen werden
kann.

Beispiel 15. Betrachte den NFA N = (Z,3,A,Qq, E) mit Zustands-
menge Z ={p,q,r,s}, Eingabealphabet 3 = {0,1,2}, Start- und End-
zustandsmenge Qo = {p} und E = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

9@_0.@_1,@_%

A ‘ P q r s
0 {pg}y 2 o o
Ly {p} {r} o o

16}

2| {py @ {s}

Offensichtlich akzeptiert N die Sprache L(N) = {012 |z € ¥*} aller
Wérter, die mit dem Suffiz 012 enden. <

Beobachtung 16. Sind N; = (Z;, X, A;,Q;, E;) (i=1,2) NFAs, so
werden auch die Sprachen L(N1)L(Ny) und L(Ny)* von einem NFA
erkannt.

2.1 Endliche Automaten

Beweis. Sei L; = L(N;). Wir kénnen Z; n Z, = @ annehmen. Dann
akzeptiert der NFA

N = (Zl UZ2727A37Q17E)

mit
Aq(p,a), peZiN B,
Az(p,a) =1 As(p,a) UUgqg, A2(g,a), pe El,
As(p,a), sonst
und
E:{EQ, QN E; =0
EiuFE;, sonst

die Sprache L L.
LiLy € L(N): Seien x = z1---x € L1,y = y1--y; € Lo und seien qo, . . . , ¢k
und py, . .., p; akzeptierende Rechnungen von N;(z) und Ny(y). Dann
ist qo, ..., Qk, D1, - -, eine akz. Rechnung von N (xy), da g € 1 und
p € Es ist, und

o im Fall [ > 1 wegen g € E1, po € Q2 und p1 € As(po,y1) zudem

p1 € A(gy, y1) und

o im Fall [ =0 wegen ¢ € E; und p; € Q2 N E5 zudem gy € E ist.
L(N) ¢ L1Ly: Sei © = xy+x, € L(N) und sei qq,...,q, eine akz.
Rechnung von N(z). Dann gilt qo € Q1, ¢, € E, qo,--.,q; € Z; und
Gis1, - - Qn € 4o fur ein i <n. Wir zeigen, dass ein g € ()5 existiert, so
dass qo, - .., q; eine akz. Rechnung von Ny(z1---2;) und ¢, gis1,-- -, qn
eine akz. Rechnung von No(x1---2,,) ist.

o Im Fall i < n impliziert der Ubergang ¢;,; € A(qi, i41), dass

¢; € Ey (also qo, ..., q; eine akz. Rechnung von Nj(x;--x;)) und
Gir1 € Ao(q,x;41) flir ein g € Qy ist. Zudem ist q, € EN Zy = Ey
(also q,Gis1,- - -, qn eine akz. Rechnung von Ny(z;yq1--x,)).

o Im Fall i=nist ¢, € EnZ;, was ¢, € Fy und Q2 N Fy + @ impli-
ziert (also ist qo, ..., qn eine akz. Rechnung von Ni(zq---x,) und
es gibt ein ¢ € @2, so dass ¢ eine akz. Rechnung von Ny(e) ist).
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Ganz dhnlich lasst sich zeigen, dass der NFA

N* = (Zl U {qneu}a Z,A4,Q1 U {Qneu}a El U {Qneu})

mit
Ai(p,a), peZi\ By,
Ay(p,a) ={A(p,a)u Ugeq, A1(q,a), peEy,
, sonst
die Sprache L} akzeptiert. |

Satz 17 (Rabin und Scott).
REG = {L(N) | N ist ein NFA}.

Beweis. Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA
auch als NFA aufgefasst werden kann. Fir die Gegenrichtung kon-
struieren wir zu einem NFA N = (Z,3,A,Qo, F) einen DFA M =
(P(Z2),%,0,Qo, B') mit L(M) = L(N). Wir definieren die Uberfiih-
rungsfunktion 0 : P(Z) x ¥ — P(Z) von M mittels

0(Q,a) = U A(g, a).

qeQ

Die Menge §(Q, a) enthélt also alle Zustande, in die NV gelangen kann,
wenn N ausgehend von einem beliebigen Zustand q € () das Zeichen
a liest. Intuitiv bedeutet dies, dass der DFA M den NFA N simuliert,
indem M in seinem aktuellen Zustand () die Information speichert,
in welchen Zustdnden sich N momentan befinden konnte. Fiir die
Erweiterung 6 : P(Z) x £* - P(Z) von § (siehe Seite 3) kénnen wir
nun folgende Behauptung zeigen.

Behauptung. 4 (Qo, z) enthalt alle Zusténde, die N ausgehend von
einem Startzustand nach Lesen von x erreichen kann.

Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber die Lange n von x.
Induktionsanfang (n =0): Klar, da 6(Q,¢) = Qq ist.

2.1 Endliche Automaten

Induktionsschritt (n—1~»>n): Sei x = x; ...z, gegeben. Nach In-
duktionsvoraussetzung enthélt

Qn-1= S(Qo, Iy.. -xnfl)

alle Zusténde, die N(x) in genau n —1 Schritten erreichen kann.
Wegen A
5(Q0ax) = 5(Qn—17xn) = U A(qun)

q€Qn-1
enthilt dann aber 6(Qo,x) alle Zustinde, die N(z) in genau n
Schritten erreichen kann.

Deklarieren wir nun diejenigen Teilmengen @) ¢ Z, die mindestens
einen Endzustand von N enthalten, als Endzustiande des Potenz-
mengenautomaten M, d.h.

E'={QcZ|QnE+a},
so folgt fur alle Worter x € 3*:

reL(N) < N(z)kann in genau |z| Schritten einen Endzustand
erreichen

5(Qo,z)NE # 2

0(Qo, ) € E'

xeL(M).

)

)

0
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