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Ubungsblatt 4

Besprechung der miindlichen Aufgaben am 15.—18. 11. 2022
Bearbeitung des Moodle-MC-Tests bis 15. 11. 2022, 8:00 Uhr
Abgabe der schriftlichen Losungen bis 22. 11. 2022, 23:59 Uhr

Aufgabe 23 Seien ¥ und I beliebige Alphabete. 5 Punkte
Eine Funktion h: ¥* — I'* heifit Homomorphismus, falls

Voy...zp€X i h(zr...2n) = (1) ... h(zy,) und h(e) =e.
D.h. h ersetzt Zeichen aus ¥ durch Worter aus I'*. Fiir Sprachen Ly ¢ ¥*, L, c I'*
sei h(L1) = {h(w) |we L1} und k' (Ls) = {w | h(w) € Ls}.

(a) Betrachten Sie den Homomorphismus h: {a,b,c,d}* — {0,1}" mit h(a) = 0,
h(b) =01, h(c) = 100 und h(d) = . Bestimmen Sie h(dabd) und h(cc). Welche
der Wérter 001100 und 10010 sind in A(L;) mit Ly = L((alabled)*)? Begriinden
Sie. Geben Sie zudem einen regulidren Ausdruck v mit L(v) = h(L1) an. Geben
Sie weiterhin h™!(Lg) mit Ly = {0100} an. (miindlich)

(b) Zeigen Sie, dass REG unter Homomorphismen abgeschlossen ist. D.h. fiir regulé-
res L € 3* und Homomorphismus h: £* — I'* ist auch h(L) regulir. (mindlich)
(Hinweis: Konstruieren Sie einen reguldren Ausdruck.)

(¢) Zeigen Sie, dass REG unter inversen Homomorphismen abgeschlossen ist. D.h.
fiir reguléres L € I'* und einen Homomorphismus h: ¥X* — I'* ist auch die Sprache
h~Y(L) regular. (miindlich)
(Hinweis: 0y eines DFAs M wird zu 05/ (q,a) = da7(q, h(a)).)

(d) Zeigen Sie, dass Lo = {(bc)"c™a™ |n > 2,m < n} nicht regulér ist, indem Sie nur
Abschlusseigenschaften und {a”b” | n> O} ¢ REG nutzen. (5 Punkte)
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(Bemerkung: {a |n > O} ¢ REG wird spéter in der Vorlesung gezeigt.)

Aufgabe 24 Seien E; und F; Aquivalenzrelationen auf A. 9 Punkte
Sind dann auch EynEy, E1UFEs, E10Ey Aquivalenzrelationen? Welche der drei Eigen-
schaften Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt bleiben jeweils erhalten, welche
nicht? Begrinden Sie.

Aufgabe 25 Auf N* =N\ {0} seien folgende Relationen definiert: 8 Punkte
(a) xRy < x + 2y ist durch 3 teilbar, (miindlich)
(b) zSy <= |z -y <7, (8 Punkte)
(¢) zUy < x +y ist gerade, (5 Punkte)

Welche dieser Relationen sind Aquivalenzrelationen? Begriinden Sie. Geben Sie ge-
gebenenfalls die Aquivalenzklassen und ein Reprisentantensystem an.



Aufgabe 26 miindlich
Ein Digraph G’ = (V',R') heifit Subgraph (oder auch Teilgraph) des Digraphen
G = (V,R), falls V' ¢ V und R’ € R gilt. Die bzgl. Subgraphenordnung maxima-
len (stark) zusammenhéngenden Subgraphen von G bezeichnen wir als die (starken)
Zusammenhangskomponenten von G. Fiir zwei Knoten x und y gelte xZy (xSy),
falls es eine (starke) Zusammenhangskomponente gibt, in der sowohl z als auch y
liegen. Gegeben seien der Digraph G4 = (Vy, Rq) und der Graph Gy =V, Ry).
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(a) Geben Sie die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten des Graphen
G, sowie der starken Zusammenhangskomponenten des Digraphen G, an.

(b) Driicken Sie Z in G,, bzw. S fiir G4 durch die Kantenrelation Ryq bzw. R,, aus.

(c) Geben Sie die Menge der Vorginger R;'[k] und die der Nachfolger Ry[k] von
k in G4 sowie die Nachbarschaft R,[f] in G, an.

Aufgabe 27 Gegeben seien die Digraphen G; = (4, R;),i=1,2,3,4: 8 Punkte

Gl : Gg : G3 : G4 :
1==2 ec1—22D 1«2 12D
s KN es X es X 3 1K1
b4 ChH<«—4D 5«—4D 5= 4D
(a) Geben Sie an, welche der Relationen R; reflexiv sind. (1 Punkt)
(b) Geben Sie an, welche der Relationen R; transitiv sind. (1 Punkt)
(c) Geben Sie an, welche der Relationen R; konnex sind. (1 Punkt)
(d) Geben Sie an, welche der Relationen R; symmetrisch sind. (1 Punkt)
(e) Geben Sie an, welche der Relationen R; gleichzeitig antisymmetrisch und tran-
sitiv sind. (1 Punkt)
(f) Wie erkennt man jede der obigen Eigenschaften einer Relation R anhand einer
gegebenen Darstellung als Graph G = (A, R)? Erlautern Sie. (8 Punkte)

Hinweis: Gesucht sind Definitionen der Form: ,asymmetrisch: R ist genau dann
asymmetrisch, wenn G keine Schleifen enthélt und zwischen je zwei verschiede-
nen Knoten w und v hochstens eine der beiden Kanten existiert.
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