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Entscheidbare und semi-entscheidbare Sprachen 200

Definition

@ Eine NTM M halt bei Eingabe x (kurz: M(x) =] oder M(x)|), falls
alle Rechnungen von M(x) nach endlich vielen Schritten halten

e Falls M(x) nicht halt, schreiben wir auch kurz M(x) =1 oder M(x)*

@ Eine NTM M entscheidet eine Eingabe x, falls M(x) halt oder eine
Konfiguration mit einem Endzustand erreicht

@ Eine Sprache heiBt entscheidbar, falls sie von einer DTM M akzeptiert
wird, die alle Eingaben entscheidet. Die zugehdrige Sprachklasse ist

REC = {L(M) | M ist eine DTM, die alle Eingaben entscheidet}

@ Jede von einer DTM akzeptierte Sprache heiBt semi-entscheidbar

Bemerkung

@ Eine DTM M entscheidet zwar immer alle Eingaben x € L(M), aber
eventuell nicht alle x € L(M). Daher heiBt L(M) semi-entscheidbar

e Spater werden wir sehen, dass RE = {L(M) | M ist eine DTM} ist




Berechnung von Funktionen 261

Definition

e Eine k-DTM M = (Z,%,T,0, qo, E) berechnet eine Funktion
f:X*—T7% falls M bei jeder Eingabe x € ™ in einer Konfiguration

K =(q,u1,a1,vi,..., Uk, ak, Vk) mit ug = f(x)

halt (d.h. Kx +* K und K hat keine Folgekonfiguration)

@ Hierflir sagen wir auch, M gibt bei Eingabe x das Wort f(x) aus und
schreiben M(x) = f(x)

@ f heiBt Turing-berechenbar (oder einfach berechenbar), falls es eine
k-DTM M mit M(x) = f(x) fir alle x e £* gibt

@ Aus historischen Griinden werden berechenbare Funktionen auch
rekursiv (engl. recursive) genannt




Berechenbarkeit von charakteristischen Funktionen 262

Definition
Fir eine Sprache A ¢ ¥~ ist die charakteristische Funktion x4 :X* - {0,1}
wie folgt definiert:

() 1, xeA
X) =
xa 0, x¢A

Bemerkung

@ In den Ubungen wird gezeigt, dass eine Sprache A genau dann
entscheidbar ist, wenn x4 berechenbar (also rekursiv) ist

@ Dies erklart die Bezeichnung REC fiir die Klasse der entscheidbaren
Sprachen

@ Dort wird auch gezeigt, dass CSL echt in REC enthalten ist

@ Beispiele fiir interessante semi-entscheidbare Sprachen, die nicht
entscheidbar sind, werden wir noch kennenlernen

Somit gilt REG ¢ DCFL ¢ CFL ¢ DCSL < CSL ¢ REC ¢ RE




Berechenbarkeit von partiellen Funktionen
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Definition

Eine partielle Funktion hat die Form f: A— Bu {1}, wobei 1 ¢ B ist
Fir f(x) =1 sagen wir auch f(x) ist undefiniert
Der Definitionsbereich (engl. domain) von f ist
dom(f) ={xeA|f(x)+1}
Das Bild (engl. image) von f ist
img(f) ={f(x)|x e dom(f)}
Eine partielle Funktion f: A - Bu {1} heiBt total, falls dom(f) = A ist

Eine partielle Funktion f : * — ' U {1} heiBt berechenbar, falls es eine
DTM M mit M(x) = f(x) fur alle x e ¥* gibt (d.h. M(x) gibt fir alle
x € dom(f) das Wort f(x) aus und halt im Fall x ¢ dom(f) nicht)

Jede DTM M =(Z,%,T,0,qo, E) ber. eine part. Fkt. f : X" > T*u {1}
Die Menge dom(f) = {x e L* | M(x) |} bezeichnen wir mit dom(M)
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Wir fassen die berechenbaren Funktionen und berechenbaren partiellen
Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

FREC = {f | f ist eine berechenbare (totale) Funktion}
FREC, = {f | f ist eine berechenbare partielle Funktion}
Dann gilt FREC ¢ FREC,




Berechenbarkeit von Funktionen 265

Beispiel

@ Bezeichne x* den lexikografischen Nachfolger von x € ©*

e Fir X ={0,1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

x| 0 1 00 01 10 11 000
x*10 1 00 01 10 11 000 001

@ Betrachte die auf X definierten partiellen Funktionen fi, f>, f3, f4 mit
fi(x) =0
f(x) = x und  fa(x) = {

A() = x*

f, x=¢

4k

Y, X=Y

e Da f1,f, f3, f4 berechenbar sind, gehdren die totalen Funktionen fi, 5, f3
zu FREC und die partielle Funktion f; zu FREC,

e Da f4 keine totale Funktion ist, gehért f; nicht zu FREC <
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Definition
@ Sei Ac X* eine Sprache
@ Die charakteristische Funktion von Aist x4:X* - {0,1} mit

1, xeA

XA(X)={O’ xi A

@ Die partielle charakteristische Funktion von A ist x4:X* - {1} u {1}
mit
1, xeA

Xa(x) ={T, A

@ A heiBt rekursiv aufzdhlbar, falls A= & oder das Bild img(f) einer
(totalen) berechenbaren Funktion f: " — ¥* ist




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen 25

Folgende Eigenschaften sind fiir eine Sprache A ¢ ¥ * dquivalent:

@ A ist semi-entscheidbar (d.h. A wird von einer DTM akzeptiert)

@ A wird von einer 1-DTM akzeptiert

© Aist vom Typ 0

@ A wird von einer NTM akzeptiert

@ A ist rek. aufzéhlbar (d.h. A=@ oder A=img(f) fir eine Fkt. feFREC)
@ X4 ist berechenbar (d.h. x4 € FREC,)

@ es gibt eine DTM M mit A = dom(M)

Beweis

Die Implikationen @ = @ = @ werden in den Ubungen gezeigt.
Hier zeigen wir @ = Q@ und @ = 90=>0=>0=> 0
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Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM} c {L(M)|M ist eine 1-DTM}
@ Sei M=(Z,%,T,0,q0,E) eine k-DTM mit L(M) = A
e Wir konstruieren eine 1-DTM M’ = (Z')X,T",0', 9, E) fur A
@ M’ simuliert M, indem sie jede Konfiguration K von M der Form

e
1

durch eine Konfiguration K’ folgender Form nachbildet:

COIC)

o
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Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM} c {L(M)|M ist eine 1-DTM}
e Hierzu arbeitet M’ mit dem Alphabet

M=Tu(uf)X, wobeil ={4]ael} ist
@ Bei Eingabe x = x1 ... x, erzeugt M’ zuerst die der Startkonfiguration
Ky = (go,&,X1,X0 . .. Xp, €, €, ..., &, €)
von M bei Eingabe x entsprechende Konfiguration

X1\ [(x Xn
W

! / Ll ()
KX:qO . cen :

W L W




Simletien @lner fBTM dreh cine TDTR 210

Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM} c {L(M)|M ist eine 1-DTM}

@ Dann simuliert M’ jeweils einen Schritt von M durch folgende Sequenz
von Rechenschritten:

o Zuerst geht M’ solange nach rechts, bis sie alle mit ~ markierten
Zeichen (z.B. 31,..., 4x) gefunden hat

o Diese Zeichen speichert M’ in ihrem Zustand

o AnschlieBend geht M’ wieder nach links und realisiert dabei die
durch 6(q, a1, ..., ax) vorgegebene Anweisung von M

o Dabei speichert M" den aktuellen Zustand g von M ebenfalls in
ihrem Zustand

@ Sobald M in einen Endzustand iibergeht, wechselt M’ ebenfalls in einen
Endzustand und halt

e Somit gilt L(M") = L(M) o
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Beweis von @ =@: {L(M) | M ist eine NTM} c {A| A ist rek. aufzihlbar}
@ Sei M=(Z,%X,T,8,q0,E) eine k-NTM und sei A=L(M) + @
@ Sei [ das Alphabet Z U T U {#}

e Wir kodieren eine Konfiguration K = (q, u1, a1, va, ..., Uk, ak, vk ) durch
das Wort

code(K) = #q#um#FHar#vi# .. . #uHadtvi#
und eine Rechnung Ko + --- + K durch code(Kp) . .. code(K:)

@ Dann lassen sich die Wérter von A durch folgende Funktion f:[* — £*
aufzahlen (dabei ist xg ein beliebiges Wort in A):

X, w kodiert eine akz. Rechnung Ky + --- - K; von
f(w) = M(x), d.h. Ko = K und Ki € E x (T x [ x [*)k

Xp, sonst

e Da f berechenbar ist, ist A =img(f) rekursiv aufzihlbar a]
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Beweis von @ = @: {A| A ist rek. aufzihlbar} ¢ {A| {4 € FREC,}
@ Sei M eine DTM, die eine Fkt. f:T* - X* mit A = img(f) berechnet
@ Dann wird {4 von der DTM M’ berechnet, die bei Eingabe x
o der Reihe nach fir alle w € ['* das Wort f(w) berechnet und

o den Wert 1 ausgibt, sobald f(w) = x ist a]

Beweis von @ = @: {A| {a € FREC,} ¢ {dom(M) | M ist eine DTM}
@ Sei M eine DTM, die x4 berechnet
e Da dom(a) = A ist, folgt A= dom(M) a]

Beweis von @ = @: {dom(M)|M ist eine DTM}c{L(M)|M ist eine DTM}
e Sei A =dom(M) fir eine DTM M

e Dann gilt A= L(M'") fiur die DTM M’, die M simuliert und genau dann
in einen Endzustand (ibergeht, wenn M halt ]
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Folgende Eigenschaften sind aquivalent:

@ A ist entscheidbar (d.h. A wird von einer DTM akzeptiert, die alle
Eingaben entscheidet)

@ die charakteristische Funktion x4 von A ist berechenbar

© A wird von einer 1-DTM akzeptiert, die bei allen Eingaben halt
Q A wird von einer NTM akzeptiert, die bei allen Eingaben halt
© A und A sind semi-entscheidbar

Beweis

Die Aquivalenz der Bedingungen @ bis @ wird in den Ubungen gezeigt.
Hier zeigen wir nur die Aquivalenz dieser vier Bedingungen zu @




Charakterisierung der entscheidbaren Sprachen 205

Beweis von @ = @: REC c RE nco-RE

e Falls A entscheidbar ist, ist mit x4 auch xz berechenbar, d.h. A und A
sind entscheidbar und damit auch semi-entscheidbar

Beweis von @ = @: RE n co-RE ¢ REC
@ Seien My und M5z DTMs, die x4 und X3 berechnen

@ Betrachte die DTM M, die abwechselnd M und Mj fiir jeweils einen
weiteren Rechenschritt simuliert und

o in einem Endzustand hilt, sobald Ma(x) halt, sowie
o in einem Nichtendzustand halt, sobald M5;(x) halt

@ Da jede Eingabe x entweder in dom(xa) = A oder in dom(X3) = A
enthalten ist, halt M bei allen Eingaben

e Da zudem L(M) = A ist, folgt A€ REC o




Kodierung (Godelisierung) von Turingmaschinen =

@ Um Eigenschaften von TMs algorithmisch untersuchen zu konnen,
missen wir TMs als Teil der Eingabe kodieren
Sei M= (Z,%,T,9,qo0, E) eine 1-DTM mit
o Zustandsmenge Z ={qo,...,qm} (0.B.d.A. sei E ={qm}),
o Eingabealphabet ¥ = {0,1} und
o Arbeitsalphabet ' = {ag, ..., a/},
wobei wir 0.B.d.A. ag =0, a; =1 und a, = u annehmen

Dann kodieren wir eine Anweisung g;a; — g;rajsD durch das Wort
#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j ) #bp#

Dabei ist bin(n) die Binardarstellung von n und

0, D=N
bp =11 D=L
10, D=R




Kodierung von Turingmaschinen
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M lasst sich nun als ein Wort tiber dem Alphabet {0,1,#} kodieren,
indem wir die Anweisungen von M in kodierter Form auflisten

Kodieren wir die Zeichen 0,1, # binar (z.B. 0~ 00, 1 ~ 01, # ~ 10),
so gelangen wir zu einer Binarkodierung wy; von M

Die durch die Binarzahl wy; = b, ... by reprasentierte natiirliche Zahl
(wpm)2 = 2o bi2" wird auch die Gédel-Nummer von M genannt

M,, ist durch Angabe von wy, bzw. (wp;)2 bis auf die Benennung ihrer
Zustande und der Arbeitszeichen in I\ {U, 0,1} eindeutig bestimmt

Ganz analog lassen sich auch k-DTMs mit k > 1 sowie NTMs binar
kodieren

Umgekehrt kénnen wir jedem Binarstring w € {0,1}* eine DTM M,, wie
folgt zuordnen (dabei ist My eine beliebige, aber fest gewédhlte DTM):

M. = {I\/I, falls eine DTM M mit wy, = w existiert

Mg, sonst




Unentscheidbarkeit des Halteproblems 21T

. XH | w1 w2 W3
Definition
Das Halteproblem ist die Sprach w010
as Halteproblem ist die Sprache wl o 1 1
w,x €{0,1}* und ws| 1 1 0
H ={w#x |die DTM M,, halt R :
bei Eingabe x YK
und das spezielle Halteproblem ist wy | O
die DTM M w2 -
K = 0,1}* v
{WE{ 1} hilt bei Eingabe W} w3 0

v

K,H e RE \




Semi-Entscheidbarkeit des (speziellen) Halteproblems A

Beweis von K, H ¢ RE

@ Sei wy die Kodierung einer DTM, die sofort halt, und betrachte die
Funktionen fx :{0,1}* - {0,1}* und gy : {0,1,#}* — {0,1,#}* mit

w, x ist die Binarkodierung einer haltenden Rechnung
fk(x) = einer DTM M,, bei Eingabe w,
Wp, sonst
und
wH#w’, x=w#x" und x’ ist die Bindrkodierung einer hal-
gH(x) = tenden Rechnung der DTM M,, bei Eingabe w’,
wpFte, sonst

@ Da fx und gy in FREC sind und img(fx) = K sowie img(gn) = H ist,
folgt K,H ¢ RE m

4
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K ¢ RE und somit REC ¢ RE # co-RE

Beweisidee
@ Sei B = (bj) die durch bjj = xy(w;#w;) € {0,1} definierte Binarmatrix

@ Dann kann keine Zeile bj1bj» ... von B mit der
von B ubereinstimmen, da sonst b;; = b;; sein miisste

@ Da die i-te Zeile von B wegen
bij = xH(Wi#wW;) = Xdom(m.,)(Wj)
die Binarsprache dom(M,,) € RE und die wegen

die Sprache K reprasentiert, folgt /< # dom(M,,) fur alle i > 1
e Dies impliziert < ¢ RE, da die Gesamtheit der Zeilen von B wegen
{dom(M,,)|i>1} = {Ac{0,1}*| AecRE}

die Klasse aller Binarsprachen in RE reprasentiert




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems 280

Beweis von /< ¢ RE

@ Angenommen, die Sprache XH | w1 w2 w3
={we{0,1}" [Muw(w)1} (%) | W4
N . ) wy | 0 1 1
ware semi-entscheidbar wall 1 ©
@ Dann existiert eine DTM M,,, mit : : g :
w;
dom(M,,) = (++) :

@ Dies fiihrt jedoch auf einen Widerspruch:

w; € (@) My, (wi)t < w; ¢ dom(M,,.) (@) w; ¢ 4

Bemerkung
@ Die Methode in obigem Beweis wird als Diagonalisierung bezeichnet

@ Mit dieser Beweistechnik l3sst sich auch eine Sprache in REC \ CSL
definieren (siehe Ubungen)
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Definition
Eine Sprache A< X* heiBt auf B ¢ I'* reduzierbar (kurz: A < B), falls eine
berechenbare Funktion f: X* - ' ex., so dass gilt:

VxeX":xe A<= f(x)eB

Beispiel
@ Es gilt K < H mittels f : w — w#w, da fir alle w € {0,1}* gilt:
weK < My(w)l < wHweH

| A\

o Es gilt sogar A < H fiir jede Binarsprache A € RE mittels f : x » w#x,
wobei w die Kodierung einer DTM M,, mit dom(M,,) = A ist:

xeA < My(x)|l < wi#xeH <




Der Vollstandigkeitsbegriff 282

Definition
@ Eine Sprache B heiBt hart fiir eine Sprachklasse C (kurz: C-hart oder
C-schwer), falls jede Sprache A € C auf B reduzierbar ist:

VAeC:A<B
@ Eine C-harte Sprache B, die zu C gehort, heit C-vollstandig

Beispiel (H ist RE-vollstindig)

@ Wir wissen bereits, dass alle Binadrsprachen in RE auf H reduzierbar sind
@ Sei nun A € RE eine Sprache liber einem bel. Alphabet

e Dann ist A auf die Binarsprache A" = {bin(x) | x € A} mittels der Fkt.
x +— bin(x) reduzierbar und mit A ist auch A" in RE

@ Somit folgt A< A’ < H, was wg. der Transitivitat von < (s. Ubungen)
A < H impliziert <

v




Abgeschlossenheit von REC unter < e

Definition

Eine Sprachklasse C heiBt unter < abgeschlossen, wenn fiir beliebige
Sprachen A, B gilt:

A<BABeC=AcC

Die Klasse REC ist unter < abgeschlossen

Beweis

@ Gelte A < B mittels f und sei B € REC

@ Wegen B € REC ex. eine DTM Mp, die xg berechnet
@ Betrachte folgende DTM Mpj:

o My berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann Mp bei Eingabe f(x)




Abgeschlossenheit von REC und RE unter < 2

Die Klasse REC ist unter < abgeschlossen

Beweis.

@ Gelte A < B mittels f und sei B € REC

@ Dann ex. eine DTM Mg, die xg berechnet
@ Betrachte folgende DTM Mpj:

o My berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann Mp bei Eingabe f(x)

@ Wegen x ¢ A< f(x) e Bist xa(x) = xg(f(x)) und daher folgt
Ma(x) = Mp(f(x)) = xs(f(x)) = xa(x)
@ Also berechnet My die Funktion x4, d.h. Ae REC o

Bemerkung

Die Abgeschlossenheit von RE unter < folgt analog (siehe Ubungen)
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Korollar
e A<BAA¢REC= B¢REC
e A<BAA¢RE= B¢RE

Beweis

Aus der Annahme, dass B entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, folgt
wegen A < B, dass dies auch auf A zutrifft (Widerspruch). o

v

Bemerkung
Wegen K < H libertragt sich somit die Unentscheidbarkeit von K auf H J

H ¢ REC, d.h. H ist unentscheidbar l




Das Halteproblem bei leerem Band

Definition

Das Halteproblem bei leerem Band ist die

Sprache

to={we 0.1y

die DTM M,,
halt bei Eingabe ¢

}

286

XH | W1 W2 W3
Wi 0 1 0
1% 0 1 1

oo

1

0

Hp ist RE-vollstiandig und somit unentscheidbar \ X Ho ‘ w (=¢)

Beweis

@ Hy € RE folgt wegen Hy < H € RE mittels
der Reduktionsfunktion w — w#e

w1
w2

w3

0
0
1




Hy ist RE-vollstandig

Beweis

287

Hp € RE folgt wegen Hy < H € RE mittels der Funktion w — w#e¢
Sei A € RE und sei M4 eine DTM mit dom(Mpy) = A

Da jede Sprache A € RE auf eine Binarsprache in RE reduzierbar ist,
kénnen wir 0.B.d.A. A< {0,1}* annehmen

Um A auf Hp zu reduzieren, transformieren wir x in die Kodierung wy
einer DTM M,,, die ihre Eingabe ignoriert und Ma(x) simuliert

Dann gilt
x€eA < Ma(x)| < My, (e)] < wxeHp

Da zudem die Funktion x — w, total und berechenbar ist, folgt A< Hpo

Bemerkung

Derselbe Beweis zeigt, dass alle Spalten und auch die Diagonale der Matrix
B-=

(bjj) mit bjj = xn(w;#w;) RE-vollstandige Sprachen reprasentieren
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