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Inhalt der Vorlesung

Themen dieser VL:

@ Welche Rechenmodelle sind adaquat? Automatentheorie
@ Welche Probleme sind losbar? Berechenbarkeitstheorie
@ Welcher Aufwand ist notig? Komplexitatstheorie

Themen der VL Algorithmen und Datenstrukturen:

@ Wie lassen sich praktisch relevante Problemstellungen moglichst
effizient l6sen? Algorithmik

Themen der VL Logik in der Informatik:

@ Mathem. Grundlagen der Informatik, Beweise fithren, Modellierung
Aussagenlogik, Pradikatenlogik




Maschinenmodelle

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle
Es gibt viele unterschiedliche math. Modelle fiir Rechenmaschinen
Diese konnen sich in ihrer Berechnungskraft unterscheiden

Die Turingmaschine (TM) ist ein universales Berechnungsmodell, da sie
alle anderen bekannten Rechenmodelle simulieren kann

Wir betrachten zunachst Einschrankungen des TM-Modells, die
vielfaltige praktische Anwendungen haben, wie z.B.

o endliche Automaten (DFA, NFA)

o Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.




Der Algorithmenbegriff 10

@ Der Begriff Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Muhammed
Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zuriick

o Altester bekannter nicht-trivialer Algorithmus:
Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des gréBten gemeinsamen
Teilers zweier natirlicher Zahlen (300 v. Chr.)

@ Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er bei jeder zulassigen
Problemeingabe nach endlich vielen Rechenschritten eine korrekte
Ausgabe liefert

@ Die (maximale) Anzahl der Rechenschritte bei allen méglichen
Eingaben ist nicht beschrankt, d.h. mit wachsender Eingabelange kann
auch die Rechenzeit beliebig anwachsen

@ Die Beschreibung eines Algorithmus muss jedoch endlich sein

@ Problemeingaben konnen Zahlen, Formeln, Graphen etc. sein

@ Diese werden (iber einem Eingabealphabet ¥ kodiert




Alphabet, Wort, Sprache 11

Definition
@ Ein Alphabet ist eine geordnete endliche Menge
Y={a1,...,am}, m>1

von Zeichen a;

Eine Folge x = x;...x, € X" von Zeichen heiBt Wort

@ Die Langevon x =x1...x,€ X" ist n
@ Die Menge aller Worter liber ¥ ist
Y=z
n>0

Das (einzige) Wort der Lange n =0 ist das leere Wort, welches wir mit
¢ bezeichnen, d.h. X0 = {¢}

Jede Teilmenge L € ¥* heiBt Sprache liber dem Alphabet ¥




Beispiele fiir Sprachen 2

@ Sprachen iber X sind beispielsweise @, >¥*, ¥ und {&}
o & enthilt keine Worter und heiBt leere Sprache

@ Y * enthalt dagegen alle Worter tiber ¥

@ 2 enthalt alle Worter tiber X der Lange 1

o {c} enthalt nur das leere Wort, ist also einelementig

@ Sprachen, die genau ein Wort enthalten, werden auch als
Singleton-Sprachen bezeichnet




Operationen auf Sprachen 13

@ Da Sprachen Mengen sind, kénnen wir sie bzgl. Inklusion vergleichen
@ Zum Beispiel gilt g c {e} c X*

@ Wir kdnnen Sprachen auch vereinigen, schneiden und komplementieren
@ Seien A und B Sprachen lber . Dann ist

o AnB={xeX*|xeAAnxe B} der Schnitt von A und B,
o AuB={xeX"|xeAvVxe B} die Vereinigung von A und B, und
o A={xeX*|x¢A} das Komplement von A




Konkatenation von Woértern 14

Definition

Seien x =xy...xp und y = yy...ym Worter. Dann wird das Wort
XOY=X{...Xn¥Y1---Ym

als Konkatenation von x und y bezeichnet. Fiir x o y schreiben wir auch

einfach xy.

Beispiel

@ Fiir x = aba und y = abab erhalten wir xy = abaabab und yx = abababa
@ Die Konkatenation ist also nicht kommutativ

@ Allerdings ist o assoziativ, d.h. es gilt x(yz) = (xy)z
Daher kénnen wir hierfiir auch einfach xyz schreiben

Es gibt auch ein neutrales Element, da xe = ex = x ist

Eine algebraische Struktur (M, O, e) mit einer assoziativen Operation
O: M x M — M und einem neutralen Element e heiBt Monoid

(X*,0,¢) ist also ein Monoid




Spezielle Sprachoperationen 15

Neben den Mengenoperationen Schnitt, Vereinigung und Komplement gibt
es auch spezielle Sprachoperationen

Definition
@ Das Produkt (Verkettung, Konkatenation) der Sprachen A und B ist
AB={xy|xeAyeB}
@ Ist A= {x} eine Singletonsprache, so schreiben wir fiir {x}B auch
einfach xB
@ Die n-fache Potenz A" einer Sprache A ist induktiv definiert durch

e {{e}, n=0,

ATA n>0

@ Die Sternhiille von Aist A" = Upsg A”
@ Die Plushiille von Aist A" = J,»1 A" = AA*




Algorithmische Erkennung von Sprachen tie

@ Ein einfaches Rechenmodell zum Erkennen von Sprachen ist der
endliche Automat:

Eingabe-
band —_

/ Lesekopf

Steuer-
einheit

@ Ein endlicher Automat
o nimmt zu jedem Zeitpunkt genau einen von endlich vielen
Zustanden an
o macht bei Eingaben der Lange n genau n Rechenschritte und
o liest in jedem Schritt genau ein Eingabezeichen



Formale Definition eines endlichen Automaten 17

Definition
@ Ein endlicher Automat (kurz: DFA; Deterministic Finite Automaton)
wird durch ein 5-Tupel M = (Z,%,0, qo, E) beschrieben, wobei
o Z # @ eine endliche Menge von Zustanden
> das Eingabealphabet,
d:Z x ¥ - Z die Uberfiihrungsfunktion
qo € Z der Startzustand und
o E ¢ Z die Menge der Endzustande ist

©

©

©

@ Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

L(M) = {Xl...x,,ez*

es gibt g1,...,9n-1€Z,qn € E mit}
5((],‘,X,‘+1) =dj+1 fur i=0,...,n—1

e Eine Zustandsfolge qo, g1, - - -, qn heiBt Rechnung von M(xz ...x,), falls
0(qiyxi+1) = giw1 fUr i=0,...,n-1 gilt

@ Sie heiBt akzeptierend, falls g, € E ist, und andernfalls verwerfend




Die Klasse der regularen Sprachen 18

Frage

Welche Sprachen lassen sich durch endliche Automaten erkennen und
welche nicht?

Definition
Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird als reguldr bezeichnet. Die
zugehorige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}




Bl behamsdhan Medulkre Al 19

Beispiel

Sei M3 =(Z,%,6,0,E) ein DFA mit Z ={0,1,2}, ¥ ={a, b}, E = {1} und
der Uberfiihrungsfunktion

5 ‘ 01 2 Graphische
- . Darstellung:
all 2 0
b2 0 1

Endzustande werden durch einen doppelten Kreis und der Startzustand
wird durch einen Pfeil gekennzeichnet d

4

Frage: Welche Worter akzeptiert M3?
@ wj = aba? Ja (akzeptierende Rechnung: 0,1,0,1)
@ wy = abba? Nein (verwerfende Rechnung: 0,1,0,2,0)




DFAs beherrschen Modulare Arithmetik 20

Behauptung
Die von Mj3 erkannte Sprache ist

L(M3) ={xe{a,b}" | #a(x) — #b(x) =31}, wobei

@ #,(x) die Anzahl der Vorkommen von a in x bezeichnet und

@ /i =pj (in Worten: i ist kongruent zu j modulo m) bedeutet, dass / —j
durch m teilbar ist

Beweis der Behauptung durch Induktion iiber die Lange von x
Wir betrachten zunichst das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs




Das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs 2l

Frage

Sei M = (Z,%,0,qo, E) ein DFA und sei x = x...x, € *. Welchen
Zustand erreicht M bei Eingabe x nach i Schritten?

Antwort

@ nach 0 Schritten: qo

@ nach 1 Schritt:  d(qo, x1)

@ nach 2 Schritten: §(0(qo, x1),x2)

@ nach j Schritten: d(...5(5(qo,x1),x2),..-x)




Das Erreichbarkeitsproblem fiir DFAs

22

Definition

Bezeichne 3(q,x) denjenigen Zustand, in dem sich M nach Lesen von x
befindet, wenn M im Zustand g gestartet wird

Dann konnen wir die Funktion

§:Zx¥*>Z
induktiv liber die Lange von x wie folgt definieren
FirgeZ, xe X" und a€ X sei

6(q,€) g,
do(q,xa) = 6(0(q,x),a)
Die von M erkannte Sprache lasst sich nun auch in der Form

L(M) = {x e " | 5(qo,x) € E}

schreiben




DFAs beherrschen Modulare Arithmetik 23

Behauptung
L(Ms) = {x e{a,b}* | #a(x) - #b(x) =3 1} J

Beweis

@ 1 ist der einzige Endzustand von M

o Daher ist L(Ms) = {x e Z* | §(0,x) =1}

@ Obige Behauptung ist also dquivalent zu
5(0,x) = 1 & #4(x) — #b(x) =31

@ Folglich reicht es, fiir alle x € ¥* folgende Kongruenz zu zeigen:

8(0,x) =3 #4(x) - #b(x)
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