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Musterlosung Aufgabe 80

Mogliche Strategie:

l

L € RE?
(Finde ich eine DTM oder
NTM, die L akzeptiert?)

2
L & RE:

¢
e Reduziere K (oder Hy oder H) auf L.
(Da RE unter < abgeschlossen ist:
K<LAK¢RE = L ¢RE)

L € REC?
(Finde ich eine DTM oder NTM, die
L akzeptiert und fiir alle = ¢ L halt?)

ja nein

1. L € RE:

e DTM oder NTM beschreiben, die L
akzeptiert.

2. L ¢ REC:

e Satz von Rice anwenden (2 mogl. Va-
rianten, sieche Aufg. 79), oder

e Reduziere K (oder Hp oder H) auf L.
(Da REC unter < abgeschlossen ist:

K <LANK ¢REC = L ¢REC)

L € REC:

e DTM oder NTM beschreiben,
die L akzeptiert und fir alle

x & L halt.

Je nach Aufgabenstellung kann eine andere Reihenfolge leichter zum Ergebnis fithren. Wenn z.B.
direkt auf Funktionen/Sprachklassen Bezug genommen wird, lohnt es sich, erst zu testen, ob der
Satz von Rice anwendbar ist.

Musterlosung:

Aufgabe 80: Bestimmen Sie, welche der folgenden Sprachen entscheidbar, semi-entscheidbar,
oder nicht semi-entscheidbar sind. Begriinden Sie.

(a) Ly = {w € {0,1}* | es gibt ein w’ € {0,1}* mit M, (w’) = 0}
Losung:
L1 ist semi-entscheidbar:
Beschreibung einer NTM M, die Ly akzeptiert: M rét eine potentielle Nullstelle w’ € {0,1}*
und testet, ob M, (w') = 0. Um ein w’ zu raten, schreibt M sukzessive Zeichen auf ein
Band. Dazu wahlt M nichtdeterministisch in jedem Schritt, ob eine 0 geschrieben wird, eine
1 geschrieben wird oder das Wort beendet ist. (Daraus folgt nicht, dass L € REC, da es keine

Schranke fiir die Lange |w’| der Nullstelle gibt und es daher sein kann, dass das Raten nicht
terminiert.)



Alternativ: Beschreibung einer DTM M, die L; akzeptiert: Bei Eingabe w € {0, 1}* simuliert
M nacheinander fiir i = 1,2,3,... jeweils ¢ Schritte von M, bei Eingabe w' € {0,1}* fiir
alle w’ der Linge hochstens .

L1 ist nicht entscheidbar:

Ly = {w €{0,1}" | es gibt ein w’ € {0,1}* mit M,,(w') =0}
= {w € {0,1}* | M,, berechnet eine partielle Funktion in Fy } wobei
Fo:={f| I €{0,1}* mit f(w') =0}
Nach dem Satz von Rice ist L nicht entscheidbar, denn es gibt berechenbare partielle Funk-

tionen f und g mit Definitionsbereich {0, 1, #}* so dass f € Fp und g & Fo, z.B.

e die Funktion f: f(x) = 0 fiir alle € {0,1,#}* ist berechenbar und f € Fp, somit
Ly, #0,

e die Funktion g: g(z) = 1 fir alle x € {0,1,#}* ist berechenbar und g ¢ Fy, somit
L]—'o 7é {07 1}*'

Lo = {w € {0,1}* | es gibt ein w’ € {0,1}* mit M, (w) = 0}

Losung:

Lo ist entscheidbar:

Ly ={0,1}*, denn w’ kann so gewéahlt werden, dass M, (x) = 0 fiir jede Eingabe z.
Lz = {w € {0,1}* | L(M,,) ist semi-entscheidbar}

Losung:

Beobachtung: L3 = {w € {0,1}* | L(M,,) € REC}.
Denn L(M,) € RE <= L(M,) € co-RE. Zudem gilt L(M,,) € RE fiir alle w € {0,1}* (da
L(M,) von der DTM M,, akzeptiert wird). Daraus folgt

L(M,) € RE < L(M,) € RENco-RE < L(M,) € REC

L3 st nicht semi-entscheidbar:

Das spezielle Halteproblem K lisst sich auf L reduzieren mittels h: w + w’, wobei w’ die
Kodierung einer DTM ist, die unabhéngig von ihrer Eingabe x zunéchst M, (w) simuliert,
danach M, (z) simuliert und genau dann akzeptiert wenn beide Simulationen halten.

Dann ist h berechenbar und fiir alle w € {0,1}* gilt w € K <= w' € L3, denn

w€ K = M,(w) hilt nicht = M, hilt bei jeder Eingabe x nicht
= L(My)=0 = L(M,)€REC = '€ L

wg K = weK = My(w)hilt = M,/ (z) akzeptiert g.d.w. M, (z) hilt
= L(My) ={z | My(x) halt} = L(M,)=K = L(M,) ¢ REC
= w' ¢ L3

Ly ={w e {0,1}* | My(w) fithrt immer die Kopfbewegung R aus}
Losung:

L, ist entscheidbar:
Teste |w| + || Z|| Schritte der DTM M,, bei Eingabe w. Wenn dabei stets die Kopfbewegung
R ausgefiihrt wurde, ist die DTM in einer Endlosschleife.



e Nach den ersten |w| Schritten ist der Kopf auf dem ersten Bandzeichen LI hinter dem
Wort.

e Da bei Rechtsbewegungen nun nur LI gelesen werden, und nur || Z|| viele Zusténde exis-
tieren, muss sich die DTM M,, bei Eingabe w nach spétestens ||Z|| weiteren Schritten
in einer Endlosschleife befinden.

(e) Ly ={w € {0,1}* | My (w) fithrt nie die Kopfbewegung N aus}
Losung:
L5 st nicht semi-entscheidbar:

K lasst sich auf Ls reduzieren.

Beobachtung: jede Anweisung (z,a) — (2/,a’, N) in ¢, kann ersetzt werden durch

(Za a) — (QZ,z’a a/’ R) und
(g2, b) = (2,0, L) fiir alle b € T

wobei fiir z und jedes 2’ der Zustand ¢, ./ ein neuer Zustand ist.
Fiir eine DTM M sei N(M) die DTM, die man erhélt, indem man obige Ersetzungen vor-
nimmt.

Reduktion: w — w’ wobei w’ die Kodierung einer DTM M, ist, die zundchst N(M,,) bei
Eingabe w simuliert (unabhéngig von ihrer eigenen Eingabe), und falls sie anhélt, im folgen-
den Schritt die Kopfbewegung N ausfiihrt. Dann gilt:

w e K = M,(w) hilt nicht = N(M,)(w) hilt nicht
= M, hilt bei allen Eingaben x nicht und fiihrt nie die Kopfbewegung N aus
= M, (w') fiihrt nie die Kopfbewegung N aus = w’ € Ls
we K = My(w) hilt = N(M,)(w) halt
= M, fiihrt die Kopfbewegung N aus bei allen Eingaben x
= M, (w') fiihrt die Kopfbewegung N aus = w' & Ls



