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Kapitel 1

Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentralie Rdier beschafti-
gen wir uns mit mathematischen Modellen fir Maschinentymemnunterschiedli-
cher Berechnungskraft. In der Vorlesung Theoretischetnébik 1 wurde die Tu-
ringmaschine als ein universales Berechnungsmodell #ihgeln dieser Vorle-
sung werden wir eine Reihe von Einschrankungen dieses Mesuthodells ken-
nenlernen, die vielfaltige praktische Anwendungen habehei betrachten wir
zunéachst nur Entscheidungsprobleme, was der BerechnungOva }-wertigen
Funktionen entspricht. Zur Beschreibung der Problemdiagavird ein Eingabe-
alphabet: verwendet.

Definition 1 (Alphabet)

Ein Alphabet ist eine geordnete endliche Menge= {a,...,an,}
von Zeichen Eine Folger = z; ...z, € X" hei3tWort (derLange
n). Die Menge aller Woérter Gbex ist

E*:UE”:{x1~-~xn\nZOundxiEEfUrizl,...,n}.

n>0

Das (einzige) Wort der Lange = 0 ist dasleere Wort, welches wir
mit £ bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf ein Minimum ,abgespetRigringmaschine,
die nur kostant viel Speicherplatz zur Verfliigung hat undehegaben der Lange
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n nurn Rechenschritte ausfihren darf. Um die gesamte Eingabe edadnnen,
muss der Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eiagabarbeiten.

_—

~

Steuer-
einheit

Definition 2 (DFA)
Ein endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic finite automatgn
wird durch ein 5-TupeM = (Z, %, 6, o, E') beschrieben, wobei

Z eine endliche Menge vadustanden,

Y. daskEingabealphabet

§ : Z x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion,
qo € Z derStartzustand und

e I C Z die Menge deEndzustandeist.

Die von M akzeptierte odererkannte Spracheist

EIQIJ"'7QTL—1627Q7L€E: }

L(M) = {xl.‘.xnez 5(q2,x2+1):q1+1fur120,,n—l

Beispiel 1.3 Betrachte den DFA/ = (Z, %, 4,0, E') mit

Z = {0,1,2},
Y = {a,b},
E = {1

und der Uberfiihrungsfunktion

o=

O N =
— O N
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Graphische Darstellung von:

Hierbei wird der Startzustand durch einen Pfeil und Endingg werden durch
einen doppelten Kreis gekennzeichnet.

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache
L(M) ={x € X | #4,(x) — #(x) = 1 (mod 3)},

wobei#,(x) die Anzahl der Vorkommen des Buchstaheimsz bezeichnet. (Fur
j = k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kuiz=,, k.)

Beweis Bezeichne)(q, =) denjenigen Zustand, in dem sidti nach Lesen vom
befindet, wennl/ im Zustandy gestartet wird. Dann kdnnen wir die Funktion

A

0: XX —7Z
induktiv wie folgt definieren. Flug € Z, x € ¥* unda € ¥ sei

A5(q,€) = 4
d(q,xa) = 0(d(q,x),a).

Da 1 der einzige Endzustand va¥l ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung
Zu zeigen:

N

5(0,1’) =3 #a(x) - #b(‘x)?
Wir beweisen die Kongruenz induktiv Gber die Lange won
e |z| = 0:Klar, dad(0,e) = 0 und+#,(c) = #4(c) = 0 ist.

e n~n+1:Seix =z, ---x,,1 gegeben. Nach IV ist

~

5(0, Ty xn) =3 #a(xl o xn) - #b(xl o xn)
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Wegen
d(i,a) =31+ 1undd(i,b) =37 —1

folgt daher sofort

0(0,) = 6(0(0, 1+ ), Tny1) =3 Ha(x) — #o(2).
[ |

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wirdralgular bezeichnet. Die zuge-
horige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.

Um ein intuitives Verstandnis fir die Berechnungskraft {afAs zu entwickeln,
werden wir uns zunachst intensiv mit der Beantwortung fodtpe Frage beschaf-
tigen.

Frage: Welche Sprachen gehoren RIEG und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges asegéavahltes Alpha-
betY: = {ay,...,a,} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wor z; - --x, €
¥* bestehen, sind regular. Fir folgenden DFAgilt namlichL(M) = {z}.

a €

Formal lasst sichV/ also durch das Tupell = (Z, %, 4, qo, E) mit

Z = {QO7“‘7QTL7€}7
E = {q}

und der Uberfiihrungsfunktion

5 @iy, g=gfureinimit0 <i<n-—1lunda; = ;4
(4,;) = e,  sonst

beschreiben.
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Als n&chstes betrachten wir Abschlusseigenschaften dacBiass&k EG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperator ist eine Abbildungyp, die k
Spracherl, ..., L, auf eine Sprachep(L,, ..., L) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachenund L, auf
die Sprachd.; N L, ab.

Definition 1.8 Eine Sprachklassk heil3t unterop abgeschlossernwenn gilt:
Li,..., L EIC:>Op(L1,...,Lk> e

Der Abschlussvon C unterop ist die kleinste Sprachklas&€, die K enthalt und
unterop abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L;, L, € REG sind auch die Spracheh, = ¥* \ L,
LN Ly und Ly U Ly reguldr. Sind namlichVi; = (Z;, %, 04, qo, E;),© = 1,2, DFAS
mit L(M;) = L;, so akzeptiert der DFA

M - (Zh 27617q07 Zl \ El)

das Komplement; von L,. Der SchnittZ; N L, von L, und L, wird dagegen von
dem DFA
M' = (Zy x Z3,%5,8, (q0, @), E1 X E»)
mit
'((q,p),a) = (01(q, a), 92(p, a))

akzeptiert. Wegeh, U L, = (L, N Ly) ist dann aber auch die Vereinigung von
Ly und L, regular. (Wie sieht der zugehérige DFA aus?)

Aus den beiden Beobachtungen folgt, dass alle endlicherall@do-endlichen
Sprachen regulér sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtetacBe weder endlich
noch co-endlich ist, haben wir damit allerdings noch nidie eeguléaren Spra-
chen erfasst. Es stellt sich die Frage, ®BG neben den mengentheoretischen
Operationen Schnitt, Vereinigung und Komplement untertaven Operationen
wie etwa deiProduktbildung

LiLy ={xy |z € L,y € Ly}
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(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung d&ternhille

n>0
abgeschlossen ist. Diefache PotenZ™ von L ist dabei induktiv durch
L0 = {e}, L' = L"L

definiert.

Im Gbernéachsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KIagse als der Ab-
schluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Prbddihg und Sternhtille
charakterisierbar ist. Beim Versuch, einen endlichen Awtten fur das Produkt
L1 L, zweier regulérer Sprachen zu konstruieren, sté3t man a8diwierigkeit,
den richtigen Zeitpunkt fur den Ubergang von (der Simutation) M, zu M,
zu finden. Unter Verwendung eines nichtdeterministischetomaten l&asst sich
dieses Problem jedoch leicht beheben, da dieser den mechiigitpunkt ,erraten*
kann. Im nachsten Abschnitt werden wir nachweisen, dads micbtdeterminis-
tische endliche Automaten nur regulare Sprachen erkentremek.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 10 (NFA)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz: NFA; nonde-
terministic finite automatgnN = (Z,%, 6, Qy, E) ist ahnlich aufge-
baut wie ein DFA, nur dass er mehrere Startzustdnde (zusagene
fasst in der Meng&), C Z) haben kann und seine Uberfiihrungs-
funktion

d0:Zx3—P(Z)

die Potenzmeng®(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vaN ak-
zeptierte Sprache ist

LNy = {xl---xn€2 Qi1 € 0(qi Tiga) fUri=0,...,n—1

3(10 €Q0>qla"'aQTL71 EZ,anEZ }

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere versched®chnungen
ausfuhren. Die Eingabe gehort bereits dani.gy'), wenn bei einer dieser Rech-
nungen nach Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endkaesticht wird. Im
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Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktion aujesamten Men-
ge Z x X definiert ist, kann ein NFA ,stecken bleiben®. Das ist dann Hall,
wenn er in einen Zustangdgelangt, in dem das nachste Eingabezeichemegen
d(q, x;) = 0 nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAV = (Z, %, 6, Qo, E') mit

Z = A{p,q,r, s},

Y = {0,1,2},
Q = {p}
E = {s}
und der Uberfiihrungsfunktion
(5‘ D q r s
0l {p.g} 0 0 0
1 {pt {r} 0 0
21 {pt 0 {st 0

Graphische Darstellung vonV:

2
-0

0,1,2

Offensichtlich akzeptiertv die Sprache
L(N) = {2012 |z € ¥*}
aller Worter, die mit dem SuffiR12 enden.

Beobachtung 1.12 Sind N; = (Z;,%,0;,Q:, E;) (1 = 1,2) NFAs, so werden
auch die Spracheh(N;)L(Ns) und L(N;)* von einem NFA erkannt. Wir kdnnen
Z1 N Zy = ) annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Zl U Z272767Q17E)
mit
01(p, a), peEZi\Ey,
5(p7 CL) - 51(]97 CL) U quQQ 62((]7 CL), p S E17
da(p, a), sonst
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und
o EiUE;, QNE,#0
Es, sonst

die Sprachd.(N;)L(Ns) und der NFA

N* = (Z1 U{dneut, 2, 0%, Q1 U {Gneu}, E1 U {Gneut)
mit
5 (p.a) = {gg Z;,U Useo, 9(0:0) 7 € B
die Sprachd.(Ny)*.
Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA laats NFA
aufgefasst werden kann. Fir die Gegenrichtung konstruieiezu einem NFA
N = (Z,%,0,Qq, E') einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunachst erweitern wir
die Uberfuihrungsfunktiod : Z x ¥ — P(Z) zud' : P(Z) x X — P(Z) mittels

= J (g, a)
q€eQ
und zeigen folgende Behauptung:

5'(Qo, ) enthélt alle vonV bei Eingaber in || Schritten erreichba-
ren Zustande.

Wir beweisen die Behauptung induktiv Uber die Lange won
o |z| = 0: Klar, dad'(Qo, €) = Qo.

en—1~ n:Seix = x---x, gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung
enthalt

Q1= 5/(620, Ty Tpo1)
alle Zusténde, di&V (z) in n — 1 Schritten erreichen kann. Wegen

S/(Q07 >_6 Qn laxn - U 6Q7xn

q€EQn-1

enthalt dann abe¥ (Q,, z) alle Zustande, di&/ (z) in n Schritten erreichen
kann.
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Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA
M = (P(Z), Ea 6/7 Q07 E/)
mit
5'(Q,a) = | J (g, a)
q€Q
und
E'={QCZ|QNE+#0)
aquivalent zuV ist, da fur alle Woérter: € ¥* qilt:
r € L(N) < N(z)kann in genayz| Schritten einen Endzustand erreichen
& §(Qu2)NE#0
& §(Qoz) € E
& x e L(M).

Beispiel 1.14 Fur den NFAN = (Z, 3,4, QQy, E') aus Beispiel 1.11
0 1 2
~@ (D——O—O
0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgendeA DF (nach Entfer-
nung aller vom Startzustarig, = {p} aus nicht erreichbaren Zusténde):

| 5 | o 1 2 |
Q=1{p} |{pa {»} {p}
Qv =A{p,q} || {p.a} {p.7} {p}
Q= 1{p.7} || {p.at {p} {p s}
Qs ={p,s} || {p.a} {p} {p}
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Im obigen Beispiel wurden fur die Konstruktion des DFAaus dem NFAV nur

4 der insgesanttl?ll = 16 Zustande benétigt, da die tibrigen 12 Zustande(i#)
nicht vom Startzustan@, = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele,
bei denen all@!l?ll Zustande irP(Z) fiir die Konstruktion des so genanntBo-
tenzmengenautomaten\/ benétigt werden (siehe Ubungen).



