
15.3 Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Def. 52 Ein Testist eine Entscheidungsvorschrift, dieüber

die Akzeptanz genau einer von zwei alternativen Hypothesen

entscheidet.

Bsp. 109 (Analogie zur Qualiẗatskontrolle) Ein Käufer soll

anhand einer Stichprobe entscheiden, ob er einen

Warenbestand kauft oder nicht. Wir haben zwei Hypothesen,

die Null- und die Alternativhypothese:

H0 : Die Ware ist in Ordnung,

z.B. der Ausschußanteilp ist kleiner oder gleich2%.

Ha: Die Ware ist schlecht, d.h.p > 2%.
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Der Kunde f̈uhrt nun bein Produkten eine Kontrolle durch
(Stichproben) und bewertet das jeweilige Ergebnis seiner
Probe durch die ‘Beobachtungen’x1, . . . , xn, wobei:

xi =







0 , falls das Produkti gut ist,

1 , falls das Produkti schlecht ist.

Dann istz =
n
∑

i=1

xi die Anzahl der fehlerhaften Produkte, die

der Kunde gefunden hat. Nun wird vor dem Test ein
kritischer Wertzα festgelegt

• Ist z > zα, so wird die HypotheseH0 abgelehnt;

• Ist z ≤ zα, so wird die HypotheseH0 für richtig
befunden.
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In diesem Zusammenhang sind zwei (bedingte)

Wahrscheinlichkeiten wichtig:

1. P (Z > zα|H ist wahr) – die Wahrscheinlichkeit also,

daß der K̈aufer die Ware f̈ur schlecht befindet und

ablehnt, obwohl sie doch in Ordnung ist. Diese

Wahrscheinlichkeit spiegelt das
”
Risiko des

Produzenten“ wider.

2. P (Z ≤ zα|H ist falsch) – die Wahrscheinlichkeit also,

daß der K̈aufer die Ware nimmt, obwohl ihre Qualität

stark zu ẅunschen̈ubrig läßt. Diese Wahrscheinlichkeit

spiegelt das
”
Risiko des K̈aufers“ wider.
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Die Entscheidung f̈ur HA oder f̈ur H0 wird anhand einer

Teststatistik

Z = Z(x1, ..., xn)

gef̈allt. Zeigt der Wert vonZ in einem vorher bestimmten

BereichK, dem sogen. Ablehnungsbereichoder

kritischen Bereich, dann wirdH0 abgelehnt, anderenfalls

wird H0 nicht abgelehnt.

Bei jeder dieser Entscheidungen kann man

Fehlentscheidungen treffen:

Entscheidung f̈ur HA obwohlH0 richtig ist: Fehler 1.Art

Entscheidung f̈ur H0 obwohlHA richtig ist: Fehler 2.Art
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Entscheidung Entscheidung

für H0 für HA

H0 richtig richtig, Sicher- Fehler 1. Art

heitswkt.1 − α Fehlerwkt.α.

HA richtig Fehler 2.Art richtig,

Fehlerwkt. 1-β Güteβ

Bem.: Entscheidung für H0 heißt nicht notwendig, dassH0

richtig ist.
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Der Parameterα wird dabei aufP (Z > Zα|H ist wahr)

gesetzt und meist vorgegeben.Übliche Werte f̈ur α sind 0,01

oder 0,05. Gesucht ist eine Testvorschrift, die zur

Minimierung des
”
Risikos des K̈aufers“ f̈uhrt.

Anwendung auf Pseudozufallszahlen

zu testen:

• Gleichverteilung der Pseudozufallszahlenüber dem

Intervall [0, 1[;

• Unabḧangigkeit der Pseudozufallszahlen.
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15.3.1 Test auf Gleichverteilung

Der χ2–Anpassungs-Test

Def. 53 Y1, . . . , Yk seien unabḧangig, identisch verteilte

Zufallszahlen mitYi ∼ N (0, 1).

Dann heißt die ZufallsvariableY mit

Y =
k

∑

i=1

X2
i

χ2-verteilt mitk Freiheitsgraden.

Bez. 7 Y ∼ χ2
k .
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Es seien jetztXi (i = 1, . . . , n) beliebige unabḧangig und

identisch verteilte Zufallsgrößen

B = [0, 1)

Aj =

[

j − 1

k
,
j

k

)

n ≥ 5k

pj = P (X ∈ Aj) =
1

k

Wir testen

H0 : pj =
1

k
j = 1, . . . , k

HA : pj 6= 1

k
für einj
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Wir definieren

χ2 =
k

∑

j=1

(nj − npj)
2

npj

nj = #{Xi : Xi ∈ Aj}

WennH0 zutrifft, gilt f ür großen dann approximativ,

χ2 ∼ χ2
k−1.

WennH0 richtig ist, gilt wegen dem schwachen Gesetz

großer Zahlen (siehe Seite 496):nj ≈ n · pj

Offenbar,0 ≤ χ2.

Wennχ2 ≤ cα wollen wir HypotheseH0 annehmen, wenn

χ2 > cα lehnen wir diese ab.
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cα wird wie folgt festgelegt:

P (χ2 > cα|H0 richtig) = α

ist die Wahrscheinlichkeit (bzw. das Risiko) dafür, das trotz

“guter” Verteilung (Gleichverteilung) der Zufallszahlenwir

die HypotheseH0 ablehnen, d.h. die Nicht-Gleichverteilung

annehmen.

ZufallszahlenMusterUebung.sas
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Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests
(allgemein)

Erinnerung (empirische Verteilungsfunktion):

SeienX1, ..., Xn unabh. Beobachtungen,

X(1) ≤ ... ≤ X(n) die geordneten Beob. Die Funktion

Fn(x) =















0 x < X(1)

i
n

X(i) ≤ x < X(i+1) i = 1...n

1 X(n) ≤ x

heißt empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivento-Cantelli:Fn(x) → F (x).
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∗Bitte keinen Schreck bekommen, die folgenden drei Folien
sind nur f̈ur den interessierten Leser.

Kolmogorov-Smirnov-Test

D = sup
x

|Fn(x) − F0(x)|

= max

(

max
i

( i

n
− U(i)

)

,max
i

(

U(i) −
i − 1

n

)

)

Anderson-Darling-Test

A2 = n

∫ ∞

−∞

(Fn(x) − F0(x))2

F0(x)(1 − F0(x))
dF0(x)

= −n − 1

n

n
∑

i=1

(2i − 1)
(

ln U(i) + ln(1 − U(n+1−i))
)

636 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Cramer-von Mises-Test

W 2 = n

∫ ∞

−∞

(

Fn(x) − F0(x)
)2

dF0(x)

=
1

12n
+

n
∑

i=1

(

U(i) −
2i − 1

2n

)2

U(i) = F0(X(i)) X(1) ≤ . . . X(n)

hier:F0(x) = x.
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Modifikationen für endliche Stichproben

D: D · (√n − 0.01 + 0.85/
√

n)

A2: AD2 · (1.0 + 0.75/n + 2.25/n2)

W 2: CM 2 · (1.0 + 0.5/n)

Kritische Werte

W 2: D’Agostino, Stephens (1986), S. 123.

A2: Crawford Moss u.a. (1990)

Test_GoF_Banknote.sas

Test_GoFDarwin.sas

aufg19.sas

638 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Der Kolmogorov–Smirnov–TestErinnerung:

lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

sup
x

|Fn(x) − x| = 0

Satz 62 (KOLMOGOROV–SMIRNOV) Es gilt:

lim
n→∞

P (
√

n · Dn < x) =











1 + 2
∞
∑

i=1

(−1)i · e−2·i2·x2

, x > 0,

0, sonst.

=: Q(x)

Bem. 24 Q(x) ist die Verteilungsfunktion der

Kolmogorov-Verteilung (Kolmogorov, 1933).
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Praktische Durchf̈uhrung

1. Die Pseudozufallszahlen werden der Größe nach

geordnet. Wir ermitteln also eine Permutation

u(1), . . . , u(n) der Zahlen, f̈ur die gilt:

u(1) < u(2) < . . . < u(n).

(Voraussetzung ist dabei natürlich, daß die Periode des

verwendeten Zufallszahlengenerators nicht kleiner ist als

n, d.h. daß alle Zahlen verschieden voneinander sind.)

2. Wir bestimmen die empirische Verteilungsfunktion

Fn(x) = #{ui : ui<x, 0≤x<1}
n

.

3. Wir ermitteln die Zahl
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Dn := sup
x

|Fn(x) − x| = max

{

max
1≤i≤n

ai, max
1≤i≤n

bi

}

,

wobei für allei = 1, . . . , n gilt:

ai :=
∣

∣u(i) − i
n

∣

∣ , bi :=
∣

∣u(i) − i−1
n

∣

∣ .

4. Mit einem vorgegebenen Schwellwertcα führen wir nun

folgenden Test durch:
√

n · Dn > cα =⇒ Ablehnung der HypotheseH
√

n · Dn ≤ cα =⇒ Annahme der HypotheseH

Dabei ist

α = P (H abgelehnt|H0) = P (
√

n · Dn > cα|H0).
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Daraus folgt, daß gilt:

Q(cα) = lim
n→∞

P (
√

n · Dn < cα) = 1 − α.

Die folgende Tabelle zeigt für vorgegebene Parameterα den

jeweiligen Wert voncα:

α cα (gerundet)

0.01 1.63

0.05 1.36

0.1 1.22
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15.3.2 Test auf Unabḧangigkeit

Der Run–Test

Def. 54 Jeder Teilabschnitt einer Folge unabhängiger,

identisch verteilter Zufallszahlen, in dem die Zufallszahlen in

aufsteigend geordnet sind, heißt Run.

Bsp. 110 Wir teilen eine Folge in Runs ein:

Folge von Zufallszahlen 2 1 2 3 2 4 1 7 8 9 0

Run I. II. III. IV. V.

Länge des Runs 1 3 2 4 1

643 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Satz 63 Es seiu1, . . . , un eine Folge unabḧangiger

Zufallsgr̈oßen mitui ∼ U(0, 1) (i = 1, . . . , n). Dann gilt f̈ur

die zuf̈allige LängeR eines Runs:

P (R = r) = r
(r+1)!

.

Wir beschreibenR also durch:

R :





1 2 . . . r . . .

1
2

1
3

. . . r
(r+1)!

. . .



.
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Beweis:Wegen der Unabḧangigkeit und der identischen

Verteilung gen̈ugt es, die erstenr + 1 Zufallsvariablen zu

betrachten. Es gilt:

P (R = r) = P (U1 ≤ · · · ≤ Ur > Ur+1)

= P (U1 ≤ · · · ≤ Ur) − P (U1 ≤ · · · ≤ Ur ≤ Ur+1)

=
1

r!
− 1

(r + 1)!
=

r

(r + 1)!

2
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Bem. 25 Es gilt:
∞

∑

i=1

P (R = i) =

∞
∑

i=1

( 1

i!
− 1

(i + 1)!

)

=

∞
∑

i=1

1

i!
−

∞
∑

i=1

1

(i + 1)!

= (

∞
∑

i=0

1

i!
− 1) − (

∞
∑

i=0

1

(i + 1)!
− 1)

= (e − 1) − (e − 1 − 1) = 1.

Es seien nunu1, . . . , un Pseudozufallszahlen. Wir testen

H0 : u1, . . . , un sind unabḧangig gegen

H1 : u1, . . . , un sind abḧangig.
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R1, . . . , Rm sei die Folge der L̈angen der auftretenden Runs.

Da Pseudozufallszahlen durch einen deterministischen

Algorithmus berechnet werden, sind diese Längen nicht

unabḧangig. Deshalb streichen wir nach jedem Run die

nächste Zufallszahl. Es entstehen die GrößenR∗
1, . . . , R

∗
m.

Formal sieht das folgendermaßen aus:

Seien dieSi die Stellen an denen ein Run zuende ist,

S1 = inf{n ∈ N : un+1 < un}
S2 = inf{n ∈ N : n > S1 + 1, un+1 < un}

...

Sk+1 = inf{n ∈ N : n > Sk + 1, un+1 < un}
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Dann definieren wir:

R∗
1 := S1

R∗
2 := S2 − S1 − 1

...

R∗
k+1 := Sk+1 − Sk − 1

Wenn nun die HypotheseH0 gilt, dann ist:

P (R∗ = r) =
r

(r + 1)!
,

und dieR∗
i (i = 1, . . . ,m) sind unabḧangig.

Run-Test: Anpassungstest auf diese Verteilung
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TeilenZ
+ in disjunkte Teilintervalle auf:

[i1 + 1, i2], [i2 + 1, i3], . . . , [ik + 1,∞)

0 = i1 < i2 < . . . < ik < ∞ k Intervalle

p∗j =

ij+1
∑

l=ij+1

P (R∗ = l) = P (ij + 1 ≤ R∗ ≤ ij+1)

nj = #i=1,...,m{R∗
i : ij + 1 ≤ R∗

i ≤ ij+1}

χ2 =
k

∑

j=1

(nj − mp∗j)
2

mp∗j
∼ χ2

k−1

FallsH0 richtig ist, d.h. unabḧangige, gleichverteilte
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Zufallszahlen liegen vor, dann gilt:

nj ≈ mp∗j .

Fallsχ2 > kritischer Wert, lehnen wir dir

Unabḧangigkeitshypothese ab.

Bem. 26 Gesamtumfang der zu erzeugenden Zufallszahlen

sollte≥ 4000 sein.

Wir haben hier einen Anpassungstest auf eine gegbene

diskrete Verteilung gemacht.

χ2-Anpassungstests (auf eine stetige Verteilung, hier

Gleichverteilung) sollten, u.a. wegen der Willkür der

Klasseneinteilung mit Vorsicht betrachtet werden.
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Autokorrelationstest

SeiU1, . . . , Un eine Folge von zuf̈alligen Variablen. F̈ur alle

m können wir nun bilden:

ρm(k) =
cov (Um, Um+k)

σUm
σUm+k

wobei1 ≤ k ≤ n
2

WennU1, . . . , Un identisch verteilt so

σUj
= σ ∀j und

cov (Um, Um+k) = cov (U1, Uk+1)

Autokorrelationk-ter Ordnung

σm(k) = ρ(k) =
E(Um · Um+k) − (EUm)2

σ2
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∀m, k = 1, . . . ,
[

n
2

]

.

Seiu1, . . . , un eine Folge von Realisierungen.

ρ̂(k) =
1
n

∑n
i=1 ui · ui+k −

(

1
n

∑n
i=1 ui

)2

1
n

∑n
i=1 u2

i −
(

1
n

∑n
i=1 ui

)2

ist dieempirische Autokorrelationk-ter Ordnung.

Bem. 27 ρ(k) ist die Pearson-Korrelation zwischen zwischen

Ui undUi+k.

Offenbar,ρ(k) = 0 ∀k ≥ 1, wenn die Zufallszahlen keine

Autokorrelation besitzen. F̈ur die Realisierungen

u1, . . . , un sollte dann gelten:̂ρ(k) ≈ 0.
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Ersetzen wir die

Ui durch ihre R̈angeR1, . . . , Rn und die

Ui+k durch ihre R̈angeS1, . . . , Sn

dann erhalten wir den

Spearman-Rang-KorrelationskoeffizientrS. Es

gilt asymptotisch

rS ∼ N (0,
1

n − 1
).

Die Nullhypothese

H0: keine Autokorrelation
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wird also abgelehnt, wenn
√

n − 1|rS| ≥ z1−α/2

(z1−α/2: 1 − α/2-Quantil der Standard-Normalverteilung,

z0.975 = 1.96.
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15.4 Erzeugung spezieller Verteilungen

15.4.1 Erzeugung diskreter Zufallsvariablen

Ziel ist es, eine diskrete zufällige VariableX zu erzeugen:

X :





x1 x2 . . . xm

p1 p2 . . . pm



.

Zerlegen das Intervall[0, 1] in TeilintervalleIj ,

Ij =

[

j−1
∑

k=0

pk,

j
∑

k=0

pk

[

, (p0 = 0)

Seiu eine Pseudozufallszahl. Wir setzen

X = xj falls u ∈ Ij



15.4.2 Erzeugung stetiger Zufallsvariablen

Es seiU ∼ R(0, 1) eine gleichverteilte Pseudozufallszahl mit

Dichtefunktion:

h(u) =







1 , falls 0 ≤ u < 1;

0 , sonst.

Wir betrachten die Transformation

X := ϕ(U),

wobeiϕ monoton wachsend sei. Die ZufallsgrößeX ist

ebenfalls stetig, und für ihre Dichte gilt (nach der

Transformationsformel für Dichten (vgl. Abschnitt 10, Satz
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29):

fX(x) = h
(

ϕ−1(x)
)

·
∣

∣

∣

dϕ−1(x)
dx

∣

∣

∣ .

Wir wählen nunϕ := F−1. Dann erhalten wir:

fX(x) = h(F (x)) · dF (x)
dx

= f(x).

Damit besitzt die Zufallsgr̈oßeX = F−1(U) die geẅunschte

Verteilungsfunktion.

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen

Ziel: X ∼ N (0, 1) erzeugen,

F (x) := Φ(x) = 1√
2π

·
x

∫

−∞

e−
t2

2 dt.
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