
10 Transformation von

Zufallsvariablen

SeiX : Ω −→ R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

FX(x) = P (X < x).

Wir betrachten eine Funktiong : R −→ R und sei

ZufallsvariableY : Ω −→ R mit Y = g(X).

Y : Ω
X−→ R

g←→ R.

Y (ω) = g(X(ω)),∀ω ∈ Ω.
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Diese zuf̈allige Variable besitzt die Verteilungsfunktion

FY (y) = P (Y < y) = P ({ω : Y (ω) < y})
= P ({ω : g(X(ω)) < y})
= P (X ∈ {x : g(x) < y}

︸ ︷︷ ︸

∈B1

) = P (g(X) < y)

= P (X ∈ g−1(y))

Bem.: {x : g(x) < y} ∈ B1 gilt, wenn die Funktiong

meßbar ist.
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Frage: Wie berechnen wirFY (y)?

Fall 1:F diskret.

P (Y = y) = P (g(X) = y)

= P (x : g(x) = y)

= P (x : x = g−1(y))

= P (X ∈ g−1(y))

= P (g−1(y))
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Bsp. 56 SeiY = X2, wobei

X =







1 mit Wkt.1
4

0 mit Wkt.1
2

−1 mit Wkt.1
4

alsog(x) = x2, g−1(y) =
√

y.

P (Y = 0) = P (X = 0) =
1

2

P (Y = 1) = P (X ∈
√

1) = P (X = 1 ∨X = −1)

=
1

4
+

1

4
=

1

2
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Fall 2:F stetig. Drei Schritte:

1. Finde f̈ur jedesy:

Ay = {x : g(x) < y}.

2. Die Verteilungsfunktion vonY ist

FY (y) = P (Y < y) = P (g(X) < y)

= P (x : g(x) < y) = P (Ay) =

∫

Ay

fX(x) dx

3. Dichte vonY :

fY (y) =
d

dy
FY (y).
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Bsp. 57 X ∼ R(0, π
2
)., d.h.X hat die Dichte

f(x) =







2
π

, falls 0 ≤ x < π
2

0 , sonst
.

Welche Verteilung hat die ZVY = sin(X) ?

1. Finde f̈ur jedesy, y ∈ (0, 1)

Ay = {x : g(x) < y} = {x : sin(x) < y}
= {x : x < arcsin(y)}

OffenbarAy = ∅ für y ≤ 0 undAy = R für y ≥ 1
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2. Die Verteilungsfunktion vonY ist

FY (y) = P (Y < y) =

∫

Ay

fX(x) dx

=
2

π

∫ arcsin(y)

0

dx =
2

π
arcsin(y)

3. Dichte vonY : Für y ∈ (0, 1):

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

2

π

1
√

1− y2
.

fY (y) = 0 sonst.
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Bsp. 58 SeiX stetig undX ∼ FX , d.h.X hat die DichtefX .

Welche Verteilung hat die ZVY = FX(X) ?

1. Finde f̈ur jedesy, y ∈ (0, 1)

Ay = {x : FX(x) < y}
= {x : x < F−1

X (y)}

OffenbarAy = ∅ für y ≤ 0 undAy = R für y ≥ 1
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2. Die Verteilungsfunktion vonY ist

FY (y) = P (Y < y) = P (FX(X) < y)

= P (X < F−1
X (y))

=

∫

Ay

fX(x) dx =

∫ F−1

X
(y)

−∞

fX(x) dx

= FX(F−1
X (y))− FX(−∞) = y

3. Dichte vonY :

fY (y) =







1 y ∈ (0, 1)

0 sonst.

D.h.Y ∼ R(0, 1)
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Bsp. 59 Sei umgekehrtU ∼ R(0, 1) undF eine

Verteilungsfunktion mit Dichtef .

Welche Verteilung hat die ZVY = F−1(U) ?

1. Finde f̈ur jedesy

Ay = {u : F−1(u) < y}
= {u : u < F (y)} = (0, F (y)).
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2. Die Verteilungsfunktion vonY ist

FY (y) = P (Y < y) = P (F−1(U) < y))

= P (U < F (y))

=

∫

Ay

fU(u) du =

∫ F (y)

0

fU(u) du

=

∫ F (y)

0

du = F (y).

AlsoY ∼ F .

3. Dichte vonY :

fY (y) = f(y)
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Wir fassen die Ergebnisse in einem Satz zusammen.

Satz 29 Es seiX eine, auf dem Intervall[a, b] definierte

(a = −∞, b = +∞ ist erlaubt) Zufallsgr̈oße mit der stetigen

Dichtefunktionf . Die Funktion

g : R −→ R sei differenzierbar und es gelteg′(x) 6= 0 für alle

x ∈ [a, b]). Dann hat die zuf̈allige VariableY = g(X) die

Dichtefunktion

h(y) = f(g−1(y)) ·
∣
∣
∣
∣

dg−1

dy
(y)

∣
∣
∣
∣
=

f(g−1(y))

|g′(g−1(y))| .

Bem. 14 Die Voraussetzungg′(x) 6= 0 für alle x ∈ [a, b]

bewirkt, daß die Funktiong auf dem Intervall[a, b] streng

monoton ist.
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Beweis: Wir unterscheiden die F̈alleg′ > 0 undg′ < 0.

Fall 1: Es seig′(x) > 0, für allex ∈ [a, b], Da also die

Funktiong streng monoton wachsend ist, ist die Menge

Ay = (−∞, g−1(y)) ein Intervall und die Dichte vonY

ist gegeben durch

d

dy
FY (y) =

d

dy
(FX(g−1(y)− FX(−∞)).

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Fall 2: Es gilt g′(x) < 0, für allex ∈ [a, b], Da also die

Funktiong streng monoton fallend ist, ist die Menge

Ay = (g−1(y),∞) ein Intervall und die Dichte vonY ist
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gegeben durch

d

dy
FY (y) =

d

dy
(FX(∞)− FX(g−1(y)).

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

2

Bem. 15 Beachten Sie, dass in der Formel des Satzes

Betragsstriche stehen.

Die Ableitungsregel f̈ur die Umkehrfunktion l̈aßt sich wie folgt

herleiten:

1 = (g(g−1(y)))′ = g
′(g−1(y))(g−1)′(y).

Die folgenden drei Beispiele wurden bereits oben behandelt.
Sie folgen jetzt nochmal, diesmal direkte Anwendung des
Satzes.373 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Bsp. 60 Es seiX ∼ R(0, π
2
)., d.h.X hat die Dichte

f(x) =







2
π

, falls 0 ≤ x < π
2

0 , sonst
.

Wir betrachten die Funktiong,

y = g(x) = sin x.

Für alle x ∈ [0, π
2
[ gilt: 0 ≤ g(x) < 1. Die Umkehrfunktion

vong ist

g−1(y) = arcsin y.

Wir betrachten eine ZufallsgrößeY mit Y = sin X. Dann gilt
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für die Dichte vonY nach Satz 29:

h(y) = f(arcsin y) ·
∣
∣
∣
∣

d arcsin

dy
(y)

∣
∣
∣
∣

= f(arcsin y) · 1
√

1− y2

=







2
π

1√
1−y2

, falls 0 ≤ y < 1

0 , sonst.
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Bsp. 61 Es seiX eine zuf̈allige Variable mit einer auf einem

bestimmten Intervall differenzierbaren Verteilungsfunktion

F (x) = P (X < x) ∈ [0, 1[ und Dichtef .

Die Dichte der ZufallsvariablenY = F (X) ist mittels Satz

29:

h(y) = f(F−1(y)) · dF−1

dy
(y)

= f(F−1(y)) · 1

F ′(F−1(y))

=
f(F−1(y))

f(F−1(y))
= 1
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Das gilt für alle y ∈ [0, 1[, d.h.:

h(y) =







1 , falls 0 ≤ y < 1

0 , sonst
.

Folglich gilt: Y ∼ R(0, 1)!

Bem.: Wir haben also gezeigt: WennX ∼ F so ist die

transformierte Zufallsvariable

Y = F (X) ∼ R(0, 1)

Umgekehrt gilt: IstU ∼ R(0, 1) und istF eine beliebige

Verteilungsfunktion, so istY = F−1(U) ∼ F .
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Anwendung: Zufallszahlen (vgl. Kapitel??).

Bsp. 62 Es seiX : Ω→ R mit X ∼ Exp(λ), d.h.X

besitzt die Verteilungsfunktion

F (x) = 1− e−λ·x, x ≥ 0.

WegenU := F (X) ∼ R(0, 1) gilt für alle ω ∈ Ω:

U(ω) = F (X(ω)).

Wir bezeichneny := U(ω) undx := X(ω). Dann gilt:

y = F (x) = 1− e−λ·x

e−λ·x = 1− y

x = −1

λ
ln(1− y)
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Das istäquivalent zu:

X(ω) = −1

λ
ln(1− U(ω)).

Folglich gilt: Die Zufallsgr̈oße

X = −1

λ
ln(1− U) ∼ Exp(λ).

ist exponentialverteilt mit dem Parameterλ.

Bsp. 63 Es seiX eine Zufallsgr̈oße mit der Dichtefunktion

f . Desweiteren seig die wie folgt definierte Funktion:

g(x) = ax + b.
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Wir betrachten nun eine weitere ZufallsgrößeY ,

Y = g(X) = aX + b, a 6= 0.

Wir bezeichneny := g(x). Dann gilt:

g−1(y) = x =
y − b

a
.

Für die Dichte der ZufallsvariableY gilt nach Satz 29:

h(y) = f(g−1(y)) ·
∣
∣
∣
∣

dg−1

dy
(y)

∣
∣
∣
∣
= f

(
y − b

a

)

· 1

|a|

Bem.: Im Fall der Normalverteilung,X ∼ N (µ, σ2), σ > 0,
haben wir dieses Ergebnis implizit bereits in Abschnitt 9.1
(Satz 22) erhalten.
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f(x) =
1√
2πσ

e−
1

2(
x−µ

σ )
2

.

Es sei (a = 1
σ
, b = µ

σ
)

Y =
X − µ

σ
bzw. X = σY + µ.

Nach der in diesem Abschnitt hergeleiteten Formel ergibt

sich die Dichtefunktionh der Zufallsgr̈oßeY :

h(y) =
1

|a|f
(

y − b

a

)

=
1

∣
∣ 1
σ

∣
∣
f

(
y + µ

σ
1
σ

)

= σf(σy + µ)

= σ
1√
2πσ

e−
1

2(
σy+µ−µ

σ )
2

=
1√
2π

e−
1

2
y2

Dichtefkt. einer Normalverteilung mitµ = 0 undσ = 1!
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Das heißt: Eine normalverteilte Zufallsgröße wird in eine

standard–normalverteilte Zufallsgröße transformiert, indem

der Parameterµ subtrahiert und anschließend durch den

Parameterσ dividiert wird. Sei alsoX ∼ N (µ, σ),

F (x) = P (X < x) = P






X − µ

σ
︸ ︷︷ ︸

=Y

<
x− µ

σ






= P

(

Y <
x− µ

σ

)

= Φ

(
x− µ

σ

)

Es gilt:Y ∼ (0, 1). (vgl. auch Satz 22)
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