
9 Die Normalverteilung

Dichte:

f(x) =
1√
2πσ

· e−(x−µ)2/2σ2

, µ ∈ R, σ > 0

9.1 Standard-Normalverteilung

µ = 0, σ2 = 1

ϕ(x) =
1√
2π

· e−x2/2 Dichte

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞

e−t2/2 dt Verteilungsfunktion
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ϕ(x),Φ(x) sind tabelliert!

ϕ(x) = ϕ(−x)

Φ(x) = 1 − Φ(−x)

Frage: F̈ur welchesx gilt: Φ(x) = α?

x = Φ−1(α) α-Quantil.

Φ−1(α) als Funktion: Quantilfunktion

Programm: Descr_normal.sas

X ∼ N (0, 1).

P (a < X < b) = Φ(b) − Φ(a).
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Satz 22 Es gilt:

X ∼ N (0, 1) ⇐⇒ σX + µ ∼ N (µ, σ2)

X ∼ N (µ, σ2) ⇐⇒ αX + β ∼ N (αµ + β, α2σ2)

X ∼ N (µ, σ2) ⇐⇒ X − µ

σ
∼ N (0, 1)

Beweis:: Wir zeigen nur 1. (→). SeiX ∼ N (0, 1).

P (σX + µ ≤ x) = P (X ≤ x − µ

σ
) = Φ(

x − µ

σ
)

=

∫ x−µ

σ

−∞

1√
2π

e−t2/2 dt

=

∫ x

−∞

1√
2πσ2

e−(u−µ)2/(2σ2) du

u−µ
σ

= t, 1
σ
du = dt. 2
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9.2 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Vergleichen Sie

a)σ2 fest,µ verschieden

b) µ fest,σ2 verschieden

Satz 23 : SeiX1 ∼ N (µ, σ2
1), X2 ∼ N(µ, σ2

2),

σ2
1 < σ2

2 unda > 0. Dann gilt:

P (µ − a < X1 < µ + a) > P (µ − a < X2 < µ + a).
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Beweis:

P (µ − a < X1 < µ + a) = P (
−a

σ1

<
X1 − µ

σ1

<
a

σ1

)

= Φ(
a

σ1

) − Φ(− a

σ1

)

> Φ(
a

σ2
) − Φ(− a

σ2
)

= P (µ − a < X2 < µ + a).

2

Programm:

Descr_Normal_1.sas
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Beispiel:X1 ∼ N (10, 4), X2 ∼ N (10, 9), a = 1.

P (9 < X1 < 11) = Φ(
11 − 10

2
) − Φ(

9 − 10

2
)

= Φ(
1

2
) − Φ(−1

2
)

= Φ(
1

2
) − (1 − Φ(

1

2
))

= 2 · Φ(
1

2
) − 1

= 2 · 0.6915 − 1 = 0.383.
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P (9 < X2 < 11) = Φ(
11 − 10

3
) − Φ(

9 − 10

3
)

= Φ(
1

3
) − Φ(−1

3
)

= Φ(
1

3
) − (1 − Φ(

1

3
))

= 2 · Φ(
1

3
) − 1

= 2 · 0.6293 − 1 = 0.2586.

Programm:

Descr_Normal_2.sas

337 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Für die Berechnung der Wktn.P (X < x) bei

Standard–Normalverteilung existieren Programme und

Tabellen.

Zu beachten:

• x ≥ 0. In diesem Fall kann der Wert für P (X < x)

direkt aus der Tabelle abgelesen werden.

• x < 0. P (X < x) = Φ(x) = 1 − Φ(−x), z.B.

P (X < −1) = Φ(−1) = 1 − Φ(1) ≈ 0.15.
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• P (a < X < b) = Φ(b) − Φ(a), z.B.

P (−1 ≤ x ≤ 1) = Φ(1) − Φ(−1) = Φ(1) − (1 − Φ(1))

= 2Φ(1) − 1 ≈ 0.68.

Bsp. 52

• Y ∼ N(0, 1): P (Y < 0) = 1
2

(lt. Tabelle);

• X ∼ N(1, 22): P (X < 0) = Φ
(

0−1
2

)
= Φ

(
−1

2

)
=

1 − Φ
(

1
2

)
≈ 1 − 0.691 = 0.309.
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Def. 32 Sei die VerteilungsfunktionF und die Wkt.p

gegeben. Ein Wertxp mit

p = P (X < xp) = F (xp)

heißtp-Quantil der ZufallsvariablenX, der

Verteilungsfunktion (oder nur der Verteilung)F .

Bsp. 53 SeiY ∼ N (0, 1). Gesucht ist dasp = 0.95-Quantil

vonY .

Für die Standard-Normalverteilung kann man aus der

Tabelle f̈ur p = 0.95 den Wertxp(0, 1) ≈ 1.645 ablesen.
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SeiX ∼ N (µ, σ2). Bestimmen dasp-Quantilxp(µ, σ):

p = P (X < xp(µ, σ)) = P

(
X − µ

σ
<

xp(µ, σ) − µ

σ

)

= P (Y < xp(0, 1)), Y ∼ N (0, 1).

D.h.

xp(0, 1) =
xp(µ, σ) − µ

σ
,

woraus durch Umstellen folgt:

xp(µ, σ) = σ · xp(0, 1) + µ.
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9.3 k · σ–Intervalle

Def. 33 Für eine normalverteilte Zufallsvariable

X ∼ N (µ, σ) ist [µ − kσ, µ + kσ] eink · σ–Intervall,

k ∈ Z
+. Interessant sind dabei die Wahrscheinlichkeiten:

P (µ − kσ ≤ X ≤ µ + kσ).

P (X ∈ [µ − kσ, µ + kσ]) = Φ
(

µ+kσ−µ
σ

)
− Φ

(
µ−kσ−µ

σ

)

= Φ(k) − Φ(−k)

= Φ(k) − (1 − Φ(k))

= 2 · Φ(k) − 1

P (X ∈ k · σ–Intervall) =2 · Φ(k) − 1.
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Bsp. 54 k · σ–Intervalle f̈ur k = 1, . . . , 5 gilt:

k 2 · Φ(k) − 1

1 0.6827

2 0.9545

3 0.9973

4 ≈ 1

5 ≈ 1

Bsp. 55 Ein Zeitungsverk̈aufer sieht die NachfrageX nach

einer Tageszeitung als angenähert normalverteilt an. Das

2 · σ–Intervall sei[322, 408]. Wie groß ist die Wkt., daß

mindestens 400 Exemplare der Zeitung verkauft werden?
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Die Frage ist also:P (X ≥ 400) = ?

Nach Voraussetzung gilt nun:

322 = µ − 2σ,

408 = µ + 2σ.

Wir addieren beide Gleichungen und erhalten:

730 = 2µ =⇒ µ = 365.

Durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung

erhalten wir dann:

86 = 4σ =⇒ σ = 21, 5.
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P (X ≥ 400) = 1 − P (X < 400)

= 1 − Φ
(

400−µ
σ

)

= 1 − Φ
(

400−365
21.5

)

≈ 1 − Φ(1.63)

≈ 1 − 0.95 = 0.05

Wir sehen also: Hat man eink · σ–Intervall gegeben (und es
wird Normalverteilung angenommen), so ist es möglich, jede
andere Wahrscheinlichkeit auszurechnen.

Anwendung z.B. bei der Untersuchung von Toleranzen bei
Werksẗuckmaßen oder bei Gewichtseinlagen von
Gerichten.
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9.4 Besonderheiten der Normalverteilung

9.4.1 Zentraler Grenzwertsatz

SeienXi unabḧangig, identisch verteilt,

EXi = µ,Var Xi = σ2.

Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi

Zn :=
√

n
Xn − µ

σ
→ Z, Z ∼ N 0, 1).

Beweis: siehe Grenzwertsätze.
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9.4.2 Fehlertheorie

Satz 24 Fehler sind unter folgenden Annahmen

(asymptotisch) normalverteilt:

V1: Jeder Fehler ist Summe einer sehr großen Anzahl sehr

kleiner, gleich großer Fehler, die verschiedene

Ursachen haben.

V2: Die verschiedenen Fehlerkomponenten sind unabhängig.

V3: Jede Fehlerkomponente ist mit Wkt. 0.5 positiv und mit

Wkt. 0.5 negativ.
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Beweis:: Seienεj, j = 1, . . . , n die Fehlerkomponenten.

V3 ⇒ P (εj = ±ε) = 1
2
, d.h.Eεj = 0, varεj = ε2

V1 ⇒ GesamtfehlerX =
∑

j εj, also

E(X) =
n∑

j=1

E(εj) = 0

var(X) =
n∑

j=1

var(εj) = nε2 =: σ2

Charakteristische Funktion vonεj:

φεj
(t) = E(eitεj) =

1

2
(eitε + e−itε) =

∞∑

k=0

(itε)2k

(2k)!
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Charakteristische Funktion vonX:

φX(t) =
n∏

j=1

φεj
(t)

= (1 − t2

2!
ε2 +

t4

4!
ε4 − + · · · )n

=
(
1 − t2

2!

σ2

n
+ o(

1

n
)
)n

=
(
1 − t2σ2/2!

n

)n
+ o

( 1

n

)

→n→∞ e−t2σ2/2

Das ist die char. Fkt. vonN (0, σ2) 2
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9.4.3 Maximale Entropie bei gegebenen
Mittelwert µ und Varianz σ2.

f : Wkt.dichte auf(−∞,∞).

(∗)
∫

xf(x) dx = µ,

∫

(x − µ)2f(x) dx = σ2

Entropie:

H(f) := −
∫

f(x) log f(x) dx

ist zu maximieren unter den obigen Bedingungen (*).

=⇒ f =Normaldichte.

350 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Satz 25 : Eine Dichtefunktion, die die Entropie unter den

obigen Bedingungen maximiert ist normal.

Zum Beweis verwenden wir die Jensensche Ungleichung:
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Lemma 26 (Jensensche Ungleichung für konkave Funktionen)
Es seig eine differenzierbare und konkave Funktion, und sei

X eine zuf̈allige Variable. Dann gilt:

Eg(X) ≤ g(EX).

Beweis:SeiT (x) die Tangente an die Kurve der Funktiong

im Punktx0,

g(x) ≤ T (x) = g(x0) + g′(x0)
︸ ︷︷ ︸

Anstieg der Kurve inx0

·(x − x0).

Wir setzen nunx := X undx0 := EX und erhalten:

g(X) ≤ g(EX) + g′(EX) · (X − EX).
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Daraus folgt:

Eg(X) ≤ E(g(EX) + g′(EX) · (X − EX))

= g(EX) + g′(EX) · E(X − EX)
︸ ︷︷ ︸

=0

= g(EX)

2

Beweis:(des Satzes)

Seienp undq beliebige Dichten. Da die

Logarithmus-Funktion konkav ist folgt aus der Jensenschen

353 W.Kössler, Humboldt-Universität zu Berlin



Ungleichung:
∫

ln
(q

p
(x)

)
p(x) dx = Ep ln

(q

p
(X)

)

≤ lnEp

(q

p
(X)

)

= ln

∫
(q

p
(x)p(x) dx

)

= ln
(
∫

q(x) dx
)

= ln 1 = 0.

Daraus folgt:

H(p) = −
∫

p ln p dx ≤ −
∫

p ln q dx
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Wir wählenq wie folgt:

ln q = α + β(x − µ) + γ(x − µ)2,

wobeiα, β, γ so geẅahlt sind, daßq Dichte undq ∼ (µ, σ2).

Also

H(p) ≤ −
∫

p ln q dx

= −
∫

p(x)
(
α + β(x − µ) + γ(x − µ)2

)
dx

= −(α + γσ2)

feste obere Schranke für die Entropie.
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Diese Schranke wird angenommen für p = q, also

ln p = α + β(x − µ) + γ(x − µ)2

p = eα+β(x−µ)+γ(x−µ)2

Offen: Gibt esα, β, γ mit p Dichte undp ∼ (µ, σ2)?

Antwort: ja,α = − ln(
√

2πσ), β = 0, γ = − 1
2σ2 . 2
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9.4.4 Die Summe normalverteilter
Zufallsvariablen ist normalverteilt.

Satz 27 Seien

X1 ∼ N(µ1, σ
2
1) X2 ∼ N(µ2, σ

2
2)

unabḧangig. Dann:

X1 + X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)

Beweis:: (allgemeiner f̈ur n Zufallsvariablen)

SeienXj, i = j, . . . , n Zufallsvariablen mit

Xj ∼ N (µj, σ
2
j ).
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Charakteristische Funktion vonX =
∑n

j=1:

φX(t) =

n∏

j=1

eitµj−σ2

j t2/2 = eitµ−σ2t2/2

wobeiµ =
∑

µj, σ
2 =

∑
σ2

j ⇒ X ∼ (µ, σ2) 2
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9.4.5 Treffen einer Zielscheibe

Satz 28 Sei(X,Y ) zweidimensionale Zufallsvariable.

Folgende Annahmen seien erfüllt:

• V1: Die Randverteilungen vonX undY seien stetig

• V2: Die Dichteh(x, y) von(X,Y ) hängt nur vom

Abstand
√

x2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

• V3: Die Fehler inx- undy-Richtung sind unabḧangig.

SeiZ die zuf̈allige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann

ist

Z ∼ N (0, σ2).

Beweis:siehe Abschnitt 11.3. 2
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