8.3 Zuverlassigkeitsmodelle

Def. 29 (Zuverlassigkeit) Die Zuverhssigkeit eines Systems
¢ ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System zum Zeitpunkt
Intakt ist:

Rel() = P(X > t).
Annahme:

Das System besteht aus mehreren Komponenten
Die Komponenten sind unabhgig
X; ~ Exp(\;).
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e Reihensystem
e Parallelsystem
e £ ausn System
e Proversionswahrscheinlichkeit

e Faltung
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Reihensystenmy

= J]Pxi>t) =
1=1

— ﬁ e Mt = exp(—
1=1

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Die zufallige Lebensdauek ; des Reihensystems ist

Die mittlere Lebensdauer des Reihensystems ist

B 1
Z?:l )‘i.

EXg
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Reihensystem

1

n— o0, \; = \:

RE'(CR) — 0.

n — o0, Z )\Z‘,n — A\ Rel(g‘R) — e_)‘t

1=1
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D.h. die LebensdaueX  des Reihensystems ist,

wenn
Z )\Z < 0OQ,
1=1

asymptotisch wieder exponentialvertellt.

Die Exponentialverteilung ist eine sogenannte
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Bem. 11 Die LebensdaueX i des Reihensystems kann
beschrieben werden durch

Xpgr = min X;.
Die ZufallsvariableX hat oft (auch dann wenn nicht
X; ~ Exzp()\)) asymptotisch eing mit
der Dichte

F) = b)) 1> 0,b>0,\>0.

Das ist dann der Fall, wenn die Dichte der unalnigig und
identisch verteilten ZufallsvariableN,; ‘kurze’ Tails hat.
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Parallelsystemp

1__Jyeo
o
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Rel(¢p)

P(Xp>t)=1—P(Xp<1t)
1 —P(X; <t,...,Xp <) =

\ J

N

alle Komponenten sind

vor dem Zeitpunkt

ausgefallen
1-]]Px; <)

1=1
n

1- ][ F@)

1—(1—e™™ wenn )\ =\ Vi
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Parallelsystem

n—oo,\; =A: Rel(p) —1

n—oo: Rel{p) ~1—c¢

_e—At—I—ln n
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Das ist auch eine Extremwertverteilung, die sogenannte

Bem. 12 Die LebensdaueX p des Parallelsystems kann
beschrieben werden durch

Xp = max X;.
1

Der Fall der Gumbel-Verteilung tritt ein, wenk, ‘mittlere’
Talls hat.
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Mittlere Lebensdauer des Parallelsystemis= \)

o— o— o —o
0 N—— N—— N——
17 15 13
~ Exp(A\n) ~ Exp(A(n-1)) ~ Exp(A(n-2))

Ti: Wartezelit bis zum ersten Ausfall einer Komponente
T;:  Wartezeit zwischef — 1)-tem undi-tem Ausfall

einer Komponente

.
1=1
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Zwischen(i — 1)-tem und:-tem Ausfall einer Komponente
arbeiten genau — ¢ + 1 Komponenten gleichzeitig. Die
Lebensdauer dieses Teilsystemsaus: + 1 Komponenten
(Reihensystem) hat eine Exponentialverteilung mit Patame
i =m—i+1)- X,

1 1 1
ET, = — = _ -
w, n—i1+1 A

L1 1 & 1
Db S i

i
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k ausn Systeme

Das Systemdllt aus, wennk Komponenten ausgefallen sind.

Lebensdauer:
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Mittlere Lebensdauer:

ET

k

>

z':1'uZ
k
1 1
X;n—i—kl
1 1

L
A'n n-—1

n ausn-System: Parallelsystem

1 ausn-System: Reihensystem
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.n—k—kl)'
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Proversionswahrscheinlichkeiten

Problem: Reihensystem mit 2 Komponenten und der
zufalligen LebensdaueX;, X5:
X1~ Ezp(A1), Xo~ Exp(A).
System &llt aus.

Mit welcher WKkt. liegt das an der ersten Komponente?
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P(X1 < XQ) = / P(X1 < X2|X2 = t)fg(t)dt
0
— / P(X1 < t) . )\26_)\2t dt
0

_ / (1— M) Ape et gt
0

— 1—/mxﬁ<hﬂﬁdt
0

313 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



A2

P(X;<Xy) = 1-—
(X 2 AL+ Ao
D VRS Vo
Beispiel: ;- = 1000/, 5= = 5004 :
1
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Faltung der Exponentialverteilung

System mit 2 Komponenten: Zaohst ist nur die erste
Komponente eingeschaltet. Wenn diese alltsf
wird automatisch die 2. Komponente
zugeschaltet. Das Systegllf aus, wenn beide
Komponenten defekt sind.

Die LebensdauerX;, X, seien unabfingig und exponential,
Xl, X2 ~ ECI]p()\) vertelilt.

Frage: Wkt. fir Systemausfall?
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Dichte ¢ > 0):

F'(t) = Xe™™+ NteM — e

— )\Q.t.e_)‘t

Bem. 13 SeienXy, ..., X,, unablangig, X; ~ Fxp()),
1 =1,...,n. Dannist

X1+ Xo+ -+ X, ~ Erlang(n, \).
Dichte: -
fen(t) = Ae™ ((n z 1>!-

Beweis:durch Induktion. ]
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Ausfallrate-Funktion

Def. 30 (Ausfallrate-Funktion) SeifF’ eine
Verteilungsfunktion mit Dichtg. Dann heil3t

0
1 — F(D)

p(?)

Ausfallrate-Funktion (oder Hazardrate-Funktion).

Interpretation: Die Zufallsvariabl& habe bereits die Zeit
Uberlebt.

Frage: Wie grol} ist die WKkt., dass den Zeitraumit, t + dt]
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nicht Uberlebt, also

P(X € [t,t + dt])
P(X >t)
Lt+dtf(x)dx
1 — F(t)
F(t+dt) — F(t)
1 — F(t)

f(t)dt
1 — F(b)

PX <t+dt|X >t) =

Q

= p(t)dt.

1(t): Rate mit der ein Bauteil, dasalt ist,
aushllt.
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Flty=1—¢e

)\6—)\75
/“L(t) — 6_)\t — )\

Bel Exponentialverteilung ist die Ausfallrate konstant,
sie langt nicht vom Zeitpunkt ab!

Ubungsaufgabe: Sei F eine stetige Verteilungsfunktion mit
Dichte f und konstanter Ausfallrate. Zeigen Sie,
dassf Exponential-Dichte ist.

Hinweis: Setzen Sie(t) := 1 — F(¢) und losen
Sie die Differentialgleichung’ — A\u = 0.
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Def. 31 (IFR, DFR)

e Eine Verteilungsfunktio’ hat Increasing Failure Rate
(IFR), falls x.(t) monoton wachsend ist.

e F hat Decreasing Failure Rate (DFR), fallg?)
monoton fallend ist.

Bsp. 50 {
Verteilungstkt.: F(t)=1—e M° ¢ X\ b >0,
Dichtefkt.: F(t) = b))
__f@) b et
M“_1—ﬁw)_ g = b(A)
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IFR falls b >1
IFR, DFR falls 6 =1 (exp)
DFR falls b <1

e System mit verdecktendvigeln, aber langsamen
“Altern” — Ausfallrate sinkt— Weibull,b < 1

e System mit wenig verdeckteraibeln, aber schnellem
“Altern” — Ausfallrate steigt— Weibull,b > 1
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Bsp. 51 (Hjorth-Verteilung)

—\t?/2
Verteilungsfkt.: F'(t) =1 — (1: bt) /b’ t, A, v, b >0,
. At(1 +bt) 4+
Dichtefkt.: f(t) = (1(+ bt)v)/bﬂ
i g
M= 1" pe M T T
fallend Ur A =0

badewannerdirmig fur 0 < A < by.
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Die Hjorth-Verteilung modelliert also badewannemhige

Ausfallraten.
- zurachst fallen viele Objekte aus (Kinderkrankheiten)

- dann Ausfallrate zeitwellig konstant
- schliesslich mehren sich die Aadlie aufgrund von

Alterungserscheiningen.
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Bedienungstheorie

M/M/s - Wartesystem

e X ~ Fxp(A) Zeit zwischen Ankinften/Anforderungen
e Forderungen reihen sich in eine Warteschlange ein.

e B~ Exp(n) Bedienungszeiten, unadhgig

¢ S parallele Bedienungsjikze

¢ Bei frel werdendem Bedienungsplatz wird dichste
Forderung sofort bedient.

Fragestellungen:
e Mittlere Anzahl der Forderungen im System
o Mittlere Warteschlangeahge
e Mittlere WartezeitE1V,
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e Besetztwahrscheinlichkelts
e Wartezeitverteilung
P(W, <u) =1— Pge #=Au

Pp

EW, = .
: S — A

Statiorairer Fall, Wenni < %
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M/M/s - Verlustsystem

o X ~ Fxp(\) Zeit zwischen Ankinften/Anforderungen

e Eine ankommende Forderung wird sofort bedient, wenn ein
Bedienungsplatz frei ist, ansonsten geht sie verloren.

e B~ Exp(y) Bedienungszeiten, unadghgig

e s parallele Bedienungsjikze

Fragestellungen:
¢ Verlustwahrscheinlichkeit
e Mittlere Anzahl der besetzten Bedienungdpe
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Zusammenfassung (Exponentialverteilung)

e EXponentialdichte

e M i 1> 0
f(t) = <

0 else

\

e Erwartungswert
EX =

>| =

e Uberlebensfunktion
Git)=1—-F(t)=e "
e Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+1) = G(s) - G(t).
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e Die Exponential-Verteilung ist gédhtnislos.

e Die einzige gedchtnislose stetige Verteilung ist die
Exponential-Verteilung

e EXxponential-Verteilung ist eine Extremwertverteilung.
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e Anwendungen in der Zuvassigkeitstheorie.
Reilhensystem

Parallelsystem

e Ausfallrate-Funktion

R0
1 — F(t)

pu(t)

e Die Ausfallratefunktion der Exponentialverteilung ist
konstant.
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