7.4 Charakteristische Funktionen

Def. 25 Sei X Zufallsvariable mit Verteilungsfunktiof
und Dichtefx (falls X stetig) oder Wkt.funktiop; (falls X
diskret). Die Funktion

ffooo e fx(x) dx
Z;?il eitilfjpj

heildt charakteristische Funktioron X .

ox(t) = B =

Bem. 7 Die Funktiong x ist (bis auf den Faktok/27) die
Fourier-Transformierte voryy.

Bem. 8 Die charakterische Funktion existiert.
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Satz 15 (Eigenschaften)

(i) ox(t)istin —oo < t < oo gleichn@f3ig stetig.

ox(t)] < 1
ox(0) = 1
ox(—t) = ox(1)
(i) Far die Zufallsvariable
Y =aX +0

gilt:
¢y (t) = ¢x (at)e™

(i)  ¢x(t) ist reellwertig< X bzgl.x = 0 symmetrisch ist.
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Beweis:UA, Eigenschaften der Fké*. 0

Satz 16 (Multiplikationssatz) Seien die Zufallsvariablen
X7 und X, unablangig mit den charakteristischen
Funktioneny; und¢,. Dann hat die Zufallsvariable&’; + X5
die charakteristische Funktiogy, - ¢,.

Bewels: Es gilt:
Ox,+x, (1) = BT = B L B2 = ¢, (1) - ¢o(2)

[
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Satz 17 (Eindeutigkeitssatz)Die Beziehung

Fx < ¢x
ISt eineindeutig.
Fur X stetig qilt:
@)= o [ e ox(a
xX\r) = o _006 Ox

Fur X diskret gilt:

I
p; = lim —/ e " (t) dt

T—o0 27 _T
Beweis: siehe z.B. @nther, Grundkurs Analysis, Teil 30
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Satz 18 (Konvergenzsatz)SeienX,, Zufallsvariablen mit
X, ~ F,. Dann gilt

F,—-F&o¢,— ¢, ¢ stetigin t=0.
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Satz 19 (Erzeugung der Momente) SeiEX* < oo.
Dann gilt:

1
a, = EXF = Z,—kgbg?)(())

Beweis: Vertauschen von Integration und Differentiation.

Die charakteristische Funktion hat also die
Taylor-Entwicklung

R
ox(t) = Ee™* = 0 EX’
7=0
k DN
AY,
Z |
j=0 J:
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. 1 S
Ec'™t = —— / e'e” 7 dx
V2T J o
1 %0 22 ity ()2 (in)2
p— —_— (& 2 T
V2T J_ oo
1 2 [ @w? .
— e 2 € 2 €T z=x — 1t
\/ 2T oo
1 2 oo+t 2
— 62/ e 2 dz
V 277 —oo+1t
t2
9
Y ~ N(p,0%)

EeitY _ Eeit(O'X+,LL) _ 6it,u¢X (Ut)
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8 Die Exponentialverteilung

8.1 EinfUhrung

Modelle
Zuverlassigkeitsmodelle
Lebensdauermodelle
Bedienungsmodelle.
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Def. 26 (Exponentialverteilung) SeiX eine Zufallsvariable
mit Werten in0, co). Sie heil3t exponentialverteilt mit dem
Parameter), \ > 0, falls die Verteilungsfunktion beschrieben

wird durch
)
] — e M falls >0

F(t)=P(X <t) =«
0 sonst

\

Die Dichte der Exponentialverteilung ist

e M falls ¢ >0

ft) =

0 sonst
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Erwartungswert

EX = /ooa:-f(a:)da:
0

= / T e M dx
0
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Der Erwartungswert einer exponential verteilten
Zufallsvariable X ~ Exp()), ist
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Varianz

EX? = /oox2-f(x)da:
0
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2 1 1
VarX = EX°—(EX)’ == — = = =

A2 N2 X2
1 :
ox = 5 (Standardabweichung)
.  EX-EX)®
Schiefe = e 2
. E(X - EX)*
Kurtosis = Varx)? =9
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Bsp 47 Die zufillige Wartezeit eines Kunden am Schalter sel
exponentialverteilt mit einem Erwartungswert von 10 min.

Wie grol3 ist die Wkt,. dass Sie mindestens 15 min. warten
mussen?

X zufallige Wartezeit eines Kunden am Schalter,
X ~ Exp(A), A=+.

Frage: P(X > 15) ?

P(X >15) = e
= ¢ 1~ 0.220.
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8.2 Gedachtnislosigkeit

Def. 27 (Gedichtnislosigkeit) Eine VertellungP (mit
Verteilungsfunktiort') heil3t ge@achtnislos, wenni alle
s,t >0, qgilt:

P(X >s+t/X >t)=P(X > s).
Bem. 9 Bel stetigen Verteilungen ist dagjuivalent zu

P(X >s+tX>t)=P(X >s).
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Es gilt (Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit)

PHX > s+t n{X >t}
P(X > 1)
P(X > s+1)
P(X > t)

P(X>s+tX>1t) =
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Eine Verteilung(sfunktion) ist also gadhtnislos, genau dann

wenn
P(X > s+1)

Pxsy X =z9)
bzw.
! If;f(;t) — 11— F(s)
Def. 28 Die Funktion
G(t) =1— F(t)

heiRtUberlebensfunktion (oder Zuvédsigkeitsfunktion).
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Die VerteilungsfunktionF’ (mit der Uberlebensfunktior)
Ist also gedchtnislos genau dann wenn

G(s+t)=G(s) - G(t) furalle s, t>0



Satz 20 Die Exponentialverteilung ist gaghtnislos.
Bewels: Die Verteilungsfunktion ist

(
1 —e M  falls >0
Ft) = P(X <t) = ¢

\O sonst

und dieUberlebensfunktion
Gt)=1—-Ft)=1—(1—e ™M) =™
Folglich erhalten wir
G(s+1t) = e M) = 72X — Q(s) - G(1).

[
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Satz 21 SelF' eine stetige Verteilungsfunktion mit
F(0)=0 wund G(t)=1- F(t). Esgelte die
Cauchy-Funktionalgleichung

G(s+1t)=G(s) -G(t) furalle s,t>0. (1)
Dann gilt fur alle ¢, ¢t > 0,
F(t)=1—e",
wobei\ > 0. D.h. F' ist Exponential-Verteillungsfunktion.

Bewels:1. Es qilt:

d.h.G(t) > 0 fur allet.
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Angenommen, es existiert etpmit G(¢,) = 0, dann folgt:
Gt) =Gt —to+1t) =Gt —ty) - G(tg) =0

fur allet, d.h. wir erhalten die triviale @sung fir die obige
Cauchy-Funktionalgleichung, die jedoch wegen
G(0) =1 — F(0) = 1 nicht zugelassen ist.
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2. Es gilt alsoG(t) > 0 fur allet.

Seim, m > 0, eine naifirliche Zahl. Dann folgt aus (1f
allet > 0:

G(t) = G(E + ...+ E) = (G(E))m,
\ m malj
Insbesondere
G) = (G()"  oder  G(—)=(G(1)"
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3. HIr rationale Zahlem = o erhalten wir

G(r) = G(%):G(%+...+%)
Tl

~ (G

= (G)”

= (G(1)",

293 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



294

4. Da die Funktion{G(1))* stetig ist aufR* folgt fur alle
t > 0:

G(t) _ G(l)t _ 6t-ln(G(l))

5. Wir setzem\ := —InG(1).

Da F' als Vertellungsfunktion monoton wachsend ist,gst
monoton fallend, d.Nn G(1) < 0 und A > 0. Wir erhalten
demnach

G(t) = e M,

also
F(t)=1—e M.
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Bsp 48 (Fortsetzung von Beispiel 1)Der Kunde hat schon
10 min. gewartet. Wie grol3 ist die WKkt., dal3 er insgesamt
langer als 15 min. warten muss ?

P(X >15|X >10)=P(X >5) = e =¢%°
0.604.

Q

Bsp 49 Postschalter mit 2 Personen besetzt. Die
Bedienungszeit sei Allig, exponential verteilt, mit
Erwartungswert%. Es werden gerade zwel Kunden bedient,
Sie sind der aAchste.

Frage: WKkt. dalfir, dal3 Sie nicht der letzte der 3 Kunden sind?

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



296

Antwort: Sie werden bedient, sobald der erste Platz fredwir
Wegen der Gedichtnislosigkeit der
Exponentialverteilung hat die Bedienungszeit des
anderen Kunden dieselbe Verteilung wie lhre.

P =0.5.

Bem. 10 Unter den diskreten Verteilungen hat nur die
geometrische Verteilung diese Eigenschaft (siehe Alschni
6).
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