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1 Einführung

In der Komplexitätstheorie werden algorithmische Probleme daraufhin untersucht,
wieviel Rechenressourcen zu ihrer Lösung benötigt werden.Naturgemäß bestehen da-
her enge Querbezüge zu

• Algorithmen (obere Schranken)

• Automatentheorie (Rechenmodelle)

• Berechenbarkeit (Was ist überhaupt algorithmisch lösbar?)

• Logik (liefert viele algorithmische Probleme, mit ihrer Hilfe kann auch die Kom-
plexität von Problemen charakterisiert werden)

• Kryptographie (Wieviel Rechenressourcen benötigt ein Gegner, um ein Krypto-
system zu brechen?)

Zur weiteren Motivation betrachten wir eine Reihe von konkreten algorithmischen Pro-
blemstellungen.

Erreichbarkeitsproblem in Graphen (R EACH ):

Gegeben: Ein gerichteter GraphG = (V, E) mit V = {1, . . . , n} und
E ⊆ V × V .

Gefragt: Gibt es inG einen Weg von Knoten 1 zu Knotenn?

Zur Erinnerung: Eine Folge(v1, . . . , vk) von Knoten heißtWeg in G, falls für j =
1, . . . , k − 1 gilt: (vj , vj+1) ∈ E.

Da als Antwort nur “ja” oder “nein” möglich ist, handelt es sich um einEntschei-
dungsproblem. Ein solches lässt sich formal durch eine Sprache beschreiben, die alle
positiven (mit “ja” zu beantwortenden) Problemeingaben enthält:

REACH = {G | es ex. ein Weg von1 nachn}

Hierbei setzen wir eine Kodierung von Graphen durch Wörter über einem geeigneten
AlphabetΣ voraus. Wir könnenG beispielsweise durch eine Binärfolge der Längen2

kodieren, die aus denn Zeilen der Adjazenzmatrix vonG gebildet wird.

Um REACH zu entscheiden, markieren wir nach und nach alle Knoten, dievom Knoten
1 aus erreichbar sind. Dabei speichern wir alle markierten Knoten solange in einer
MengeS, bis wir auch deren Nachbarknoten markiert haben. Genaueres ist folgendem
Algorithmus zu entnehmen:

1 Eingabe:G = (V, E)
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2 S ← {1}
3 markiere1
4 repeat
5 wähle Knotenu ∈ S

6 S ← S − {u}
7 for all (u, v) ∈ E do
8 if v ist nicht markiert then
9 markierev

10 S ← S ∪ {v}
11 end
12 end
13 until S = ∅
14 if n ist markiertthen accept else reject end

Es ist üblich, den Ressourcenverbrauch von Algorithmen (wie z.B. Rechenzeit oder
Speicherplatz) in Abhängigkeit von der Größe der Problemeingabe zu messen. Falls
die Eingabe aus einem Graphen besteht, kann beispielsweisedie Anzahln der Kno-
ten (oder auch die Anzahlm der Kanten) als Bezugsgröße dienen. Genau genommen
hängt die Eingabegröße davon ab, welche Kodierung wir für die Eingaben verwenden
(vgl. Definition 2.12).

Diskussion: (informal)

• REACH ist in Zeitn3 entscheidbar.

• REACH ist nichtdeterministisch in Platzlog n entscheidbar (und daher determi-
nistisch in Platzlog2 n; Satz von Savitch).

Als nächstes betrachten wir das Problem einen maximalen Fluss in einem Netzwerk
zu bestimmen.

Maximaler Fluß (M AX FLOW ):

Gegeben: Ein gerichteter GraphG = (V, E), V = {1, . . . , n},
E ⊆ V 2 mit einer Kapazitätsfunktionc : E → N.

Gesucht: Ein Flussf : E → N von1 nachn in G, d.h.

• ∀e ∈ E : f(e) ≤ c(e)

• ∀v ∈ V − {1, n} :
f∑

(v,u)∈E

(v, u) =
f∑

(u,v)∈E

(u, v)

mit maximalem Wertw(f) :=
f∑

(1,v)∈E

(1, v) =
f∑

(v,n)∈E

(v, n).

Da hier nach einer Lösung (Fluss) mit maximalem Wert gesuchtwird, handelt es sich
um einOptimierungsproblem. Im Gegensatz hierzu wird bei vielen Entscheidungs-
problemen nach der Existenz einer Lösung (mit gewissen Eigenschaften) gefragt.
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Diskussion: (informal)

• MAX FLOW ist in Zeitn5 lösbar.

• MAX FLOW ist in Platzn2 lösbar.

Das folgende Problem scheint zwar auf den ersten Blick nur wenig mit dem Problem
MAX FLOW gemein zu haben. In Wirklichkeit entpuppt es sich jedoch alsein Spezial-
fall von MAX FLOW.

Perfektes Matching in bipartiten Graphen (M ATCHING ):

Gegeben: Ein bipartiter GraphG = (U, V, E), U = V = {1, . . . , n},
E ⊆ U × V .

Gesucht: BesitztG ein perfektes Matching?

Zur Erinnerung: Eine KantenmengeM ⊆ E heißtMatching, falls für alle Kanten
e = (u, v), e′ = (u′, v′) ∈M mit e 6= e′ gilt: u 6= u′ undv 6= v′. Gilt zudem‖M‖ = n,
so heißtM perfekt.

Diskussion: (informal)

• MATCHING ist in Zeitn3 lösbar.

• MATCHING ist in Platzn2 lösbar.

Die bisher betrachteten Probleme können in deterministischer Polynomialzeit gelöst
werden und gelten daher als effizient lösbar. Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten
wir ein Problem, für das vermutlich nur ineffiziente Algorithmen existieren.

Travelling Salesman Problem (TSP):

Gegeben: Eine symmetrischen × n-DistanzmatrixD = (dij) mit dij ∈
N.

Gesucht: Eine kürzeste Rundreise, d.h. eine Permutationπ ∈ Sn mit

minimalem Wertw(π) :=
n∑

i=1

dπ(i),π(i+1), wobeiπ(n + 1) := π(1).

Diskussion: (informal)

• TSP ist in Zeitn! lösbar (Ausprobieren aller Rundreisen).

• TSP ist in Platzn lösbar (mit demselben Algorithmus, der TSP in Zeitn! löst).

• Durch dynamisches Programmieren∗ lässt sich TSP in Zeitn2 · 2n lösen, der
Platzverbrauch erhöht sich dabei jedoch aufn · 2n.

∗ Hierzu berechnen wir für alle TeilmengenS ⊆ {2, . . . , n} und allej ∈ S die Länge
l(S, j) eines kürzesten Pfades von1 nachj, der alle Städte inS genau einmal besucht.



2 Rechenmodelle

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Definition 2.1 (Mehrband-Turingmaschine)

Einedeterministische k-Band-Turingmaschine(k-DTM oder einfachDTM ) ist ein
QuadrupelM = (Q, Σ, Γ, δ, q0). Dabei ist

• Q eine endliche Menge vonZuständen,

• Σ eine endliche Menge von Symbolen (dasEingabealphabet) mit ⊔, � /∈ Σ (⊔
heißtBlank und� heißtAnfangssymbol,

• Γ dasArbeitsalphabetmit Σ ∪ {⊔, �} ⊆ Γ,

• δ : Q×Γk → (Q∪{qh, qja, qnein})×(Γ×{L, R, N})k dieÜberführungsfunktion
(qh heißtHaltezustand, qja akzeptierenderundqnein verwerfender Endzustand

• undq0 der Startzustand.

Befindet sichM im Zustandq ∈ Q und stehen die Schreib-Lese-Köpfe auf Feldern mit
den Inschriftena1, . . . , ak (ai auf Bandi), so gehtM bei Ausführung der Anweisung
δ : (q, a1, . . . , ak) 7→ (q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) in den Zustandq′ über, ersetzt auf Band

i das Symbolai durcha′
i und bewegt den Kopf gemäßDi (im Fall Di = L um ein Feld

nach links, im FallDi = R um ein Feld nach rechts und im FallDi = N wird der
Kopf nicht bewegt).

Außerdem verlangen wir vonδ, dass für jede Anweisung(q, a1, . . . , ak) 7→
(q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) mit ai = � die Bedingunga′

i = � und Di = R erfüllt ist
(d.h. das Anfangszeichen� darf nicht durch ein anderes Zeichen überschrieben wer-
den und der Kopf muss nach dem Lesen von� immer nach rechts bewegt werden).

Definition 2.2 Eine Konfiguration ist ein (2k + 1)-Tupel K =
(q, u1, v1, . . . , uk, vk) ∈ Q× (Γ∗ × Γ+)k und besagt, dass

• q der momentane Zustand und

• uivi ⊔ ⊔ · · · die Inschrift desi-ten Bandes ist, sowie

• sich der Kopf auf Bandi auf dem ersten Zeichen vonvi befindet.

Definition 2.3 Eine KonfigurationK ′ = (q′, u′
1, v

′
1, . . . , u

′
k, v

′
k) heißtFolgekonfigu-

ration von K = (q, u1, a1v1, . . . , uk, akvk) (kurz: K −→
M

K ′), falls eine Anweisung

(q, a1, . . . , ak) 7→ (q′, a′
1, D1, . . . , a

′
k, Dk) in δ und b1, . . . , bk ∈ Γ existieren, so dass

für i = 1, . . . , k jeweils eine der folgenden drei Bedingungen gilt:
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1. Di = L, ui = u′
ibi undv′

i = bia
′
ivi,

2. Di = R,u′
i = uia

′
i undv′

i =

{
⊔, vi = ε,

vi, sonst,

3. Di = N, u′
i = ui undv′

i = a′
ivi.

Wir schreibenK −→
M

t K ′, falls KonfigurationenK0, . . . , Kt existieren mitK0 = K

undKt = K ′, sowieKi −→
M

Ki+1 für i = 0, . . . , t − 1. Die reflexive, transitive Hülle

von−→
M

bezeichnen wir mit−→
M

∗, d.h.K −→
M

∗ K ′ bedeutet, dass eint ≥ 0 existiert mit

K −→
M

t K ′.

Definition 2.4 Seix ∈ Σ∗ eine Eingabe. Die zugehörigeStartkonfiguration ist

Kx = (q0, ε, ⊲x, ε, ⊲, . . . , ε, ⊲︸ ︷︷ ︸
(k−1)-mal

).

Definition 2.5 Eine KonfigurationK = (q, u1, v1, . . . , uk, vk) mit q ∈ {qh, qja, qnein}
heißtEndkonfiguration. Im Fall q = qja (bzw.q = qnein) heißtK akzeptierende(bzw.
verwerfende) Endkonfiguration.

Definition 2.6 Eine DTMM hält bei Eingabex ∈ Σ∗ im Zustandq (kurz: M(x)
hält im Zustandq), falls es eine EndkonfigurationK = (q, u1, v1, . . . , uk, vk) gibt mit

Kx −→
M

∗ K.

Weiter definieren wir dasResultatM(x) der Rechnung vonM bei Eingabex,

M(x) =





ja, M(x) hält im Zustandqja,

nein, M(x) hält im Zustandqnein,

y, M(x) hält im Zustandqh,

↑ (undefiniert), sonst.

Dabei ergibt sichy ausukvk, indem das erste Symbol� und sämtliche Blanks am
Ende entfernt werden, d. h.ukvk = �y⊔i. Für M(x) = ja sagen wir auch „M(x)
akzeptiert“ und fürM(x) = nein „M(x) verwirft“.

Definition 2.7 Die von einerDTM M akzeptierte Spracheist

L(M) = {x ∈ Σ∗ |M(x) akzeptiert}.

Eine DTM, die eine SpracheL akzeptiert, darf also bei Eingabenx 6∈ L unendlich
lange rechnen. In diesem Fall heißtL rekursiv aufzählbar . Dagegen muss eine DTM,
die eine SpracheL entscheidet, bei jeder Eingabe halten.
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Definition 2.8 SeiL ⊆ Σ∗. EineDTM M entscheidetL, falls für allex ∈ Σ∗ gilt:

x ∈ L⇒M(x) akz.

x /∈ L⇒M(x) verw.

In diesem Fall heißtL entscheidbar(oderrekursiv).

Definition 2.9 Seif : Σ∗ → Σ∗ eine Funktion. EineDTM M berechnetf , falls für
alle x ∈ Σ∗ gilt:

M(x) = f(x).

f heißt dannberechenbar(oderrekursiv).

Aus dem Grundstudium wissen wir, dass eine nichtleere SpracheL ⊆ Σ∗ genau dann
rekursiv aufzählbar ist, wenn eine rekursive Funktionf : Σ∗ → Σ∗ existiert, deren
Bild range(f) = {f(x) | x ∈ Σ∗} die SpracheL ist.

2.2 Nichtdeterministische Berechnungen

Anders als eine DTM, für die in jeder Konfiguration höchstenseine Anweisung aus-
führbar ist, hat eine nichtdeterministische Turingmaschine in jedem Rechenschritt die
Wahl unter einer endlichen Anzahl von Anweisungen.

Definition 2.10 Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine(kurz k-NTM
oder einfachNTM) ist ein 5-TupelM = (Q, Σ, Γ, δ, q0), wobeiQ, Σ, Γ, q0 genau wie
bei einerk-DTM definiert sind und

δ : Q× Γk → P(Q ∪ {qh, qjaqnein} × (Γ× {R, L, N})k)

eine Funktion mit der Eigenschaft ist, dass im Fall(q′, a′
1, D1, . . . , a

′
k, Dk) ∈

δ(q, a1, . . . , ak) undai = � immera′
i = � undDi = R gilt.

Die BegriffeKonfiguration , Start- undEndkonfiguration übertragen sich unmittel-
bar von DTMs auf NTMs. Der Begriff derFolgekonfiguration lässt sich übertragen,
indem wirδ(q, a1, . . . , ak) = (q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) durch(q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) ∈

δ(q, a1, . . . , ak) ersetzen (in beiden Fällen schreiben wir auch oftδ : (q, a1, . . . , ak) 7→
(q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) oder einfach(q, a1, . . . , ak) 7→ (q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk)).

Wir werden NTMs nur zum Erkennen von Sprachen (d.h. als Akzeptoren) und nicht
zum Berechnen von Funktionen benutzen.

Definition 2.11

a) SeiM eineNTM. M(x) akzeptiert, fallsM(x) nur endlich lange Rechnungen aus-
führt und eine akzeptierende EndkonfigurationK existiert mitKx −→∗ K. Akzep-
tiert M(x) nicht und hatM(x) nur endlich lange Rechnungen, soverwirft M(x).
Falls unendlich lange Rechnungen existieren, istM(x) =↑ (undefiniert).

b) M akzeptiertdie SpracheL(M) = {x ∈ Σ∗ | M(x) akzeptiert}. M entscheidet
L(M), fallsM alle Eingabenx 6∈ L(M) verwirft.
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2.3 Zeitkomplexität

Der ZeitverbrauchtimeM(x) einer TuringmaschineM bei Eingabex ist die maximale
Anzahl an Rechenschritten, dieM ausgehend von der StartkonfigurationKx ausführen
kann (bzw. undefiniert oder∞, falls unendlich lange Rechnungen existieren).

Definition 2.12

a) SeiM eine TM und seix ∈ Σ∗ eine Eingabe. Dann ist

timeM(x) = max{t ≥ 0 | ∃K : Kx ⊢t K}

dieRechenzeitvonM bei Eingabex, wobeimax N :=∞.

b) Seit : N→ N eine monoton wachsende Funktion. Dann istM t(n)-zeitbeschränkt,
falls für allex ∈ Σ∗ gilt:

timeM(x) ≤ t(|x|).

Alle Sprachen, die in (nicht-)deterministischer Zeitt(n) entscheidbar sind, fassen wir
in den Komplexitätsklassen

DTIME(t(n)) = {L(M) |M ist einet(n)-zeitbeschränkte DTM} bzw.
NTIME(t(n)) = {L(M) |M ist einet(n)-zeitbeschränkte NTM}

zusammen. Ferner sei

FTIME(t(n)) = {f | f wird von einert(n)-zeitbeschränkten DTM berechnet}.

Die wichtigsten Zeitkomplexitätsklassen sind

LINTIME = DTIME(O(n)) =
⋃

c≥1

DTIME(cn) „Linearzeit“,

P = DTIME(nO(1)) =
⋃

c≥1

DTIME(nc) „Polynomialzeit“,

E = DTIME(2O(n)) =
⋃

c≥1

DTIME(2cn) „Lineare Exponentialzeit“,

EXP = DTIME(2nO(1)

) =
⋃

c≥1

DTIME(2nc

) „Exponentialzeit“.

Die KlassenNP, NE, NEXP undFP, FE, FEXP sind analog definiert.

2.4 Platzkomplexität

Zur Definition von Platzkomplexitätsklassen verwenden wirso genannte Offline-
Turingmaschinen und Transducer. Diese haben die Eigenschaft, dass sie das erste Band
nur als Eingabeband (also nur zum Lesen) bzw. dask-te Band nur als Ausgabeband
(also nur zum Schreiben) benutzen dürfen. Der Grund für diese Einschränkungen liegt
darin, sinnvolle Definitionen für Komplexitätsklassen miteinem sublinearen Platzver-
brauch zu erhalten.
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Definition 2.13 Eine Offline-TM ist eine TMM mit der Eigenschaft, dass für jede
Anweisung(q, a1, . . . , ak) 7→ (q′, a′

1, D1, . . . , a
′
k, Dk) vonM

a′
1 = a1 unda1 = ⊔ ⇒ D1 = L

gilt. Gilt weiterhin immerDk 6= L und istM eine DTM, so heißtM Transducer.

Dies bedeutet, dass eine Offline-Turingmaschine nicht aufdas Eingabeband schreiben
darf (read-only). Beim Transducer dient das letzte Band als Ausgabeband, auch hier
können keine Berechnungen durchgeführt werden (write-only).

Der ZeitverbrauchtimeM(x) von Offline-TMs und von Transducern ist genauso defi-
niert wie bei DTMs. Als nächstes definieren wir den Platzverbrauch einer TM als die
Summe aller während einer Rechnung besuchten Bandfelder.

Definition 2.14

a) SeiM eine Turingmaschine und seix ∈ Σ∗ eine Eingabe mittimeM(x) < ∞.
Dann ist

spaceM(x) = max{s ≥ 1 | ∃K = (q, u1, v1, . . . , uk, vk)

mit Kx ⊢∗ K unds =
k∑

i=1

|uivi|}

derPlatzverbrauchvonM bei Eingabex. Für eine Offline-Turingmaschineerset-
zen wir

∑k
i=1 |uivi| durch

∑k
i=2 |uivi| und für einen Transducer durch

∑k−1
i=2 |uivi|.

b) Sei s : N → N eine monoton wachsende Funktion. Dann istM s(n)-platzbe-
schränkt, falls für allex ∈ Σ∗

spaceM(x) ≤ s(|x|) undtimeM(x) <∞
gilt, spaceM(x) ist undefiniert, fallstimeM(x) undefiniert ist.

Alle Sprachen, die in (nicht-) deterministischem Platzs(n) entscheidbar sind, fassen
wir in den Komplexitätsklassen

DSPACE(s(n)) = {L(M) |M ist eines(n)-platzbeschränkte Offline-DTM} bzw.
NSPACE(s(n)) = {L(M) |M ist eines(n)-platzbeschränkte Offline-NTM}

zusammen. Ferner sei

FSPACE(s(n)) := {f | f wird von einems(n)-platzbeschränkten Transducer berechnet}.
Die wichtigsten Platzkomplexitätsklassen sind

L = DSPACE(log n)

Lc = DSPACE(logc n)

LINSPACE = DSPACE(O(n))

PSPACE = DSPACE(nO(1))

ESPACE = DSPACE(2O(n))

EXPSPACE = DSPACE(2nO(1)

)
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Die Klassen NL, NLINSPACE und NPSPACE, sowie FL, FLINSPACE und
FPSPACE sind analog definiert, wobeiNPSPACE mit PSPACE zusammenfällt (wie
wir bald sehen werden).



3 Grundlegende Beziehungen

In diesem Kapitel leiten wir die wichtigsten Inklusionsbeziehungen zwischen determi-
nistischen und nichtdeterministischen Platz- und Zeitkomplexitätsklassen her. Zuvor
befassen wir uns jedoch mit Robustheitseigenschaften dieser Klassen.

3.1 Robustheit von Komplexitätsklassen

Wir zeigen zuerst, dass platzbeschränkte TMs nur ein Arbeitsband benötigen.

Lemma 3.1 (Bandreduktion)

Sei M = (Q, Σ, Γ, δ, q0) eine s(n)-platzbeschränkte Offline-DTM . Dann ex. eine
s(n)-platzbeschränkte Offline-2-DTM M ′ mit L(M ′) = L(M).

Beweis Betrachte die Offline-2-DTM M ′ = (Q′, Σ, Γ′, δ′, q′0) mit Γ′ = Γ∪(Γ∪Γ̂)k−1,
wobei Γ̂ für jedesa ∈ Γ die markierte Variantêa enthält.M ′ hat dasselbe Eingabe-
band wieM , speichert aber die Inhalte von(k − 1) übereinander liegenden Feldern
der Arbeitsbänder vonM auf einem Feld ihres Arbeitsbandes. Zur Speicherung der
Kopfpositionen vonM werden Markierungen benutzt.

Initialisierung: In den ersten beiden Rechenschritten erzeugtM ′ auf ihrem Arbeits-
band (Band 2)k − 1 Spuren, die jeweils mit dem markierten Anfangszeichen⊲̂
initialisiert werden:

Kx = (q′0, ε, ⊲x, ε, ⊲) −→
M ′

(q′1, ⊲, x, ⊲,⊔) −→
M ′

(q′2, ε, ⊲x, ⊲,

(
⊲̂...
⊲̂

)
)

Simulation: M ′ simuliert einen Rechenschritt vonM , indem sie den Kopf auf dem
Arbeitsband soweit nach rechts bewegt, bis sie alle(k − 1) markierten Zeichen
a2, . . . , ak gefunden hat. Diese speichert sie neben dem aktuellen Zustandq von
M in ihrem Zustand. WährendM ′ den Kopf wieder nach links bewegt, führt
M ′ folgende Aktionen durch: Ista1 das vonM ′ (und vonM) gelesene Eingabe-
zeichen und istδ(q, a1, a2, . . . , ak) = (q′, a1, D1, a

′
2, D2, . . . , a

′
k, Dk), so bewegt

M ′ den Eingabekopf gemäßD1, ersetzt auf dem Arbeitsband die markierten
Zeichenai durcha′

i und verschiebt deren Marken gemäßDi, i = 2, . . . , k.

Akzeptanzverhalten:M ′ akzeptiert genau dann, wennM akzeptiert.

Offensichtlich gilt nunL(M ′) = L(M) undspaceM ′(x) ≤ spaceM(x). �

In den Übungen wird gezeigt, dass die Sprache der Palindromedurch eine 2-DTM
zwar in Linearzeit entscheidbar ist, eine 1-DTM hierzu jedoch Zeit Ω(n2) benötigt.
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Tatsächlich lässt sich jedet(n)-zeitbeschränktek-DTM M von einer1-DTM M ′ in
Zeit O(t(n)2) simulieren. Bei Verwendung einer2-DTM ist die Simulation sogar in
Zeit O(t(n) log t(n)) durchführbar (siehe Übungen). Als nächstes wenden wir uns
wichtigen Robustheitseigenschaften von Platz- und Zeitkomplexitätsklassen zu.

Satz 3.2 (Lineare Platzkompression und Beschleunigung)

Für alle c > 0 gilt

i) DSPACE(s(n)) ⊆ DSPACE(2 + c · s(n)) (linear space compression),

ii) DTIME(t(n)) ⊆ DTIME(2 + n + c · t(n)) (linear speedup).

Beweis i) Sei L ∈ DSPACE(s(n)) und sei M = (Q, Σ, Γ, δ, q0) eine s(n)-
platzbeschränkte Offline-k-DTM mit L(M) = L. Nach vorigem Lemma können wir
k = 2 annehmen. O.B.d.A. seic < 1. Wählem = ⌈1/c⌉ und betrachte die Offline-2-
DTM

M ′ = (Q× {1, . . . , m}, Σ, Γ ∪ Γm, δ′, (q0, m))

mit

δ′((q, i), a, b) =





((q′, 1), a, D1, ⊲, R),

falls b = ⊲ undδ(q, a, ⊲) = (q′, a, D1, ⊲, R),

((q′, j), a, D1, (b1, . . . , bi−1, b
′
i, bi+1, . . . , bm), D′

2),

falls [b = (b1, . . . , bm) oder b = ⊔ = b1 =
. . . = bm] undδ(q, a, bi) = (q′, a, D1, b

′
i, D2),

wobei

j =





i, D2 = N

i + 1, D2 = R, i < m

1, D2 = R, i = m

m, D2 = L, i = 1

i− 1, D2 = L, i > 1

und

D′
2 =





N, D2 = N oderD2 = R, i < m oderD2 = L, i > 1

L, D2 = L, i = 1

R, D2 = R, i = m

ist. Identifizieren wir die Zustände(qja, i) mit qja und(qnein, i) mit qnein, so ist leicht zu
sehen, dassL(M ′) = L(M) = L gilt. Außerdem gilt

spaceM ′ ≤ 1 + ⌈(spaceM(x)− 1)/m⌉
≤ 2 + spaceM(x)/m

≤ 2 + c · spaceM(x) (wegenm = ⌈1/c⌉ ≥ 1/c).

ii) L ∈ DTIME(t(n)) und seiM = (Q, Σ, Γ, δ, q0) einet(n)-zeitbeschränktek-DTM
mit L(M) = L, wobei wir k ≥ 2 annehmen. Wir konstruieren eine DTMM ′ mit
L(M ′) = L und timeM ′(x) ≤ 2 + |x| + c · timeM(x). M ′ verwendet das Alphabet
Γ′ = Γ ∪ Γm mit m = ⌈8/c⌉ und simuliertM wie folgt.
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Initialisierung: M ′ kopiert die Eingabex = x1 . . . xn in Blockform auf das
zweite Band. Hierzu fasstM ′ je m Zeichen von x zu einem Block
(xim+1, . . . , x(i+1)m), i = 0, . . . , l = ⌈n/m⌉ − 1, zusammen, wobei der letz-
te Block (xlm+1, . . . , xn,⊔, . . . ,⊔) mit (l + 1)m − n Blanks auf die Längem
gebracht wird. SobaldM ′ das erste Blank hinter der Eingabex erreicht, ersetzt
sie dieses durch das Zeichen⊲, d.h. das erste Band vonM ′ ist nun mit⊲x⊲ und
das zweite Band mit

⊲(x1, . . . , xm) . . . (x(l−1)m+1, . . . , xlm)(xlm+1, . . . , xn,⊔, . . . ,⊔)

beschriftet. Hierzu benötigtM ′ genaun+2 Schritte. In weiterenl+1 = ⌈n/m⌉
Schritten kehrtM ′ an den Beginn des 2. Bandes zurück. Von nun an benutztM ′

das erste Band als Arbeitsband und das zweite als Eingabeband.

Simulation: M ′ simuliert jeweils eine Folge vonm Schritten vonM in 6 Schritten:

M ′ merkt sich in ihrem Zustand den Zustandq von M vor Ausführung dieser
Folge und die aktuellen Kopfpositionenij ∈ {1, . . . , m} von M innerhalb der
gerade gelesenen Blöcke auf den Bändernj = 1, . . . , k. Die ersten4 Schrit-
te verwendetM ′, um die beiden Nachbarblöcke auf jedem Band zu erfassen
(LRRL). Mit dieser Information kannM ′ die nächstenm Schritte vonM vor-
ausberechnen und die entsprechende Konfiguration in2 weiteren Schritten her-
stellen.

Akzeptanzverhalten:SobaldM in einen der Zuständeqja bzw. qnein wechselt, tutM ′

dies ebenfalls.

Es ist klar, dassL(M ′) = L ist. Zudem gilt für jede Eingabex der Länge|x| = n

timeM ′(x) ≤ n + 2 + ⌈n/m⌉+ 6⌈t(n)/m⌉
≤ n + 2 + 7⌈t(n)/m⌉
≤ n + 2 + 7ct(n)/8 + 7

≤ n + 2 + ct(n), falls c · t(n)/8 ≥ 7.

Da das Ergebnis der Rechnung vonM(x) im Fall t(n) < 56/c nur von konstant vielen
Eingabezeichen abhängt, kannM ′ diese Eingaben schon während der Initialisierungs-
phase (durch table-lookup) in Zeitn + 2 entscheiden. �

Korollar 3.3

i) s(n) ≥ 4⇒ DSPACE(O(s(n))) = DSPACE(s(n)),

ii) n + 2 ≤ t(n) 6∈ O(n)⇒ DTIME(O(t(n))) = DTIME(t(n)),

iii) DTIME(O(n)) =
⋂
ε>0

DTIME((1 + ε)n + 2).

Beweis i) Sei L ∈ DSPACE(cs(n)) für eine Konstantec ≥ 0. Nach vorigem Satz
existiert fürc′ = 1/2c eine Offline-k-DTM M , die L in Platz2 + c′cs(n) = 2 +
s(n)/2 ≤ s(n) entscheidet.
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ii) SeiL ∈ DTIME(ct(n)) für eine Konstantec ≥ 0. Nach vorigem Satz existiert für
c′ = 1/2c eine DTMM , dieL in Zeit 2 + n + c′ct(n) = 2 + n + t(n)/2 entscheidet.
Wegent(n) 6∈ O(n) existieren nur endlich viele Eingabenx mit t(|x|) ≤ 4|x| + 4.
Diese lassen sich durch einen parallel laufenden DFA in Zeit|x|+ 2 entscheiden.
iii) SeiL ∈ DTIME(cn) für eine Konstantec ≥ 0. Nach vorigem Satz existiert für
c′ = ε/c eine DTMM , dieL in Zeit 2 + n + c′cn = 2 + n + εn entscheidet. �

3.2 Deterministische Simulationen von nichtdetermi-
nistischen Berechnungen

In diesem Abschnitt betrachten wir möglichst platz- und zeiteffiziente deterministische
Simulationen von nichtdeterministischen Berechnungen.

Satz 3.4 (Beziehungen zwischen det. und nichtdet. Zeit- undPlatzklassen)

i) NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(O(t(n))),

ii) NSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n)+log n)).

Beweis i) SeiL ∈ NTIME(t(n)) und seiN = (Q, Σ, Γ, ∆, q0) einek-NTM , die L
in Zeit t(n) entscheidet. Weiter sei

d = max(q,~a)∈Q×Γk‖δ(q,~a)‖

der maximale Verzweigungsgrad vonN . Dann ist jede Rechnung

Kx = K0 −→
N

K1 −→
N

. . . −→
N

Kt

der Länget vonN(x) eindeutig durch eine Folge(d1, . . . , dt) ∈ {1, . . . , d}t beschreib-
bar. UmN zu simulieren, generiertM auf dem Band2 für t = 1, 2, . . . der Reihe nach
alle Folgen(d1, . . . , dt) ∈ {1, . . . , d}t. Für jede solche Folge kopiertM die Eingabe
auf Band3 und simuliert die zugehörige Rechnung vonN(x) auf den Bändern3 bis
k + 2. M akzeptiert, sobaldN bei einer dieser Simulationen in den Zustandqja ge-
langt. Wird dagegen eint erreicht, für das alledt Simulationen vonN im Zustandqnein

oderqh enden, so verwirftM . Nun ist leicht zu sehen, dassL(M) = L(N) und der
Platzverbrauch vonM durch

spaceM(x) ≤ timeN (x) + spaceN(x) ≤ (k + 1)(timeN(x) + 1)

beschränkt ist.

ii) SeiL ∈ NSPACE(s(n)) und seiN = (Q, Σ, Γ, δ, q0) eine Offline-2-NTM , die L
in Platzs(n) entscheidet. Fixieren wir die Eingabex und begrenzen wir den Platzver-
brauch vonN durchs, so kannN

• die Köpfe des Eingabe- bzw. Arbeitsbandes auf höchstensn+2 (wobein = |x|)
bzw.s verschiedenen Bandfeldern positionieren,
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• das Arbeitsband mit höchstens‖Γ‖s verschiedenen Beschriftungen versehen und

• höchstens‖Q‖ verschiedene Zustände annehmen.

D.h. ausgehend von der StartkonfigurationKx kannN in Platzs höchstens

(n + 2)s‖Γ‖s‖Q‖ ≤ cs+log n

verschiedene Konfigurationen erreichen, wobeic eine vonN abhängige Konstante ist.
Um N zu simulieren, testetM für s = 1, 2, . . ., obN(x) in Platz≤ s eine akzeptieren-
de Endkonfiguration erreichen kann. Ist dies der Fall, akzeptiert M . Erreicht dagegen
s einen Wert, so dassN(x) keine Konfiguration der Größes erreichen kann, verwirft
M . Hierzu mussM für s = 1, 2, . . . , s(n) jeweils zwei Instanzen des Erreichbarkeits-
problems REACH in einem gerichteten Graphen mitcs+log n Knoten lösen, was in Zeit
2s(n)(cs(n)+log n)O(1) = 2O(s(n)+log n) möglich ist. �

Korollar 3.5 s(n) ≥ log n⇒ NSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n))).

Es gilt somit für jede monotone Funktions(n) ≥ log n,

DSPACE(s) ⊆ NSPACE(s) ⊆ DTIME(2O(s))

und für jede monotone Funktiont(n) ≥ n + 2,

DTIME(t) ⊆ NTIME(t) ⊆ DSPACE(t).

Insbesondere erhalten wir somit die Inklusionskette

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ NPSPACE ⊆ EXP ⊆ NEXP ⊆ EXPSPACE ⊆ . . .

Des weiteren impliziert Satz 3.2 die beiden Inklusionen

NTIME(t) ⊆ DTIME(2O(t)) undNSPACE(s) ⊆ DSPACE(2O(s)),

wovon sich letztere noch erheblich verbessern lässt, wie wir im nächsten Abschnitt
sehen werden.

3.3 Der Satz von Savitch

Praktisch relevante Komplexitätsklassen werden durch Zeit- und Platzschrankent(n)
unds(n) definiert, die sich mit relativ geringem Aufwand berechnen lassen.

Definition 3.6 Eine monotone Funktionf : N → N heißtechte(engl.proper) Kom-
plexitätsfunktion, falls es einen TransducerM gibt mit

• M(x) = ⊲f(|x|),

• spaceM(x) = O(f(|x|)) und

• timeM(x) = O(f(|x|) + |x|).
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Beispiele für echte Komplexitätsfunktionen sindk, ⌈log n⌉, ⌈logk n⌉, ⌈n·log n⌉, nk+k,
2n, n! · ⌊√n⌋ (siehe Übungen).

Satz 3.7 (Satz von Savitch, 1970)

Für jede echte Komplexitätsfunktions(n) ≥ log n gilt

NSPACE(s) ⊆ DSPACE(s2)

Beweis Sei L ∈ NSPACE(s) und seiN eine Offline-2-NTM , die L in Platzs(n)
entscheidet. Wie im Beweis von Satz 3.4 gezeigt, kannN bei einer Eingabex der
Längen höchstenscs(n) verschiedene Konfigurationen einnehmen. Daher muss im Fall
x ∈ L eine akzeptierende Rechnung der Länge≤ cs(n) existieren. Zudem können wir
annehmen, dassN(x) köchstens eine akzeptierende EndkonfigurationK̂x erreichen
kann.

SeiK1, . . . , Kcs(n) eine Aufzählung aller Konfigurationen vonN die Platz höchstens
s(n) benötigen. Dann ist leicht zu sehen, dass für zwei KonfigurationenK, K̂ und eine
Zahl i folgende Äquivalenz gilt:

K −→
N

≤2i

K̂ ⇔ ∃Kj : K −→
N

≤2i−1

Kj ∧Kj −→
N

≤2i−1

K̂.

Nun können wirN durch folgende Offline-3-DTM M simulieren.

Initialisierung: Bei Eingabex schreibtM das Tripel(Kx, K̂x, ⌈s(|n|) log c⌉) auf das
2. Band, wobei für das Eingabeband nur die Kopfposition, nicht jedoch die Be-
schriftung notiert wird (alsoKx = (q0, 1, ε, ⊲) und K̂x = (qja, 2, ⊲,⊔ . . .⊔)).
Während der Simulation wird auf dem 2. Band ein Keller (stack) von Tripeln der
Form(K, K̂, i) implementiert, die jeweils für die Frage stehen, obK −→

N

≤2i
K̂

gilt. Zur Beantwortung dieser Frage arbeitetM den Stack wie folgt ab, wobei
das 3. Band zum Kopieren von Tripeln auf dem 2. Band und zur Berechnung
vonKj+1 ausKj benutzt wird.

Simulation: Sei (K, K̂, i) das am weitesten rechts auf dem 2. Band stehende Tripel.
Falls i = 0 ist, testetM , ob K −→

N

≤1 K̂ gilt und gibt die Antwort zurück.

Andernfalls (i > 0) fügtM für wachsendesj = 1, 2, . . . das Tripel(K, Kj, i−1)
hinzu und berechnet (rekursiv) die Antwort für dieses Tripel. Ist diese negativ,
so wird das Tripel(K, Kj, i − 1) durch das nächste Tripel(K, Kj+1, i − 1)

ersetzt (fallsj < cs(n) ist, andernfalls erfährt das Tripel(K, K̂, i) eine negative
Antwort) . Ist die Antwort auf das Tripel(K, Kj, i− 1) dagegen positiv, so wird
es durch das Tripel(Kj, K̂, i−1) ersetzt und die zugehörige Antwort berechnet.
Ist diese negativ, so löschtM das Tripel(K, Kj, i− 1) und fährt mit dem Tripel
(K, Kj+1, i − 1) fort. Erfährt dagegen(Kj, K̂, i − 1) eine positive Antwort, so
löschtM dieses Tripel und beantwortet(K, K̂, i) positiv.

Akzeptanzverhalten:M akzeptiert, falls das Tripel(Kx, K̂x, ⌈s(|n|) log c⌉) positiv
beantwortet wird.
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Da sich auf dem 2. Band zu jedem Zeitpunkt höchstens⌈s(|n|) log c⌉ Tripel befinden
und jedes TripelO(s(|x|)) Platz benötigt, besuchtM nurO(s2(|x|)) Felder. �

Korollar 3.8

i) NL ⊆ L2,

ii) NPSPACE =
⋃

k>0 NSPACE(nk) ⊆ ⋃
k>0 DSPACE((nk)2) = PSPACE,

iii) CSL = NSPACE(n) ⊆ DSPACE(n2) ∩ E.

Eine weitere Folgerung aus dem Satz von Savitch ist, dass dasKomplementL einer
SpracheL ∈ NSPACE(s) in DSPACE(s2) und somit auch inNSPACE(s2) liegt. Wir
werden gleich sehen, dassL sogar inNSPACE(s) liegt, d.h. die nichtdeterministischen
PlatzklassenNSPACE(s) sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

3.4 Der Satz von Immerman und Szelepcsényi

Definition 3.9

a) Für eine SpracheL ∈ Σ∗ bezeichneL = Σ∗ − L dasKomplementvonL.

b) Für eine SprachklasseC bezeichneco-C = {L|L ∈ C} die zuC komplementäre
Sprachklasse.

Beispiel 3.10

1) Die zuNP komplementäre Klasse istco-NP = {L|L ∈ NP}. Ein Beispiel für ein
co-NP-Problem ist TAUT:

Gegeben: Eine boolsche FormelF übern Variablenx1, . . . , xn.

Gefragt: Ist F eine Tautologie, d. h. giltf(~a) = 1 für alle Belegungen~a ∈
{0, 1}n?

Die Frage obNP unter Komplementbildung abgeschlossen ist (d.h., obNP =

co-NP gilt), ist ähnlich wie dasP ?
= NP-Problem ungelöst.

2) Dagegen wurde die Frage ob die KlasseCSL = NSPACE(n) der kontextsensitiven
Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen ist, in den 80ern gelöst (siehe
Satz von Immerman und Szelepcsényi), d.h. es giltCSL = co-CSL.

3) Andererseits istco-CFL 6= CFL. Dies folgt aus der Tatsache, dass kontextfreie
Sprachen zwar unter Vereinigung abgeschlossen sind, aber nicht unter Schnitt. ⊳

Da sich deterministische Rechnungen leicht komplementieren lassen (durch einfaches
Vertauschen der Zuständeqja undqnein), sind deterministische Komplexitätsklassen un-
ter Komplementbildung abgeschlossen.
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Proposition 3.11

i) co-DSPACE(s(n)) = DSPACE(s(n)),

ii) co-DTIME(t(n)) = DTIME(t(n)).

Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur:

DTIME(f)

NTIME(f) ∩ co-NTIME(f)

NTIME(f) co-NTIME(f)

NTIME(f) ∪ co-NTIME(f)

Dagegen lassen sich nichtdeterministische Berechnungen nicht ohne weiteres komple-
mentieren; es sei denn, man fordert gewisse Zusatzeigenschaften.

Definition 3.12 EineNTM N heißtstrongbei Eingabex, falls es entweder akzeptie-
rende oder verwerfende Rechnungen bei Eingabex gibt (aber nicht beides zugleich).

Satz 3.13 (Satz von Immerman und Szelepcsényi, 1987)

Für jede echte Komplexitätsfunktions(n) ≥ log n gilt

NSPACE(s) = co-NSPACE(s)).

Beweis Sei L ∈ NSPACE(s) und seiN eines(n)-platzbeschränkte Offline-NTM
mit L(N) = L. Wir konstruieren eineO(s(n))-platzbeschränkte Offline-NTMN ′ mit
L(N ′) = L. Hierzu zeigen wir zuerst, dass die Frage, obN(x) eine KonfigurationK
in höchstenst Schritten erreichen kann, durch eineO(s(n))-platzbeschränkte Offline-
NTM N0 entscheidbar ist, die bei Kenntnis der Anzahl

r(x, t− 1) = ‖{K|Kx −→
N

≤t−1 K}‖

aller in höchstenst− 1 Schritten erreichbaren Konfigurationen sogar strong ist. Sei

L0 = {(x, r, t, K)|Kx −→
N

≤t K}.

Behauptung 1Es existiert eineO(s(n))-platzbeschränkte Offline-NTM N0 mit
L(N0) = L0, die auf allen Eingaben der Form(x, r(x, t− 1), t, K) strong ist.

Beweis von Beh. 1N0(x, r, t, K) benutzt einen mit dem Wert 0 initialisierten Zähler
c und rät der Reihe nach für jede KonfigurationKi, die Platz≤ s(|x|) benötigt, eine
Rechnung vonN(x) der Länge≤ t− 1, die inKi endet. Falls dies gelingt, erhöhtN0

den Zählerc um 1 und testet, obKi −→
N

≤1 K gilt. Falls ja, so hältN0 im Zustandqja.

NachdemN0 alle KonfigurationenKi durchlaufen hat, hältN0 im Zustandqnein, wenn
c den Wertr hat, andernfalls im Zustandqh.
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Algorithmus 3.14 N0(x, r, t, K)

1 c← 0

2 for eachKonfigurationKi do
3 rate eine Rechnungα der Länge≤ t− 1 vonN(x)

4 if α endet inKi then
5 c← c + 1

6 if Ki −→
N

≤1 K then halte im Zustandqja end

7 end
8 end
9 if c = r then halte im Zustandqnein elsehalte im Zustandqh end

DaN0 genau dann eine akzeptierende Rechnung hat, wenn eine KonfigurationKi mit
Kx −→

N

≤t−1 Ki undKi −→
N

≤1 K existiert, ist klar, dassN0 die SpracheL0 entscheidet.

Da N0 zudemO(s(n))-platzbeschränkt ist, bleibt nur noch zu zeigen, dassN0 bei
Eingaben der Formx0 = (x, r(x, t−1), t, K) strong ist.N0 also genau im Fallx0 6∈ L0

eine verwerfende Endkonfiguration erreichen kann.

Um bei Eingabex0 eine verwerfende Endkonfiguration zu erreichen, mussN0 r =
r(x, t− 1) KonfigurationenKi finden, für die zwarKx −→

N

≤t−1 Ki aber nichtKi −→
N

≤1

K gilt. Dies bedeutet jedoch, dassK von keiner derr(x, t − 1) in t − 1 Schritten
erreichbaren Konfigurationen in einem Schritt erreichbar ist und somitx0 tatsächlich
nicht zuL0 gehört. Die Umkehrung folgt analog. ⊓⊔

Betrachte nun folgende NTMN ′, die für t = 1, 2, . . . die Anzahlr(x, t) der in höchs-
tenst Schritten erreichbaren Konfigurationen in der Variablenr berechnet (diese Tech-
nik wird induktives Zählen, engl.inductive counting, genannt) und mit Hilfe dieser
Anzahlen im Fallx 6∈ L verifiziert, dass keine der erreichbaren Konfigurationen ak-
zeptierend ist.

Algorithmus 3.15 N ′(x)

1 t← 0, r ← 1

2 repeat
3 t← t + 1, r− ← r, r ← 0

4 for each KonfigurationKi do
5 simuliereN0(x, r−, t, Ki)

6 if N0 akzeptiertthen
7 r ← r + 1

8 if Ki ist akzeptierende Endkonfigurationthen halte im Zustandqnein end
9 else

10 if N0 hält im Zustandqh then halte im Zustandqh end
11 end
12 end
13 until (r = r−)
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14 halte im Zustandqja

Behauptung 2 Im t-ten Durchlauf der repeat-Schleife (Zeile 3) wirdr− auf den Wert
r(x, t − 1) gesetzt. Folglich wirdN0 von N ′ in Zeile 8 nur mit Eingaben der Form
(x, r(x, t− 1), t, Ki) aufgerufen.

Beweis von Beh. 2Wir beweisen Beh. 2 durch Induktion übert:

t = 1: Im ersten Durchlauf der repeat-Schleife erhältr− den Wert1 = r(x, 0).

t t + 1: Da r− vor dem t + 1-ten Durchlauf der for-Schleife auf den Wert von
r gesetzt wird, müssen wir zeigen, dassr im t-ten Durchlauf der for-Schleife
auf r(x, t) hochgezählt wird. Nach Induktionsvoraussetzung wirdN0 im t-ten
Durchlauf der for-Schleife nur mit Eingaben der Form(x, r(x, t−1), t, Ki) auf-
gerufen. DaN0 wegen Beh. 1 auf all diesen Eingaben strong ist und keine dieser
Simulationen im Zustandqh endet (andernfalls würdeN ′ sofort stoppen), wer-
den alle in≤ t Schritten erreichbaren KonfigurationenKi als solche erkannt und
somit wirdr tatsächlich auf den Wertr(x, t) hochgezählt. ⊓⊔

Behauptung 3Beim Verlassen der repeat-Schleife giltr = r− = ‖{K|Kx −→
N

∗ K}‖.

Beweis von Beh. 3Wir wissen bereits, dass imt-ten Durchlauf der repeat-Schleifer
den Wertr(x, t) und r− den Wertr(x, t − 1) erhält. Wird daher die repeat-Schleife
nachte Durchläufen verlassen, so giltr = r− = r(x, te) = r(x, te − 1).

Angenommenr(x, te) < ‖{K|Kx −→
N

∗ K}‖. Dann gibt es eine KonfigurationK,

die für ein t′ > te in t′ Schritten, aber nicht inte Schritten erreichbar ist. Betrachte
eine RechnungKx = K0 −→

N
K1 −→

N
. . . −→

N
Kt′ = K minimaler Länge, die inK

endet. Dann giltKx −→
N

te Kte , aber nichtKx −→
N

≤te−1 Kte und daher folgtr(x, te) >

r(x, te − 1). Widerspruch! ⊓⊔

Da N ′ Platz O(s(n)) benötigt, bleibt nur noch die GleichheitL(N ′) = L zu zei-
gen. Wegen Behauptung 3 akzeptiertN ′ eine Eingabe x nur dann, wenn im letzten
Durchlauf der repeat-Schleife alle erreichbaren KonfigurationenK als solche erkannt
werden und darunter keine akzeptierende Endkonfiguration ist. Dies impliziertx /∈ L.
Die Umkehrung folgt analog. �

Korollar 3.16

1. NL = co-NL,

2. CSL = NLINSPACE = co-CSL.

Damit ergibt sich folgende Inklusionsstruktur für die wichtigsten bisher betrachteten
Komplexitätsklassen:
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L

NL = co-NL

P

NP ∩ co-NP

NP co-NP

NP ∪ co-NP NLINSPACE = CSL = co-CSL

LINSPACE = DCSL

L2

PSPACE = NPSPACE

EXP

Eine zentrale Fragestellung der Komplexitätstheorie ist,welche dieser Inklusionen
echt sind. Dieser Frage gehen wir im nächsten Kapitel nach.



4 Hierarchiesätze

4.1 Diagonalisierung und die Unentscheidbarkeit des
Halteproblems

Wir benutzen folgende Kodierung (Gödelisierung) von1-DTMs M = (Q, Σ, Γ, δ, q0).
O.B.d.A. seiQ = {q0, q1, . . . , qm} undΓ = {a1, . . . , al}. Dann kodieren wir Zustände
und Zeichenα wie folgt durch Binärzahlenc(α) der Längeb = ⌈log2(‖Q‖ + ‖Γ‖ +
6)⌉ = ⌈log2(m + l + 7)⌉:

Zustand bzw. Zeichenα Binärkodierungc(α)

qi, i = 0, . . . , m binb(i)
aj , j = 1, . . . , l binb(m + j)

qh, qja, qnein, L, R, N binb(m + l + 1), . . . , binb(m + l + 6)

M wird nun durch eine Folge von Binärzahlen, die durch# getrennt sind, kodiert:

c(q0)#c(a1)#c(p0,1)#c(b0,1)#c(D0,1)#
c(q0)#c(a2)#c(p0,2)#c(b0,2)#c(D0,2)#

...
c(qm)#c(al)#c(pm,l#c(bm,l)#c(Dm,l)#

wobei
δ(qi, aj) = (pi,j, bi,j, Di,j)

für i = 1, . . . , m und j = 1, . . . , l ist. Diese Kodierung lässt sich auch aufk-DTM’s
und k-NTM’s erweitern. Die Kodierung einer TMM bezeichnen wir mit〈M〉. Ein
Paar(M, x) bestehend aus einer TMM und einer Eingabex ∈ Σ∗ kodieren wir durch
das Wort〈M, x〉 = 〈M〉#c(x), wobei c(x) die Binärkodierungc(x1) · · · c(xn) der
Eingabex = x1 · · ·xn über dem EingabealphabetΣ vonM ist.

Definition 4.1 DasHalteproblemist

H := {〈M, x〉|M(x) hält}.

Satz 4.2 H ist rekursiv aufzählbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis Es ist klar, dassH rekursiv aufzählbar ist, da es eine (universelle) TMU gibt,
die bei Eingabe〈M, x〉 die Berechnung vonM(x) simuliert und genau dann akzeptiert,
wennM(x) hält.

Unter der Annahme, dassH entscheidbar ist, ist auch die Sprache

D = {〈M〉|M(〈M〉) verw.} (∗)
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entscheidbar. Dann können wir aber eine TuringmaschineMd konstruieren, die eine
Eingabe〈M〉 genau dann akzeptiert, wennM(〈M〉) verwirft,

L(Md) = D (∗∗)

Md verhält sich also komplementär zur Diagonalen der Matrix, deren Eintrag in Zeile
M und Spalte〈M〉 das Resultat vonM(〈M〉) angibt.

〈M1〉 〈M2〉 〈M3〉 〈M4〉 · · ·
M1 ja ↑ nein nein · · ·
M2 nein ↑↑↑ nein ↑ · · ·
M3 ja ↑ nein ↑ · · ·
M4 ↑ nein ↑ ja · · ·
...

...
...

...
...

. . .

Md nein nein ja nein · · ·

Folglich kann es in der Matrix keine Zeile für die SpracheL(Md) = D geben:

〈Md〉 ∈ D
(∗)⇒ Md(〈Md〉) = nein

(∗∗)⇒ 〈Md〉 /∈ D  

〈Md〉 /∈ D
(∗)⇒ Md(〈Md〉) 6= nein

(∗∗)⇒ 〈Md〉 ∈ D  

�

Satz 4.3 Für jede rekursive Funktionf : N −→ N existiert eine rekursive Sprache
Df /∈ DTIME(f(n)).

Beweis Wir definieren

Df={〈M〉 |M(〈M〉)verwirft nach≤ f(|〈M〉|) Schritten} (∗)

Offensichtlich istDf entscheidbar. Unter der Annahme, dassDf ∈ DTIME(f(n)) ist,
existiert einef(n)-zeitbeschränkte DTMMd, dieDf entscheidet, d.h.

L(Md) = D (∗∗)

Dies führt jedoch auf einen Widerspruch:

〈Md〉 ∈ Df
(∗)⇒ Md(〈Md〉) verw.

(∗∗)⇒ 〈Md〉 /∈ Df  

〈Md〉 /∈ Df
(∗,∗∗)⇒ Md(〈Md〉) akz.

(∗∗)⇒ 〈Md〉 ∈ Df  

�

Eine interessante Frage ist nun, wieviel Zeit eine DTM benötigt um die SpracheDf zu
entscheiden. Im nächsten Abschnitt werden wir sehen, dassDf i.a. sehr hohe Komple-
xität haben kann.
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4.2 Das Gap Theorem

Satz 4.4 (Gap Theorem)

Es gibt eine rekursive Funktionf : N→ N mit

DTIME(2f(n)) = DTIME(f(n)).

Beweis Wir definierenf(n) ≥ n + 2 so, dass für jede DTMM gilt:

∀x ∈ Σ∗ : timeM(x) ≤ 2f(|x|) ⇒ für fast allex ∈ Σ∗ : timeM(x) ≤ f(|x|).
Betrachte hierzu das Prädikat

P (k, t) : t ≥ k + 2 und füri = 1, . . . , k und∀x ∈ Σk
i : timeMi

(x) /∈ [t + 1, 2t].

Da für jedesn alle t ≥ max{timeMi
(x) < ∞|1 ≤ i ≤ n, x ∈ Σn

i } das Prädikat
P (n, t) erfüllen, können wir nunf(n) wie folgt induktiv definieren:

f(n) =

{
2, n = 0,

min{t ≥ f(n− 1)|P (n, t)}, n > 0.

Da P entscheidbar ist, istf rekursiv. Um zu zeigen, dass jede SpracheL ∈
DTIME(2f(n)) bereits inDTIME(f(n)) enthalten ist, seiMk eine beliebige2f(n)-
zeitbeschränkte DTM mitL(Mk) = L. Dann mussMk alle Eingabenx ∈ Σ∗

k mit
|x| ≥ k in Zeit timeMk

(x) ≤ f(n) (n = |x|) entscheiden, da andernfallsP (n, f(n))
verletzt wäre. Folglich istL ∈ DTIME(f(n)), da die endlich vielen Eingabenx mit
|x| < k durch table-lookup in Zeit|x|+ 2 entscheidbar sind. �

4.3 Zeit- und Platzhierarchiesätze

Wie der folgende Satz zeigt, istDf für jede echte Komplexitätsfunktionf mit einem
relativ geringen Mehraufwand entscheidbar. Da die Rechenressourcen bei praktisch
relevanten Komplexitätsklassen durch eine echte Komplexitätsfunktionf beschränkt
sind, lassen sich daher mit Hilfe vonDf die wichtigsten deterministischen Zeitkom-
plexitätsklassen trennen.

Satz 4.5 Falls f(n) ≥ n eine echte Komplexitätsfunktion ist, dann gilt

Df ∈ DTIME(nf 2(n))−DTIME(f(n)).

Beweis Betrachte folgende4-DTM M ′:

Initialisierung: M ′ überprüft bei Eingabex zuerst, obx die Kodierung〈M〉 einer
k-DTM M = (Q, Σ, Γ, δ, q0) ist. Falls ja, erzeugtM ′ die Startkonfiguration
Kx von M bei Eingabex = 〈M〉, wobei sie die Inhalte vonk übereinander
liegenden Feldern der Bänder vonM auf ihrem 2. Band in je einem Block von
kb, b = ⌈log2(‖Q‖+‖Γ‖+6)⌉, Feldern speichert und den aktuellen Zustand von
M und die gerade gelesenen Zeichen auf ihrem 3. Band notiert. Hierfür benötigt
M ′ Zeit O(kb · |x|) = O(|x|2). Abschließend erzeugtM ′ auf dem 4. Band den
String1f(|x|) in Zeit O(f(|x|)).
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Simulation: M ′ simuliert jeden Rechenschritt vonM wie folgt: Zunächst inspiziert
M ′ die auf dem 1. Band gespeicherte Kodierung vonM , um die durch den Inhalt
des 3. Bandes bestimmte Aktion vonM zu ermitteln. Diese führt sie sodann auf
dem 2. Band aus und aktualisert dabei auf dem 3. Band den Zustand und die
gelesenen Zeichen vonM . Schließlich vermindertM ′ noch auf dem 4. Band
die Anzahl der Einsen um 1. Insgesamt benötigtM ′ für die Simulation eines
Rechenschrittes vonM Zeit O(k · f(|M |)) = O(|M | · f(|M |))).

Akzeptanzverhalten:M ′ bricht die Simulation ab, sobaldM stoppt oder der Zähler
auf Band 4 den Wert 0 erreicht.M ′ hält genau dann im Zustandqja, wenn die
Simulation vonM im Zustandqnein endet.

Nun ist leicht zu sehen, dassM ′ O(n · f(n)2)-zeitbeschränkt ist und die SpracheDf

entscheidet. �

Korollar 4.6 (Zeithierarchiesatz)
Falls f(n) ≥ n eine echte Komplexitätsfunktion ist, gilt

DTIME(n · f(n)2)−DTIME(f(n)) 6= ∅

Korollar 4.7
P ( E ( EXP

Beweis

P =
⋃

c>0

DTIME(nc + c) ⊆ DTIME(2n)

( DTIME(n22n) ⊆ E =
⋃

c>0

DTIME(2cn) ⊆ DTIME(2n2

)

( DTIME(n22n2

) ⊆
⋃

c>0

DTIME(2nc+c) = EXP

�

Aus dem Beweis von Satz 4.5 können wir weiterhin die Existenzeiner universellen
TM folgern.

Korollar 4.8 Es gibt eine universelle3-DTM U , die bei Eingabe〈M, x〉 eine Simula-
tion vonM bei Eingabex durchführt und dasselbe Ergebnis liefert:

U(〈M, x〉) = M(x)

Hierbei können wir annehmen, dassU verwirft, falls die Eingabe keine zulässige Ko-
dierung eines Paares(M, x) mit x ∈ Σ∗ darstellt.

Bemerkung 4.9 Mit Hilfe einer aufwendigeren Simulationstechnik vonk-DTMs
durch eine2-DTM in Zeit O(f(n) · log f(n)) lässt sich folgende schärfere Form des
Zeithierarchiesatzes beweisen:
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Seif eine echte Komplexitätsfunktion und gelte

lim inf
n→∞

g(n) · log g(n)

f(n)
= 0.

Dann ist
DTIME(f(n))\DTIME(g(n)) 6= ∅.

Für g(n) = n2 erhalten wir beispielsweise die echten InklusionenDTIME(g(n)) (
DTIME(f(n)) für die Funktionenf(n) = n3, n2 log2 n undn2 log n log log n. In den
Übungen zeigen wir, dass die Inklusion

DTIME(nk) ( DTIME(nk loga n)

tatsächlich für allek ≥ 1 unda > 0 echt ist. Für Platzklassen erhalten wir sogar eine
noch feinere Hierarchie (siehe Übungen).

Satz 4.10 (Platzhierarchiesatz)Seif eine echte Komplexitätsfunktion und gelte

lim inf
n→∞

g(n)

f(n)
= 0.

Dann ist
DSPACE(f(n))\DSPACE(g(n)) 6= ∅.

Damit lässt sich für Zeitschrankeng(n) ≤ f(n) die Frage, ob die Inklusion von
DSPACE(g(n)) in DSPACE(f(n)) echt ist, eindeutig beantworten: Sie ist genau dann
echt, wennlim infn→∞ g(n)/f(n) = 0 ist, da andernfallsf(n) = O(g(n)) ist und so-
mit beide Klassen gleich sind.

Korollar 4.11

L ( L2 ( LINSPACE ⊆ NLINSPACE ( PSPACE ( ESPACE ( EXPSPACE.

Durch Kombination der Beweistechnik von Satz 4.10 mit der Technik von Immerman
und Szelepcsényi erhalten wir auch für nichtdeterministische Platzklassen eine sehr
fein abgestufte Hierarchie.

Satz 4.12 (nichtdeterministischer Platzhierarchiesatz)Seif eine echte Komplexi-
tätsfunktion und gelte

lim inf
n→∞

g(n)

f(n)
= 0.

Dann ist
NSPACE(f(n))\NSPACE(g(n)) 6= ∅.

Ob sich auch der Zeithierarchiesatz auf nichtdeterministische Klassen übertragen lässt,
ist dagegen nicht bekannt. Hier lässt sich jedoch folgenderSatz beweisen.

Satz 4.13 (nichtdeterministischer Zeithierarchiesatz)Seif eine echte Komplexi-
tätsfunktion und gelte

g(n + 1) = o(f(n)).

Dann ist
NTIME(g(n)) ( NTIME(f(n)).



5 Reduktionen

5.1 Logspace-Reduktionen

Oft können wir die Komplexität zweier ProblemeA undB dadurch miteinander ver-
gleichen, dass wir das Lösen der Fragex ∈ A auf eine Frage der Formy ∈ B zurück-
führen. Erfordert die Berechnung vony nur einen relativ geringen Rechenaufwand, so
lässt sich jeder Algorithmus fürB in einen Algorithmus fürA umwandeln, der nur
unwesentlich mehr Rechenressourcen benötigt.

Definition 5.1 SeienA undB Sprachen über einem AlphabetΣ. A ist aufB logspace-
reduzierbar(in Zeichen:A ≤log

m B oder einfachA ≤ B), falls eine Funktionf ∈ FL
existiert, so dass für allex ∈ Σ∗ gilt,

x ∈ A⇔ f(x) ∈ B.

Lemma 5.2 FL ⊆ FP.

Beweis Seif ∈ FL. Dann ist die Sprache

Lf = {〈x, i, b〉 | dasi-te Zeichen vonf(x) ist b}

in L und wegenL ⊆ P auch in Polynomialzeit entscheidbar. Da auf logarithmischem
Platz nur Rechnungen polynomieller Länge ausgeführt werden können, gilt zudem

|f(x)| = |x|O(1).

Folglich istf in FP berechenbar. �

Beispiel 5.3 Es ist nicht schwer, das Hamiltonkreisproblem

Hamiltonkreisproblem (H AM ):

Gegeben: Ein GraphG = (V, E).

Gefragt: HatG einen Hamiltonkreis?

auf das Erfüllbarkeitsproblem SAT für boolesche Formeln

Erfüllbarkeitsproblem für boolesche Formeln (SAT ):

Gegeben: Eine boolesche FormelF übern Variablen.

Gefragt: Ist F erfüllbar?
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zu reduzieren. Hierzu benötigen wir eine Funktionf ∈ FL, die einen GraphenG =
(V, E) so in eine Formelf(G) = FG transformiert, dassFG genau dann erfüllbar ist,
wennG hamiltonsch ist. Wir konstruierenFG über den Variablenx1,1, . . . , xn,n, wobei
xi,j für die Aussage steht, dass Knotenj ∈ V = {1, . . . , n} in der Rundreise ani-ter
Stelle besucht wird. Betrachte nun folgende Klauseln.

a) An deri-ten Stelle wird mindestens ein Knoten besucht:

xi,1 ∨ xi,2 ∨ . . . ∨ xi,n, i = 1, . . . , n.

b) An deri-ten Stelle wird höchstens ein Knoten besucht:

¬xi,j ∨ ¬xi,k, i = 1, . . . , n, 1 ≤ j < k ≤ n.

c) Jeder Knotenj wird mindestens einmal besucht:

x1,j ∨ . . . ∨ xn,j , j = 1, . . . , n.

d) Für(i, j) /∈ E wird Knotenj nicht unmittelbar nach Knoteni besucht:

¬x1,i ∨ ¬x2,j , . . . ,¬xn−1,i ∨ ¬xn,j ,¬xn,i ∨ ¬x1,j , (i, j) /∈ E.

Die Klauseln ina) undb) stellen sicher, dass die Relationπ = {(i, j) | xi,j = 1} eine
Funktionπ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ist. Bedingungc) besagt, dassπ surjektiv (und
damit auch bijektiv) ist, undd) sorgt dafür, dass der durchπ beschriebene Kreis entlang
der Kanten vonG verläuft. Bilden wir daherFG(x1,1, . . . , xn,n) als Konjunktion dieser
n + n

(
n
2

)
+ n + n(

(
n
2

)
− ‖E‖) Klauseln, so ist leicht zu sehen, dass

• G genau dann einen Hamiltonkreis besitzt, wennFG erfüllbar ist, und

• die Reduktionsfunktionf : G 7→ FG in FL berechenbar ist. ⊳

Ein zentraler Begriff in der Komplexitätstheorie ist die Vollständigkeit einer Sprache
für eine Komplexitätsklasse.

Definition 5.4

a) SeiC eine Sprachklasse. Eine SpracheL heißtC-hart (bzgl.≤), falls für alle Spra-
chenA ∈ C gilt, A ≤ L.

b) EineC-harte Sprache, die zur KlasseC gehört, heißtC-vollständig.

c) C heißtabgeschlossenunter≤, falls gilt,

B ∈ C, A ≤ B ⇒ A ∈ C.

Lemma 5.5

1. Die≤log
m -Reduzierbarkeit ist reflexiv und transitiv.
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2. Die KlassenL, NL, NP, co-NP, PSPACE, EXP undEXPSPACE sind unter≤
abgeschlossen.

3. SeiL vollständig für eine KlasseC, die unter≤ abgeschlossen ist. Dann gilt

C = {A | A ≤ L}.

Beweis Siehe Übungen. �

Definition 5.6 Ein boolescher Schaltkreisc mit n Eingängen ist eine Folge
(g1, . . . , gm) von Gattern gl ∈ {0, 1, x1, . . . , xn, (¬, j), (∧, j, k), (∨, j, k)} mit 1 ≤
j, k < l. Der am Gattergl berechnete Wert bei Eingabea = a1 · · ·an ist induktiv wie
folgt definiert.

gl gl(a)

0 0

1 1

xi ai

(¬, j) 1− gj(a)

(∧, j, k) gj(a)gk(a)

(∨, j, k) gj(a) + gk(a)− gj(a)gk(a)

c berechnet die boolesche Funktionc(a) = gm(a). c heißt erfüllbar, wenn es eine
Eingabea ∈ {0, 1}n mit c(a) = 1 gibt.

Bemerkung: Die Anzahl der Eingänge eines Gattersg wird alsFanin vong bezeich-
net, die Anzahl der Ausgänge (also die Anzahl der Gatter, dieg als Eingabe benutzen)
als Fanout. Boolesche Formeln entsprechen also den booleschen Schaltkreisen mit
(maximalem) Fanout 1 und umgekehrt.

Ähnlich wie bei booleschen Formeln sind auch für Schaltkreise die beiden folgenden
Entscheidungsprobleme von Interesse.

Auswertungsproblem für boolesche Schaltkreise (CIRVAL ):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreisc mit n Eingängen und eine Einga-
bea ∈ {0, 1}n.

Gefragt: Ist der Wert vonc(a) gleich1?

Erfüllbarkeitsproblem für boolesche Schaltkreise (CIR SAT ):

Gegeben: Ein boolescher Schaltkreisc mit n Eingängen.

Gefragt: Ist c erfüllbar?

Im folgenden Beispiel führen wir die Lösung des Erreichbarkeitsproblems in gerichte-
ten Graphen auf die Auswertung von booleschen Schaltkreisen zurück.
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Beispiel 5.7 Für die Reduktion REACH ≤ CIRVAL benötigen wir eine Funktionf ∈
FL mit der Eigenschaft, dass für alle GraphenG gilt,

G ∈ REACH⇔ f(G) ∈ CIRVAL .

Der Schaltkreisf(G) besteht aus den Gattern

gi,j,k undhi,j,k′, 1 ≤ i, j, k′ ≤ n; 0 ≤ k ≤ n,

wobei die Gattergi,j,0 für 1 ≤ i, j ≤ n die booleschen Konstanten

gi,j,0 =

{
1, i = j oder(i, j) ∈ E,

0, sonst

sind und fürk = 1, 2, . . . , n gilt,

hi,j,k = gi,k,k−1 ∧ gk,j,k−1,

gi,j,k = gi,j,k−1 ∨ hi,j,k.

Dann folgt

gi,j,k = 1 ⇔ es existiert inG ein Pfad voni nachj, der nur
Zwischenknotenl ≤ k durchläuft,

hi,j,k = 1 ⇔ es existiert inG ein Pfad voni nachj, der den
Knotenk, aber keinen Knotenl > k durchläuft.

Wählen wir alsog1,n,n als Ausgabegatter, so liefert der aus diesen Gattern aufgebaute
Schaltkreisc genau dann den Wert1, wenn es inG einen Weg von Knoten1 zu Knoten
n gibt. Es ist auch leicht zu sehen, dass die Reduktionsfunktion f in FL berechenbar
ist. ⊳

Der in Beispiel 5.7 konstruierte Schaltkreis hat Tiefe2n. In den Übungen werden
wir sehen, dass sich REACH auch auf die Auswertung eines Schaltkreises der Tie-
fe O(log2 n) reduzieren lässt. Als nächstes leiten wir Vollständigkeitsresultate für
CIRVAL und CIRSAT her.

5.2 P-vollständige Probleme und polynomielle Schalt-
kreiskomplexität

Satz 5.8 CIRVAL ist P-vollständig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass CIRVAL ∈ P ist. Um zu zeigen, dass CIRVAL hart
für P ist, müssen wir für jede SpracheL ∈ P eine Funktionf ∈ FL finden, dieL auf
CIRVAL reduziert, d.h. es muss für alle Eingabenx die Äquivalenzx ∈ L ⇔ f(x) ∈
CIRVAL gelten.
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Zu L ∈ P existiert eine1-DTM M = (Q, Σ, Γ, δ, q0), die L in Zeit nc entscheidet.
Wir beschreiben die Rechnung vonM(x), |x| = n, durch eine TabelleT = (Ti,j),
(i, j) ∈ {1, . . . , nc} × {1, . . . , nc + 2}, mit

Ti,j =

{
(qi, ai,j), nachi Schritten liestM dasj-te Zeichen auf dem Band,

ai,j , sonst,

wobeiqi der Zustand vonM(x) nachi Rechenschritten ist undai,j das nachi Schritten
an Positionj befindliche Zeichen auf dem Arbeitsband ist.T = (Ti,j) kodiert also in
ihren Zeilen die vonM(x) der Reihe nach angenommenen Konfigurationen. Dabei

• überspringen wir jedoch alle Konfigurationen, bei denen sich der Kopf auf dem
ersten Bandfeld befindet (zur Erinnerung: In diesem Fall wird der Kopf sofort
wieder nach rechts bewegt) und

• behalten die in einem Schritti < nc erreichte Endkonfiguration bis zum Zeit-
punkti = nc bei.

Da M in nc Schritten nicht dasnc + 2-te Bandfeld erreichen kann, istTi,1 = ⊲ und
Ti,nc+2 = ⊔ für i = 1, . . . , nc. Außerdem nehmen wir an, dassM bei jeder Eingabex
auf dem zweiten Bandfeld auf einem Blank hält, d.h. es gilt

x ∈ L⇔ Tnc,2 = (qja,⊔).

DaT nicht mehr als‖Γ‖+‖Q×Γ‖ verschiedene Tabelleneinträge besitzt, können wir
jeden EintragTi,j durch eine Bitfolgeti,j,1 · · · ti,j,m der Längem = ⌈log2 ‖Γ‖+ ‖Q×
Γ‖⌉ kodieren.

Da sich der EintragTi,j im Fall i ∈ {2, . . . , nc} undj ∈ {2, . . . , nc +1} eine Funktion
Ti,j = g(Ti−1,j−1, Ti−1,j, Ti−1,j+1) der drei EinträgeTi−1,j−1, Ti−1,j und Ti−1,j+1 ist,
existieren fürk = 1, . . . , m Schaltkreiseck mit

ti,j,k = ck(ti−1,j−1,1 · · · ti−1,j−1,m, ti−1,j,1 · · · ti−1,j,m, ti−1,j+1,1 · · · ti−1,j+1,m).

Die Reduktionsfunktionf liefert nun bei Eingabex folgenden Schaltkreiscx.

• Für jeden dernc + 2 + 2(nc − 1) = 3nc RandeinträgeTi,j mit i = 1 oder
j ∈ {1, nc + 2} enthältcx m konstante Gatterci,j,k = ti,j,k, k = 1, . . . , m, die
diese Einträge kodieren.

• Für jeden der(nc − 1)nc übrigen EinträgeTi,j enthältcx für k = 1, . . . , m je
eine Kopieci,j,k von ck, deren3m Eingänge mit den Ausgängen der Schaltkrei-
se ci−1,j−1,1 · · · ci−1,j−1,m, ci−1,j,1 · · · ci−1,j,m, ci−1,j+1,1 · · · ci−1,j+1,m verdrahtet
sind.

• Als Ausgabegatter voncx fungiert das Gattercnc,2,1, wobei wir annehmen, daß
das erste Bit der Kodierung von(qja,⊔) eine Eins und von(qnein,⊔) eine Null ist.
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Nun lässt sich induktiv überi = 1, . . . , nc zeigen, dass die von den Schaltkreisen
ci,j,k, j = 1, . . . , nc, k = 1, . . . , m berechneten Werte die TabelleneinträgeTi,j, j =
1, . . . , nc, kodieren. Wegen

x ∈ L⇔ Tnc,2 = (qja,⊔)⇔ cx = 1

folgt somit die Korrektheit der Reduktion. Außerdem ist leicht zu sehen, dassf in
logarithmischem Platz berechenbar ist, da einO(logn)-platzbeschränkter Transducer
existiert, der bei Eingabex

• zuerst die3nc konstanten Gatter voncx ausgibt und danach

• die m(nc − 1)nc Kopien der Schaltkreisec1, . . . , ck erzeugt und diese Kopien
richtig verdrahtet. �

Eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 5.8 liefert uns folgendes Resultat.

Korollar 5.9 SeiL ⊆ {0, 1}∗ eine beliebige Sprache inP. Dann existiert eine Funk-
tion f ∈ FL, die bei Eingabe1n einen Schaltkreiscn mit n Eingängen berechnet, so
daß für allex ∈ {0, 1}n gilt:

x ∈ L ⇔ cn(x) = 1.

Da cn bei Eingabe1n in logarithmischen Platz berechenbar ist, hatcn nur polyno-
mielle Größe, d.h. polynomiell viele Gatter. Im Gegensatz zum uniformen Modell
der Turingmaschine, die alle Instanzen eines gegebenen Problems entscheidet, stellen
Schaltkreise einnichtuniformes Berechnungsmodell dar, da für jede Eingabegröße
n ein anderer Schaltkreis zum Einsatz kommt. Um eine unendliche Sprache zu ent-
scheiden wird also eine ganze Familie von Schaltkreisen benötigt. Probleme, für die
Schaltkreisfamilien polynomieller Größe existieren, werden zur KlassePSK zusam-
mengefasst.

Definition 5.10 Eine SpracheL ⊆ {0, 1}∗ hat polynomielle Schaltkreiskomplexität
(kurz: L ∈ PSK), falls es eine Folge von booleschen Schaltkreisencn, n ≥ 0, mit n
Eingängen undnO(1) Gattern gibt, so daß für allex ∈ {0, 1}∗ gilt:

x ∈ L⇔ c|x|(x) = 1.

Falls das EingabealphabetΣ aus mehr als zwei Zeichen besteht, können wir jedes
Zeichena ∈ Σ durch einen Binärstring bin(a) der Längem = log2 ‖Σ‖ kodieren. Eine
SpracheL ⊆ Σ∗ hatpolynomielle Schaltkreiskomplexität, wenn ihre Binärkodierung
bin(L) = {bin(x1) · · ·bin(xn) | x1 · · ·xn ∈ L} ∈ PSK ist.

Korollar 5.11 (Savage 1972)P ⊆ PSK.

Ob auch alleNP-Sprachen polynomielle Schaltkreiskomplexität haben, ist ein be-
rühmtes offenes Problem. Gelingt es nämlich, für einNP-Problem superpolynomi-
elle untere Schranken für die Schaltkreisgröße zu zeigen, so folgt mit dem Resultat
von SavageP 6= NP. Wir werden später sehen, dass auch die AnnahmeNP ⊆ PSK
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schwerwiegende Konsequenzen hat. Selbst fürEXP ist die Inklusion inPSK offen.
Dagegen zeigt ein einfaches Diagonalisierungsargument, dass inEXPSPACE Spra-
chen mit superpolynomieller Schaltkreiskomplexität existieren.

Zudem ist nicht schwer zu sehen, dass die InklusionP ⊆ PSK echt ist. Hierzu be-
trachten wir Sprachen über einem einelementigen Alphabet.

Definition 5.12 Eine SpracheT ⊆ {0, 1}∗ heißttally (kurz: T ∈ Tally), falls jedes
Wortx ∈ T die Formx = 1n hat.

Es ist sehr leicht zu sehen, dass alle tally Sprachen polynomielle Schaltkreiskomplexi-
tät haben.

Proposition 5.13 Tally ⊆ PSK.

Andererseits wissen wir aus der Berechenbarkeitstheorie,dass es tally SprachenT
gibt, die nicht einmal rekursiv aufzählbar sind (etwa wennT das Komplement des
Halteproblems unär kodiert). Folglich sind inPSK beliebig schwierige Sprachen (im
Sinne der Berechenbarkeit) enthalten.

Korollar 5.14 PSK * RE.

5.3 NP-vollständige Probleme

Wir wenden uns nun derNP-Vollständigkeit von CIRSAT zu. Hierbei wird sich fol-
gende Charakterisierung vonNP als nützlich erweisen.

Definition 5.15

a) Seip ein Polynom. Eine SpracheB heißtp-balanciert, fallsB nur Strings der Form
x#y mit |y| = p(|x|) enthält.

b) Die Sprache∃B ist definiert durch

∃B = {x ∈ Σ∗ | ∃y ∈ {0, 1}∗ : x#y ∈ B}.

Jeder Stringy mit x#y ∈ B wird auch alsZeuge(engl.witness, certificate) für die
Zugehörigkeit vonx zur SpracheA = ∃B bezeichnet.

Satz 5.16 (Zeugen-Charakterisierung von NP)

Eine SpracheA liegt genau dann inNP, wenn einep-balancierte SpracheB ∈ P für
ein Polynomp existiert mitA = ∃B, d.h.

NP = {∃B | B ∈ P ist polynomiell balanciert}.
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Beweis Zu jederNP-SpracheA ⊆ Σ∗ existiert eine NTMM , die A in Zeit p(n)
für ein Polynomp entscheidet. Dabei können wir annehmen, dass jede Konfiguration
höchstens zwei Folgekonfigurationen hat, die entsprechendder zugehörigen Anwei-
sungen angeordnet sind. Folglich lässt sich jede Rechnung von M(x) durch einen
Binärstringy der Längep(n) eindeutig beschreiben. Das Ergebnis der durchy be-
schriebenen Rechnung vonM(x) bezeichnen wir mitMy(x). Nun ist leicht zu sehen,
dass

B = {x#y | |y| = p(|x|) undMy(x) = ja}
einep-balancierte Sprache inP mit L = ∃B ist.
Gilt umgekehrtA = ∃B für einep-balancierte SpracheB ∈ P, dann kannA in Po-
lynomialzeit durch eine NTMM entschieden werden, die bei Eingabex einen String
y ∈ {0, 1}p(|x|) geeigneter Länge rät und testet, obx#y ∈ B ist. Diese Vorgehenswei-
se von nichtdeterministischen Algorithmen wird im Englischen auch als“guess and
verify” bezeichnet. �

Theorem 5.17 CIRSAT ist NP-vollständig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass CIRSAT ∈ NP ist. Um zu zeigen, dass CIRSAT

hart fürNP ist, müssen wir für jede SpracheL ∈ NP eine Funktionf ∈ FL finden,
dieL auf CIRSAT reduziert, d.h. es muss für alle Eingabenx die Äquivalenzx ∈ L⇔
f(x) ∈ CIRSAT gelten.

Im Beweis von Satz 5.16 haben wir gezeigt, dass für jedeNP-SpracheA ⊆ Σ∗ eine
p-balancierte SpracheB ∈ P mit A = ∃B existiert,

x ∈ A⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : x#y ∈ B.

Sei m = ⌈log2 ‖Σ ∪ {#}‖⌉. Da B in P entscheidbar ist, existiert nach Korollar 5.9
eineFL-Funktionf , die für 1n einen Schaltkreiscn mit m(n + 1) + p(n) Eingängen
berechnet, so dass für allex ∈ Σ∗, x = x1 · · ·xn, undy ∈ {0, 1}p(n) gilt:

x#y ∈ B ⇔ cn(binm(x1) · · ·binm(xn)binm(#)y) = 1.

Betrachte nun die Funktiong, die bei Eingabex den Schaltkreiscx ausgibt, der sich
auscn dadurch ergibt, dass die erstenm(n+1) Input-Gatter durch konstante Gatter mit
den durchbinm(x1) · · ·binm(xn)binm(#) vorgegebenen Werten ersetzt werden. Dann
ist auchg in FL berechenbar und es gilt für alle Eingabenx, |x| = n,

x ∈ A ⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(n) : x#y ∈ B

⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(n) : cn(binm(x1) · · · binm(xn)binm(#)y) = 1

⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(n) : cx(y) = 1

⇔ cx ∈ CIRSAT .
�

Als nächstes zeigen wir, dass auch SAT NP-vollständig ist, indem wir CIRSAT auf
SAT reduzieren. Tatsächlich können wir CIRSAT sogar auf ein Teilproblem von SAT

reduzieren.
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Definition 5.18 Eine Boolesche FormelF über den Variablenx1, . . . , xn ist in kon-
junktiver Normalform (kurz KNF), fallsF eine Konjunktion

F =

m∧

i=1

Ci

von DisjunktionenCi =
∨ki

j=1 lij von Literalen lij ∈ {x1, . . . , xn, x̄1, . . . , x̄n} ist.
Hierbei verwenden wir̄x als abkürzende Schreibweise für¬x. Gilt ki ≤ k für i =
1, . . . , m, so heißtF in k-KNF.

Eine DisjunktionC =
∨k

j=1 lj von Literalen wird auch alsKlausel bezeichnet. Klau-
seln werden meist als MengeC = {l1, . . . , lk} der zugehörigen Literale und KNF-
Formeln als MengeF = {C1, . . . , Cm} ihrer Klauseln dargestellt.

Erfüllbarkeitsproblem für k-KNF Formeln (k-SAT ):

Gegeben: Eine Boolesche Formel ink-KNF.

Gefragt: Ist F erfüllbar?

Beispiel 5.19 Die FormelF = (x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄1 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x̄3 ∨ x4) ist in 3-
KNF und lässt sich in Mengennotation durchF = {{x1, x̄2}, {x̄1, x3}, {x2, x̄3, x4}}
beschreiben.F ist offensichtlich erfüllbar, da in jeder Klausel ein positives Literal
vorkommt. ⊳

Theorem 5.20 3-SAT ist NP-vollständig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass 3-SAT ∈ NP ist. Um 3-SAT als hart fürNP nach-
zuweisen, reicht es aufgrund der Transitivität von≤ CIRSAT auf 3-SAT zu reduzieren.

Idee:Wir transformieren einen Schaltkreisc = {g1, . . . , gm} mit n Eingängen in eine
3-KNF-FormelFc mit n + m Variablenx1, . . . , xn, y1, . . . , ym, wobeiyi den Wert des
Gattersgi widergibt. Konkret enthältFc für jedes Gattergi folgende Klauseln:

Gattergi zugeh. Klauseln Semantik

0 {ȳi} yi = 0

1 {yi} yi = 1

xj {ȳi, xj}, {x̄j , yi} yi ↔ xj

(¬, j) {ȳi, ȳj}, {yj, yi} yi ↔ ȳj

(∧, j, k) {ȳi, yj}, {ȳi, yk}, {ȳj, ȳk, yi} yi ↔ yj ∧ yk

(∨, j, k) {ȳj, yi}, {ȳk, yi}, {ȳi, yj, yk} yi ↔ yj ∨ yk

Außerdem fügen wir noch die Klausel{ym} zuFc hinzu. Nun ist leicht zu sehen, dass
für allex ∈ {0, 1}n die Äquivalenz

c(x) = 1⇔ ∃y ∈ {0, 1}m : Fc(x, y) = 1

gilt. Dies bedeutet jedoch, dass der Schaltkreisc und die3-KNF-FormelFc erfüllbar-
keitsäquivalent sind, d.h.

c ∈ CIRSAT ⇔ Fc ∈ 3-SAT .

Zudem ist leicht zu sehen, dass die Reduktionc 7→ Fc in FL berechenbar ist. �
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3-SAT ist also nicht in Polynomialzeit entscheidbar, außer wennP = NP ist. Am Ende
dieses Abschnitts werden wir sehen, dass dagegen 2-SAT effizient entscheidbar ist.
Zunächst betrachten wir folgende Variante von 3-SAT .

Not-All-Equal-SAT (N AESAT ):

Gegeben: Eine FormelF in 3-KNF.

Gefragt: Existiert eine Belegung fürF , unter der in jeder Klausel beide
Wahrheitswerte angenommen werden?

Theorem 5.21 NAESAT ∈ NPC.

Beweis NAESAT ∈ NP ist klar. Wir zeigen CIRSAT ≤ NAESAT durch eine leichte
Modifikation der ReduktionC(x1, . . . , xn) 7→ Fc(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) von CIRSAT

auf 3-SAT:

Sei F ′
c(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, z) die 3-KNF Formel, die ausFc dadurch

entsteht, dass wir zu jeder Klausel mit≤ 2 Literalen die neue Variablez
hinzufügen.

Dann ist die Reduktionf : c 7→ F ′
c in FL berechenbar. Es bleibt also nur noch die

Korrektheit vonf zu zeigen, d.h.

c ∈ CIRSAT ⇔ F ′
c ∈ NAESAT .

Ist c = (g1, . . . , gm) ∈ CIRSAT , so existiert eine Eingabex ∈ {0, 1}n mit c(x) = 1.
Wir betrachten die Belegunga = xyz ∈ {0, 1}n+m+1 mit y = y1 . . . ym, wobeiyi =
gi(x) undz = 0. DaFc(xy) = 1 ist, enthält jede Klausel vonFc (und damit auch von
F ′

c) mindestens ein wahres Literal. Wegenz = 0 müssen wir nur noch zeigen, dass
nicht alle Literale in den Dreierklauseln vonFc untera wahr werden. Daa jedoch für
jedes oder-Gattergi = (∨, j, k) die drei Klauseln

{ȳi, yj, yk}, {ȳj, yi}, {ȳk, yi}

und für jedes und-Gattergi = (∧, j, k) die drei Klauseln

{yi, ȳj, ȳk}, {yj, ȳi}, {yk, ȳj}

erfüllt, kann wederyi = 0 undyj = yk = 1 nochyi = 1 undyj = yk = 0 gelten, da im
ersten Fall die Klausel{ȳj, yi} und im zweiten Fall die Klausel{yj, ȳi} falsch wäre.
Ist umgekehrtF ′

c ∈ NAESAT , so existiert eine Belegungxyz ∈ {0, 1}n+m+1 unter der
in jeder Klausel vonF ′

c beide Wahrheitswerte vorkommen. Da dies dann auch auf die
Belegungx̄ȳz̄ zutrifft, können wirz = 0 annehmen. Dann erfüllt aber die Belegung
xy die FormelFc. �

Definition 5.22 SeiG = (V, E) ein ungerichteter Graph.

a) Eine MengeC ⊆ V heißtClique in G, falls für alle u, v ∈ C mit u 6= v gilt:
{u, v} ∈ E.
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b) I ⊆ V heißtunabhängig(oderstabil), falls für alleu, v ∈ I gilt: {u, v} 6∈ E.

c) K ⊆ V heißtKnotenüberdeckung, falls für allee ∈ E gilt: e ∩K 6= ∅.
Für einen gegebenen GraphenG und eine Zahlk betrachten wir die folgenden Frage-
stellungen:

CLIQUE : BesitztG eine Clique der Größek?

I NDEPENDENT SET (IS): BesitztG eine stabile Menge der Größek?

NODE COVER (NC): BesitztG eine Knotenüberdeckung der Größek?

Theorem 5.23 IS ist NP-vollständig.

Beweis Wir reduzieren 3-SAT auf IS. Sei

F = {C1, . . . , Cm}mit Ci = {li,1, . . . , li,ki
} undki ≤ 3 für i = 1, . . . , m

eine3-KNF-Formel über den Variablenx1, . . . , xn. Betrachte den GraphenG = (V, E)
mit

V = {vij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki}
E = {{vij, vij′} | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < j′ ≤ ki}

∪{{vs,t, vu,v} | lst undluv sind komplementär}.
Dabei heißen zwei Literalekomplementär, wenn das eine die Negation des anderen
ist. Nun gilt

F ∈ 3-SAT ⇔ es gibt eine Belegung, die in jeder KlauselCi mindestens ein
Literal wahr macht

⇔ es gibtm Literale l1,j1, . . . , lm,jm, die paarweise nicht kom-
plementär sind

⇔ es gibtm Knoten v1,j1 , . . . , vm,jm , die nicht durch Kanten
verbunden sind

⇔ G besitzt eine stabile Knotenmenge der Größem.
�

Korollar 5.24 CLIQUE ist NP-vollständig.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass jede Clique in einem GraphenG = (V, E) eine
stabile Menge in dem zuG komplementären Graphen̄G = (V, E ′) mit E ′ =

(
V
2

)
\ E

ist und umgekehrt. Daher lässt sich IS mittels der Reduktionsfunktion

f : (G, k) 7→ (Ḡ, k)

auf CLIQUE reduzieren. �

Korollar 5.25 NC ist NP-vollständig.

Beweis Offensichtlich ist eine MengeI genau dann stabil, wenn ihr Komplement
V \ I eine Knotenüberdeckung ist. Daher lässt sich IS mittels derReduktionsfunktion

f : (G, k) 7→ (G, n− k)

auf NC reduzieren, wobein = ‖V ‖ die Anzahl der Knoten inG ist. �
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5.4 NL-vollständige Probleme

In diesem Abschnitt präsentieren wir einen effizienten Algorithmus für das 2-SAT-
Problem.

Theorem 5.26 2-SAT ∈ NL.

Beweis SeiF eine2-KNF-Formel über den Variablenx1, . . . , xn. Betrachte den Gra-
phenG = (V, E) mit

V = {x1, . . . , xn, x̄1, . . . , x̄n},
der für jede Zweierklausel{l1, l2} von F die beiden Kanten(l̄1, l2) und (l̄2, l1) und
für jede Einerklausel{l} die Kante(l̄, l) enthält. Hierbei seī̄xi = xi. Aufgrund der
Konstruktion vonG ist klar, dass

(∗) eine Belegungα genau dannF erfüllt, wenn für jede Kante(l, l′) ∈ E mit α(l) =
1 auchα(l′) = 1 ist, und

(∗∗) l′ von l aus genau dann erreichbar ist, wennl̄ von l̄′ aus erreichbar ist.

Behauptung 1F ist genau dann erfüllbar, wenn für keinen Knotenxi in G ein Pfad
vonxi überx̄i zurück nachxi existiert.

Beweis von Beh. 1Wenn inG ein Pfad vonxi überx̄i nachxi existiert, kannF nicht
erfüllbar sein, da wegen(∗) jede erfüllende Belegung, diexi (bzw. x̄i) den Wert1 zu-
weist, auch̄xi (bzw.xi) diesen Wert zuweisen müsste. Existiert dagegen kein derartiger
Pfad, so lässt sich fürF wie folgt eine erfüllende Belegungα konstruieren:

1) Wähle einen beliebigen Knotenl ausG, für denα(l) noch undefiniert ist. Falls̄l
von l aus erreichbar ist, ersetzel durchl (dies garantiert, dass̄l von l aus nun nicht
mehr erreichbar ist).

2) Weise jedem vonl aus erreichbaren Knotenl′ den Wert 1 (und̄l′ den Wert 0) zu.
Aufgrund der Symmetriebedingung(∗∗) existiert für jeden solchen Knotenl′ ein
Pfad von̄l′ zu l̄. Folglich können keine Konflikte auftreten, da

• l′ nicht schon in einer früheren Runde den Wert 0 erhalten hat (sonst hätte
in dieser Rundēl′ und somit auch̄l den Wert 1 erhalten, was der Wahl vonl
widerspricht) und

• von l aus nichtl′ und l̄′ erreichbar sind (sonst müsste ein Pfad vonl über
l̄′ nach l̄ existieren, was wir durch die Wahl vonl ebenfalls ausgeschlossen
haben).

3) Fallsα noch nicht auf allen Knoten definiert ist, gehe zu 1). ⊓⊔
EineNL-Maschine kann bei Eingabe einer2-KNF FormelF eine Variablexi und einen
Pfad vonxi überx̄i zurück nachxi raten. Dies zeigt, dass das Komplement von 2-SAT
in NL ist. WegenNL = co-NL folgt 2-SAT ∈ NL. �

In den Übungen werden wir sehen, dass 2-SAT und REACH NL-vollständig sind.



6 Probabilistische Berechnungen

Eine probabilistische Turingmaschine (PTM) M ist genau so definiert wie eine
NTM. Es wird jedoch ein anderes Akzeptanzkriterium benutzt. Wir stellen uns vor,
dassM in jedem Rechenschritt zufällig einen Konfigurationsübergang wählt. Dabei
wird jeder mögliche ÜbergangK →M K ′ mit derselben Wahrscheinlichkeit

Pr[K →M K ′] =

{
‖{K ′′|K →M K ′′}‖−1, K →M K ′

0, sonst.

gewählt. Eine Rechnungα = (K1, K2, . . . , Km) wird also mit der Wahrscheinlichkeit

Pr[α] = Pr[K1 →M · · · →M Km] =
m−1∏

i=1

Pr[Ki →M Ki+1]

ausgeführt. DieAkzeptanzwahrscheinlichkeitvonM(x) ist

Pr[M(x) = ja] =
∑

α

Pr[α],

wobei sich die Summation über alle akzeptierenden Rechnungen α von M(x) er-
streckt. Wir vereinbaren für PTMs, dassM(x) neben „ja“ noch die Werte „nein“ (falls
sie verwirft) oder „?“ (in allen anderen Fällen) annehmen kann.

Definition 6.1

a) Die von einerPTM M akzeptierte Sprache ist

L(M) = {x ∈ Σ∗ | Pr[M(x) = ja] ≥ 1/2}.

b) Eine SpracheL ⊆ Σ∗ gehört zur KlassePP (probabilistic polynomial time), falls
eine polynomiell zeitbeschränktePTM (PPTM) M mit L(M) = L existiert.

Theorem 6.2 NP ⊆ PP.

Beweis SeiL ∈ NP und seiN eine polynomiell zeitbeschränkte NTM mitL(N) =
L. Fassen wirN als PPTM auf, so gilt für allex ∈ Σ∗,

x ∈ L ⇒ Pr[N(x) = ja] ≥ c−p(|x|),

x /∈ L ⇒ Pr[N(x) = ja] = 0,

wobeic der maximale Verzweigungsgrad undp eine polynomielle Zeitschranke fürN
ist. Betrachte folgende PPTMM , die bei Eingabex zufällig eine der beiden folgenden
Möglichkeiten wählt:
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• M simuliertN bei Eingabex,

• M führt eine probabilistische Rechnung aus, bei der sie mit Wahrscheinlichkeit
1 − c−p(|x|) akzeptiert (z.B. indem sie einen Zufallsstrings = s1 · · · sp(|x|) ∈
{1, . . . , c}p(|x|) auf’s Band schreibt und nur im Falls = 1p(|x|) verwirft).

Dann gilt für allex ∈ Σ∗,

Pr[M(x) = ja] = 1/2(Pr[N(x) = ja] + 1− c−p(|x|))

und somit

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] ≥ 1/2(c
−p(|x|) + 1− c−p(|x|)) = 1/2,

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] = 1/2(1− c−p(|x|)) < 1/2.
�

Als nächstes zeigen wir, dassPP unter Komplementbildung abgeschlossen ist. Das
folgende Lemma zeigt, wie sich eine PPTM, die sich bei manchen Eingaben indifferent
verhält (also genau mit Wk1/2 akzeptiert) in eine äquivalente PPTM verwandeln lässt,
die dies nicht tut.

Lemma 6.3 Für jede SpracheL ∈ PP existiert einePPTMM mit L(M) = L, die
bei keiner Eingabex ∈ Σ∗ mit Wahrscheinlichkeit1/2 akzeptiert, d.h. für allex gilt

Pr[M(x) 6= L(x)] < 1/2,

wobeiL(x) für alle x ∈ L gleich ja und für allex 6∈ L gleichnein ist.

Beweis Sei L ∈ PP und seiN eine PPTM mitL(N) = L. Weiter seip eine
polynomielle Zeitschranke undc ≥ 2 der maximale Verzweigungsgrad vonN . Da
Pr[N(x) = ja] nur Werte der Formi/k−p(|x|) für k = kgV(2, . . . , c) annehmen kann,
folgt

x ∈ L⇒ Pr[N(x) = ja] ≥ 1/2,

x /∈ L⇒ Pr[N(x) = ja] ≤ 1/2− k−p(|x|)/2.

Sei N ′ eine PPTM mit Pr[N ′(x) = ja] = 1/2(1 + ǫ), wobei ǫ = k−p(|x|)/2, und be-
trachte die PPTMM , die bei Eingabex zufällig wählt, ob sieN oderN ′ bei Eingabe
x simuliert. Dann gilt

Pr[M(x) = ja] =
Pr[N(x) = ja] + Pr[N ′(x) = ja]

2

und somit

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] ≥
1/2 + 1/2(1 + ε)

2
= 1/2 + ε/4 > 1/2

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] ≤
1/2− ε + 1/2(1 + ε)

2
= 1/2− ε/4 < 1/2.

�
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Eine direkte Folgerung von Lemma 6.3 ist der Komplementabschluss vonPP.

Korollar 6.4 PP = co-PP.

Tatsächlich liefert Lemma 6.3 sogar den Abschluss vonPP unter symmetrischer Dif-
ferenz.

Theorem 6.5 PP ist unter symmetrischer Differenz abgeschlossen, d.h.

L1, L2 ∈ PP⇒ L1△L2 = (L1 \ L2) ∪ (L2 \ L1) ∈ PP.

Beweis Nach obigem Lemma existieren PPTMsM1 undM2 mit

x ∈ Li ⇒ Pr[Mi(x) = ja] = 1/2 + ǫi,

x /∈ Li ⇒ Pr[Mi(x) = ja] = 1/2− ǫi.

wobei ǫ1, ǫ2 > 0 sind und vonx abhängen dürfen. Dann hat die PPTMM , die bei
Eingabex zunächstM1(x) und dannM2(x) simuliert und nur dann akzeptiert, wenn
dies genau eine der beiden Maschinen tut, eine Akzeptanzwk von

Pr[M1(x) = ja] · Pr[M2(x) = nein] + Pr[M1(x) = nein] · Pr[M2(x) = ja].

Folglich akzeptiertM alle Eingabenx ∈ (L1 \ L2) ∪ (L2 \ L1) mit Wk

Pr[M(x) = ja] = (1/2 + ǫ1)(1/2 + ǫ2) + (1/2− ǫ1)(1/2− ǫ2) = (1/2 + 2ǫ1ǫ2) > 1/2

und alle Eingabenx ∈ (L1 ∩ L2) ∪ L1 ∪ L2 mit Wk

Pr[M(x) = ja] = (1/2 + ǫ1)(1/2− ǫ2) + (1/2− ǫ1)(1/2 + ǫ2) = (1/2− 2ǫ1ǫ2) < 1/2.
�

Anfang der 90er Jahre konnte auch der Abschluss vonPP unter Schnitt und Vereini-
gung bewiesen werden. In den Übungen werden wir sehen, dass folgendes Problem
PP-vollständig ist.

MajoritySat (M AJSAT ):

Gegeben: Eine boolsche FormelF (x1, . . . , xn).

Gefragt: Wird F von mindestens der Hälfte aller2n Belegungen erfüllt?

Definition 6.6 SeiM einePPTMund seiL = L(M). M heißt

• BPPTM, falls für allex gilt: Pr[M(x) 6= L(x)] ≤ 1/3,

• RPTM, falls für allex 6∈ L gilt: M(x) = nein,

• ZPPTM, falls für allex gilt: Pr[M(x) = L̄(x)] = 0 undPr[M(x) =?] ≤ 1/2.

Die KlasseBPP (bounded error probabilistic polynomial time) enthält alle Sprachen,
die von einerBPPTMakzeptiert werden. Entsprechend sind die KlassenRP (random
polynomial time) undZPP (zero error probabilistic polynomial time) definiert.
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Man beachte, dass wir im Falle einer RPTM oder BPPTMM o.B.d.A. davon ausgehen
können, dassM niemals ein ? ausgibt. Allerdings ist nicht ausgeschlossen, dassM
ein falsches ErgebnisM(x) = L̄(x) liefert. Probabilistische Algorithmen mit dieser
Eigenschaft werden auch alsMonte Carlo Algorithmen bezeichnet. Im Unterschied
zu einer BPPTM, die bei allen Eingabenx „lügen“ kann, ist dies einer RPTM nur im
Fall x ∈ L erlaubt. Man spricht hier auch vonein- bzw. zweiseitigem Fehler. Eine
ZPPTM M darf dagegen überhaupt keine Fehler machen. Algorithmen von diesem
Typ werden alsLas Vegas Algorithmenbezeichnet.

Theorem 6.7 ZPP = RP ∩ co-RP.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar. Für die umgekehrte Richtung sei
L eine Sprache inRP ∩ co-RP. Dann existieren RPTMsM1 und M2 für L und L,
wobei wir annehmen, dassM1 und M2 niemals ein ? ausgeben. Weiter seiM2 die
PPTM, die ausM2 durch Vertauschen vonqja undqnein hervorgeht. Dann gilt

x ∈ L ⇒ Pr[M1(x) = ja] ≥ 1/2 ∧ Pr[M 2(x) = ja] = 1,

x /∈ L ⇒ Pr[M1(x) = nein] = 1 ∧ Pr[M 2(x) = nein] ≥ 1/2.

M1 kann also nur Eingabenx ∈ L akzeptieren, währendM 2 nur Eingabenx /∈ L
verwerfen kann. Daher kann die KombinationM1(x) = ja undM 2(x) = nein nicht
auftreten. Weiter ergeben sich hieraus für die PPTMM , die bei Eingabex die beiden
PPTMsM1(x) undM 2(x) simuliert und sich gemäß der Tabelle

M1(x) = ja M1(x) = nein

M 2(x) = ja ja ?

M 2(x) = nein − nein

verhält, folgende Äquivalenzen:

M(x) = ja ⇔ M1(x) = ja,

M(x) = nein ⇔ M2(x) = nein.

Nun ist leicht zu sehen, dass folgende Implikationen gelten:

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] = Pr[M1(x) = ja] ≥ 1/2 und

Pr[M(x) = nein] = Pr[M 2(x) = nein] = 0

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] = Pr[M 2(x) = nein] ≥ 1/2 und

Pr[M(x) = ja] = Pr[M1(x) = ja] = 0.

Dies zeigt, dassM eine ZPPTM fürL ist, da für alle Eingabenx gilt:

Pr[M(x) = L̄(x)] = 0 und Pr[M(x) =?] ≤ 1/2.
�



6.1 Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit 42

6.1 Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie sich fürRP-, ZPP- undBPP-MaschinenM die
Wahrscheinlichkeit Pr[M(x) 6= L(x)] für ein inkorrektes oder indifferentes Ergebnis
auf einen exponentiell kleinen Wert2−q(|x|) reduzieren lässt. Wir betrachten zunächst
den Fall einer RPTM.

Theorem 6.8 Seiq ein beliebiges Polynom. Dann existiert zu jeder SpracheL ∈ RP
eineRPTMM mit

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = ja] ≥ 1− 2−q(|x|),

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] = 1.

Beweis SeiM eine RPTM fürL. Dann gilt

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] ≤ 1/2,

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] = 1.

Betrachte die PPTMM ′, die q(|x|) Simulationen vonM ausführt und nur dann ihre
Eingabex verwirft, wennM sie bei allenq(|x|) Simulationen verwirft, und andernfalls
akzeptiert (M ′ gibt also niemals ? aus). Dann gilt

x ∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] ≤ 1/2 ⇒ Pr[M ′(x) = nein] ≤ 2−q(|x|),

x /∈ L ⇒ Pr[M(x) = nein] = 1 ⇒ Pr[M ′(x) = nein] = 1.
�

Ganz analog lässt sich die Zuverlässigkeit einer ZPPTM verbessern.

Theorem 6.9 Für jedes Polynomq und jede SpracheL ∈ ZPP existiert eineZPPTM
M mit Pr[M(x) =?] ≤ 2−q(|x|) bei allen Eingabenx.

Für die Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit von BPPTMsbenötigen wir das fol-
gende Lemma.

Lemma 6.10 SeiE ein Ereignis, das mit Wahrscheinlichkeit1/2 − ǫ, ǫ > 0, auftritt.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass sichE bei m = 2t + 1 unabhängigen Wieder-
holungen mehr alst-mal ereignet, höchstens1/2(1− 4ǫ2)t.

Beweis Für i = 1, . . . , m seiXi die Indikatorvariable

Xi =

{
1, EreignisE tritt beim i-ten Versuch ein,

0, sonst

undX sei die ZufallsvariableX =
∑m

i=1 Xi. Dann istX binomial verteilt mit Para-
meternm undp = 1/2− ǫ. Folglich gilt für i > m/2,

Pr[X = i] =

(
m

i

)
(1/2− ǫ)i (1/2 + ǫ)m−i

=

(
m

i

)
(1/2− ǫ)m/2 (1/2 + ǫ)m/2

(
1/2− ǫ
1/2 + ǫ

)i−m/2

≤
(

m

i

)
(1/2− ǫ)m/2 (1/2 + ǫ)m/2

︸ ︷︷ ︸
(1/4−ǫ2)

m/2

.
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Wegen
m∑

i=t+1

(
m

i

)
≤ 2m−1 =

4m/2

2

erhalten wir somit
m∑

i=t+1

Pr[X = i] ≤
(

1/4− ǫ2
)m/2

m∑

i=t+1

(
m

i

)
≤ (1− 4ǫ2)m/2

2
≤ (1− 4ǫ2)t

2
.

�

Theorem 6.11 Für jedes Polynomq und jede SpracheL ∈ BPP existiert eine
BPPTMM mit Pr[M(x) 6= L(x)] ≤ 2−q(|x|) bei allen Eingabenx.

Beweis SeiM eine BPPTM fürL. Dann gilt

Pr[M(x) 6= L(x)] ≤ 1/3 = 1/2− 1/6.

Betrachte die PPTMM ′, die bei Eingabex, |x| = n, 2t(n)+1 Simulationen vonM(x)
ausführt undx akzeptiert, fallsM bei mehr alst(n) dieser Simulationen akzeptiert,
wobeit(n) = (q(n)− 1)/ log2(9/8) ist. Dann folgt nach obigem Lemma

Pr[M ′(x) 6= L(x)] = Pr[M lügt bei mehr alst(n) Simulationen]

≤ 1/2 (1− 4/36)
t(n)

≤ 1/2 (8/9)
t(n)

= 2−q(|x|).
�

Theorem 6.12 BPP ⊆ PSK.

Beweis SeiL ∈ BPP und seiM eine BPPTM fürL. Nach vorigem Satz können wir
annehmen, dass für alle Eingabenx, |x| = n,

Pr[M(x) 6= L(x)] < 2−n

gilt. Seip eine polynomielle Zeitschranke undc ∈ N der maximale Verzweigungsgrad
von M . Setzen wirk = kgV(2, 3, . . . , c), dann können wir für eine gegebene Einga-
belängen jeder Folger = r1 · · · rp(n) aus der MengeRn = {1, . . . , k}p(n) eindeutig
eine Rechnung vonM(x) zuordnen, indem wir imi-ten Rechenschritt aus denci zur
Auswahl stehenden FolgekonfigurationenK0, . . . , Kci−1 die (ri mod ci)-te wählen.
Bezeichnen wir das Ergebnis der so beschriebenen Rechnung mit Mr(x), so gilt

Pr[M(x) 6= L(x)] = Prr∈RRn[Mr(x) 6= L(x)] < 2−n.

Daher folgt

Prr∈RRn [∃x ∈ {0, 1}n : Mr(x) 6= L(x)] ≤
∑

x∈{0,1}n

Prr∈RRn [Mr(x) 6= L(x)] < 1.

Also muss für jede Eingabelängen eine Folgern existieren, so dassMrn alle Eingaben
der Längen korrekt entscheidet. Wie wir in Korollar 5.9 gesehen haben,können die
polynomiell zeitbeschränkten Rechnungen vonMrn bei allen Eingaben der Längen
durch einen Schaltkreis polynomieller Größe simuliert werden. �



7 Die Polynomialzeithierachie

7.1 Anzahl-Operatoren

Definition 7.1 (Anzahlklassen) SeiC eine Sprachklasse und seiB ⊆ Σ∗ eine p-
balancierte Sprache inC. DurchB werden die Funktion#B : Σ∗ → N mit

#B(x) = ‖{y ∈ {0, 1}∗ | x#y ∈ B}‖
und folgende Sprachen definiert (n bezeichnet die Länge vonx):

∃B = {x ∈ Σ∗ | #B(x) > 0},
∀B = {x ∈ Σ∗ | #B(x) = 2p(n)},

∃≥1/2B = {x ∈ Σ∗ | #B(x) ≥ 2p(n)−1}
⊕B = {x ∈ Σ∗ | #B(x) ist ungerade}.

B heißteinseitig, falls #B(x) nur Werte in{0} ∪ [2p(n)−1, 2p(n)] annimmt, undzwei-
seitig, falls#B(x) keine Werte in[2p(n)/3, 2p(n)+1/3] annimmt. FürO ∈ {#, ∃, ∀,⊕}
sei

O · C = {OB | B ∈ C ist polynomiell balanciert}
die durch Anwendung des OperatorsO aufC definierte Funktionen- bzw. Sprachklasse.
Zudem definieren wir die OperatorenR undBP durch

R · C = {∃≥1/2B | B ∈ C ist einseitig}
und

BP · C = {∃≥1/2B | B ∈ C ist zweiseitig}.
Lemma 7.2 SeiC eine Sprachklasse, die unter≤log

m abgeschlossen ist. Dann gilt

(i) co-∃ · C = ∀ · co-C,
(ii) co-BP · C = BP · co-C,

(iii) ⊕ · C = ⊕ · co-C = co-⊕ · C.
Beweis (i) SeiA ∈ co-∃ · C. Dann existieren ein Polynomp und einep-balancierte

SpracheB ∈ C mit Ā = ∃B. Definiere die Sprache

B̂ = {x#y | x#y 6∈ B und|y| = p(|x|)}.
Dann istB̂ eine ebenfallsp-balancierte Sprache inco-C mit #B̂(x) = 2p(n) −
#B(x). Daher folgt

x ∈ A⇔ #B(x) = 0⇔ #B̂(x) = 2p(n),

alsoA = ∀B̂ ∈ ∀ · co-C.
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(ii) SeiA ∈ co-BP·C und seiB ∈ C einep-balancierte zweiseitige Sprache mitĀ =
∃≥1/2B. Dann ist die in(i) definiertep-balancierteco-C-SpracheB̂ ebenfalls
zweiseitig und es giltA = ∃≥1/2B̂ ∈ BP · co-C.

(iii) SeiA ∈ ⊕ · C und seiB ∈ C einep-balancierte Sprache mitA = ⊕B. Dann hat
#B̂(x) = 2p(n)−#B(x) die gleiche Parität wie#B(x) und daher giltA = ⊕B̂,
d.h.A ist in⊕ · co-C. Weiter ist

B′ = {x#0y | x#y ∈ B} ∪ {x#1p(|x|)+1}

eine(p + 1)-balancierte Sprache inC mit Ā = ⊕B′, d.h.A ∈ co-⊕ · C. �

Wir wissen bereits, dass∃ · P = NP ist. Was passiert, wenn wir diese Quantoren
wiederholt anwenden?

Lemma 7.3 SeiB ∈ C einep-balancierte Sprache und seiC unter≤log
m abgeschlos-

sen. Dann existiert für jede Funktionf ∈ FL eine q-balancierte SpracheB′ ∈ C
mit

#B′(x)/2q(|x|) = #B(f(x))/2p(|f(x)|).

Beweis Seiq ein Polynom mitp(|f(x)|) ≤ q(n) für allex der Längen und seiB′ die
Sprache

B′ = {x#y | |y| = q(n) undf(x)#y′ ∈ B},

wobeiy′ das Präfix der Längep(|f(x)|) vony bezeichnet. Dann giltB′ ≤log
m B da jedes

Präfixy′ mit f(x)#y′ ∈ B genau2q(|x|)−p(|f(x)|) Verlängerungeny mit x#y ∈ B′ hat,
folgt

#B′(x) = #B(f(x))2q(|x|)−p(|f(x)|).
�

Mit obigem Lemma ist es nun leicht, folgende Abschlusseigenschaften der Anzahl-
klassen∃ · C, ∀ · C, R · C undBP · C zu zeigen.

Lemma 7.4 SeiC eine unter≤log
m abgeschlossene Sprachklasse. Dann gilt

(i) Für O ∈ {∃, ∀, R, BP} ist O · C unter≤log
m abgeschlossen,

(ii) ∃ · ∃ · C = ∃ · C and∀ · ∀ · C = ∀ · C.

Beweis Siehe Übungen. �

Als nächstes wollen wir zeigen, dassR · P = RP ist. Hierfür benötigen wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.5 SeiM einePPTM und seiα = Pr[M(x) = ja]. Dann existieren eine
SpracheB ∈ P und ein Polynomq, so dass für alle Eingabenx, |x| = n, gilt:

α/2 < Pry∈R{0,1}q(n) [x#y ∈ B] ≤ α.
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Beweis Sei p eine polynomielle Zeitschranke fürM und seik = kgV(2, 3, . . . , c),
wobeic ∈ N der maximale Verzweigungsgrad vonM ist. Wie im Beweis der Inklusion
von BPP in PSK (siehe Satz 6.12) können wir die Rechnungen vonM bei Eingaben
der Längen durch Folgenr ∈ {1, . . . , k}p(n) beschreiben, so dass

Pr[M(x) = ja] = Prr∈RRn [Mr(x) = ja]

ist, wobeiMr(x) das Ergebnis vonM(x) bei der durchr beschriebenen Rechnung
bezeichnet. Sei nunq(n) = ⌈log2(k

p(n))⌉ und seiDn ⊆ {0, 1}q(n) die Menge der ersten
kp(n) Binärstrings der Längeq(n). Dann können die Folgenr ∈ Rn durch Binärstrings
y ∈ Dn kodiert werden. Betrachte nun folgende PPTMM ′:

M ′(x) rät zufällig einen Binärstringy ∈ {0, 1}q(n). Ist y Kodierung einer
Folger ∈ Rn, so verhält sichM ′ wie Mr(x), andernfalls verwirftM ′.

Definieren wirβ(n) = ‖Dn‖/2q(n), so istβ(n) ∈ (1/2, 1], daDn mehr als die Hälfte
aller Strings der Längeq(n) enthält. Zudem akzeptiertM ′(x) mit Wk

Pr[M ′(x) = ja] = Pr[y ∈ Dn] · Pr[M ′(x) = ja | y ∈ Dn] = β(n)Pr[M(x) = ja].

Es genügt also,B = {x#y | y ∈ {0, 1}q(n), M ′
y(x) = ja} zu wählen. �

Korollar 7.6 R · P = RP.

Für die GleichheitBP ·P = BPP genügt eine einfache Modifikation des obigen Lem-
mas.

Lemma 7.7 SeiM einePPTM und seiβ = Pr[M(x) = ja] − 1/2. Dann existieren
eine SpracheB′ ∈ P und ein Polynomq′, so dass für alle Eingabenx, |x| = n, gilt:

β/2 < Prz∈R{0,1}q′(n) [x#z ∈ B′]− 1/2 ≤ β.

Beweis Der Beweis verläuft vollkommen analog, nur dass wir jetzt anstelle vonM ′

folgende PPTMM ′′ betrachten.

M ′′(x) rät zufällig einen Binärstringy ∈ {0, 1}q(n) und ein Bitb ∈ {0, 1}.
Ist y Kodierung einer Folger ∈ Rn, so verhält sichM ′′ wie Mr(x), an-
dernfalls akzeptiertM ′′ genau dann, wennb = 0 ist.

Dann akzeptiertM ′′(x) mit Wk

Pr[y ∈ Dn]︸ ︷︷ ︸
β(n)

·Pr[M ′′(x) = ja | y ∈ Dn]︸ ︷︷ ︸
Pr[M(x)=ja]

+ Pr[y 6∈ Dn]︸ ︷︷ ︸
1−β(n)

·Pr[M ′′(x) = ja | y 6∈ Dn]︸ ︷︷ ︸
1/2

= β(n)(Pr[M(x) = ja]− 1/2) + 1/2.

Wir können alsoq′(n) = q(n) + 1 undB′ = {x#z | z ∈ {0, 1}q′(n), M ′′
z (x) = ja}

wählen, wobeiM ′′
z (x) das Ergebnis der Rechnung vonM ′′(x) bei Verwendung des

Zufallsstringsz = yb beschreibt. �

Korollar 7.8 BP · P = BPP.

Wir sehen also, dass die Anwendung der Operatoren∃, ∀, R undBP auf die KlasseP
die uns bereits bekannten KlassenNP, co-NP, RP undBPP liefert.
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7.2 Die Polynomialzeithierachie

Definition 7.9 Die Polynomialzeithierachiebesteht aus den StufenΣp
k undΠp

k, k ≥
0, welche induktiv wie folgt definiert sind:

Σp
0 = P, Πp

0 = P,

Σp
k+1 = ∃ · Πp

k, Πp
k+1 = ∀ · Σp

k, k ≥ 0.

Die Vereinigung aller Stufen der Polynomialzeithierachiebezeichnen wir mitPH,

PH =
⋃

k≥0

Σp
k =

⋃

k≥0

Πp
k.

Es ist leicht zu sehen, dassΣp
k = co-Πp

k ist. Es ist nicht bekannt, ob die Polynomial-
zeithierachie echt ist, alsoΣp

k 6= Σp
k+1 für allek ≥ 0 gilt. Die AnnahmeΣp

k = Σp
k+1 ist

mit einem Kollaps vonPH auf diek-te Stufe äquivalent. Es gilt allerdings als unwahr-
scheinlich, dass die Polynomialzeithierachie auf eine kleine Stufe kollabiert.

Theorem 7.10 Für alle k ≥ 0 gilt: Σp
k = Σp

k+1 ⇔ Σp
k = Πp

k ⇔ PH = Σp
k.

Beweis WegenΠp
k ⊆ Σp

k+1 impliziert die InklusionΣp
k = Σp

k+1 sofort Πp
k ⊆ Σp

k,
was mitΣp

k = Πp
k gleichbedeutend ist. Für die zweite Implikation zeigen wirdurch

Induktion überl, dass unter der VoraussetzungΣp
k = Πp

k alle StufenΣp
l , l ≥ k, in Σp

k

enthalten sind. Der Induktionsanfangl = k ist klar. Für den Induktionsschritt setzen
wir die GleichheitΣp

l = Σp
k (bzw.Πp

l = Πp
k) voraus und folgern

Σp
l+1 = ∃ ·Πp

l = ∃ · Πp
k = ∃ · Σp

k = Σp
k.

Die ImplikationPH = Σp
k ⇒ Σp

k = Σp
k+1 ist klar. �

Als Folgerung hieraus ergibt sich, dass eineNP-vollständige Sprache nicht inP (bzw.
co-NP) enthalten ist, außer wennPH aufP bzw.NP kollabiert.

Als nächstes zeigen wir, dassBPP in der zweiten Stufe der Polynomialzeithierarchie
enthalten ist.

Theorem 7.11 BPP ⊆ Σp
2 ∩ Πp

2.

Beweis SeiA ∈ BPP. Dann existiert eine SpracheB ∈ P und ein Polynomp mit

‖{y ∈ {0, 1}p(n) | A(x) = B(x#y)}‖ ≥ (1− 2−n)2p(n).

Sei⊕ die bitweise XOR-Operation auf{0, 1}n, d.h.

x1 · · ·xn ⊕ y1 · · ·yn = z1 · · · zn, wobeizi = xi ⊕ yi

und sei
Bx = {y ∈ {0, 1}p(n) | x#y ∈ B}.
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Wie wir gleich sehen werden, können wir dann für allex mit 2|x| > p(|x|) die Zuge-
hörigkeit vonx zuA durch

x ∈ A⇔ ∃u1, . . . , up(n) ∈ {0, 1}p(n)∀v ∈ {0, 1}p(n)∃i : v ⊕ ui ∈ Bx (7.1)

charakterisieren. Dies beweist, dassA zuΣp
2 gehört, da die Sprache

B′ = {x#u1 · · ·up(n)#v | |u1| = · · · = |up(n)| = |v| = p(n), ∃i : v ⊕ ui ∈ Bx}

in P entscheidbar ist. Wir zeigen zuerst die Richtung von rechtsnach links der Äqui-
valenz (7.1). Hierzu nehmen wir an, dass Wörteru1, . . . , up(n) ∈ {0, 1}p(n) existieren,
so dass für jedesv ∈ {0, 1}p(n) zumindest ein Wort der Formv ⊕ ui in Bx enthalten
ist. Dann müssen diep(n) Mengen

Bx ⊕ ui = {v ⊕ ui | v ∈ Bx} = {v | v ⊕ ui ∈ Bx},

die alle gleichmächtig zuBx sind, ganz{0, 1}p(n) abdecken, also‖Bx‖ ≥ 2p(n)/p(n)
sein. Dann muss aberx zuA gehören, daBx im Fall x ∈ A höchstens2−n2p(n) Wörter
enthält.

Zum Nachweis der Implikation von links nach rechts seix ∈ A angenommen. DaBx

mindestens(1−2−n)2p(n) Wörter enthält, wird ein fester Stringv ∈ {0, 1}p(n) mit Wk

Pru∈R{0,1}p(n) [v ⊕ u 6∈ Bx] ≤ 2−n

nicht durch eine einzelne MengeBx ⊕ u abgedeckt. Folglich wirdv mit Wk

Pru1,...,up(n)∈R{0,1}p(n) [∀i : v ⊕ ui 6∈ Bx] ≤ (2−n)p(n) = 2−np(n).

von keiner der MengenBx⊕ui, i = 1, . . . , p(n), abgedeckt. Somit existiert ein solches
v mit Wk

Pru1,...,up(n)∈R{0,1}p(n) [∃v ∈ {0, 1}p(n)∀i : v ⊕ ui 6∈ Bx] ≤ 2p(n)2−np(n).

Da diese Wahrscheinlichkeit fürn > 1 kleiner als1 ist, muss es für jedesx mit |x| > 1
Wörteru1, . . . , up(n) ∈ {0, 1}p(n) geben, so dass die MengenBx⊕ui, i = 1, . . . , p(n),
alle Stringsv abdecken. Die Zugehörigkeit vonBPP zuΠp

2 ergibt sich unmittelbar aus
dem Komplementabschluss vonBPP. �

Starten wir in obigem Beweis mit einer SpracheA in BP · co-NP (d.h. die MengeB
gehört zuco-NP), dann folgt ebenfallsA ∈ Σp

2, da die Sprache

B′ = {x#u1# · · ·#up(n)#v | ∃i : v ⊕ ui ∈ Bx}

in co-NP entscheidbar und∃ · ∀ · co-NP = Σp
2 ist.

Korollar 7.12 BP · co-NP ⊆ Σp
2 bzw.BP ·NP ⊆ Πp

2.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, dassNP-vollständige Sprachen nicht in
BP · co-NP = co-BP · NP enthalten sind, außer wennPH = BP · NP ist. Hierfür
benötigen wir noch gewisse Abschlusseigenschaften der KlasseBP · NP.
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Definition 7.13 A ist aufB disjunktiv reduzierbar(in Zeichen:A ≤log
disj B), falls eine

Funktionf ∈ FL existiert, die für jedes Wortx eine Listey1# · · ·#ym von Wörternyi

liefert mit
x ∈ A⇔ ∃i ∈ {1, . . . , m} : yi ∈ B.

Gilt dagegen
x ∈ A⇔ ‖{i ∈ {1, . . . , m} | yi ∈ B} ≥ m/2,

so heißtA majority-reduzierbaraufB, wofür wir auch kurzA ≤log
maj B schreiben.

Es ist leicht zu sehen, dass die KlassenP, NP undco-NP unter beiden Typen von Re-
duktionen abgeschlossen sind. Das folgende Lemma lässt sich vollkommen analog zu
Satz 6.11 beweisen, in dem wir BPPTMs mit exponentiell kleiner Fehlerwk konstruiert
haben.

Lemma 7.14 Falls C unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist, existieren für je-
de SpracheA ∈ BP · C und jedes Polynomp eine SpracheB ∈ C und ein Polynomq,
so dass für allex, |x| = n, gilt

‖{y ∈ {0, 1}q(n) | A(x) = B(x#y)}‖ ≥ (1− 2−p(n))2q(n).

Nun können wir den Abschluss vonBP·C unter demBP-Operator zeigen, fallsC unter
majority-Reduktionen abgeschlossen ist.

Theorem 7.15 Für jede KlasseC, die unter majority-Reduktionen abgeschlossen ist,
gilt

BP · BP · C = BP · C.

Beweis Sei L ∈ BP · BP · C. Da mit C auchBP · C unter majority-Reduktionen
abgeschlossen ist, existieren eine SpracheA ∈ BP · C und ein Polynomp, so dass für
allex, |x| = n, gilt

‖{y ∈ {0, 1}p(n) | L(x) = A(x#y)}‖ ≥ (5/6)2
p(n).

Zudem existieren eine SpracheB ∈ C und ein Polynomq, so dass für allex und
y ∈ {0, 1}p(n) gilt

‖{z ∈ {0, 1}q(m) | A(x#y) = B(x#y#z)}‖ ≥ (5/6)2
q(m),

wobeim = n + p(n) + 1 ist. Daher folgt fürp′(n) = p(n) + q(n + p(n) + 1) und
B′ = {x#yz | |y| = p(|x|), |z| = q(|x|+ p(|x|) + 1), x#y#z ∈ B} ∈ C,

x ∈ L⇒ ‖{u ∈ {0, 1}p′(n) | x#u ∈ B′}‖ ≥ (5/6)
2 2p′(n) > (2/3)2

p′(n),

x 6∈ L⇒ ‖{u ∈ {0, 1}p′(n) | x#u ∈ B′}‖ ≤ (1/6 + 5/6 · 1/6)2
p′(n) < (1/3)2

p′(n)

und somitL ∈ BP · C. �
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Folglich sind die KlassenBPP undBP · NP unter demBP-Operator abgeschlossen.
Analog folgt für jede SprachklasseC, die unter disjunktiven Reduktionen abgeschlos-
sen ist,

R · R · C = R · C.

Das folgende Lemma zeigt, dassBP · NP auch unter dem∃-Operator abgeschlossen
ist.

Lemma 7.16 SeiC eine unter≤log
maj abgeschlossene Sprachklasse. Dann gilt

∃ · BP · C ⊆ BP · ∃ · C.

Beweis SeiL ∈ ∃·BP · C. Dann existieren eine SpracheA ∈ BP · C und ein Polynom
p mit

x ∈ L⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(n) : x#y ∈ A.

wobein = |x| ist. Zup undA existieren ein Polynomq und eine SpracheB ∈ C mit

x#y ∈ A⇒‖{z ∈ {0, 1}q(n) | x#y#z ∈ B}‖ ≥ (1− 2−p(n)−2)2q(n),

x#y 6∈ A⇒‖{z ∈ {0, 1}q(n) | x#y#z ∈ B}‖ ≤ (2−p(n)−2)2q(n).

Nun folgt für die SpracheA′ = {x#z | |z| = q(n), ∃y ∈ {0, 1}p(n) : x#y#z ∈ B}

x ∈ L⇒ ‖{z ∈ {0, 1}q(n) | x#z ∈ A′}‖ ≥ (1− 2−p(n)−2)2q(n) > (2/3)2
q(n),

x 6∈ L⇒ ‖{z ∈ {0, 1}q(n) | x#z ∈ A′}‖ ≤ 2p(n)(2−p(n)−2)2q(n) < (1/3)2
q(n)

und somitL ∈ BP · ∃ · C. �

Theorem 7.17 NP ⊆ BP · co-NP⇒ PH = BP · NP.

Beweis GelteNP ⊆ BP · co-NP. Wir zeigen durch Induktion überk, dass dann auch
die KlassenΣp

k, k ≥ 0, in BP · co-NP enthalten sind. Der Induktionsanfangk = 0
ist klar. Für den Induktionsschritt setzen wir die InklusionenNP ⊆ BP · co-NP und
Σp

k ⊆ BP · co-NP (was mitΠp
k ⊆ BP · NP gleichbedeutend ist) voraus und folgern

Σp
k+1 = ∃ · Πp

k

⊆ ∃ · BP · NP

⊆ BP · ∃ · NP

= BP · NP

⊆ BP · BP · co-NP

= BP · co-NP.
�



8 Das Graphisomorphieproblem

8.1 Iso- und Automorphismen

In diesem Kapitel wollen wir die Komplexität des Graphisomorphieproblems unter-
suchen. Hierbei bedeutet es keine Einschränkung, wenn wir voraussetzen, dass beide
Graphen dieselbe KnotenmengeV = {1, . . . , n} besitzen.

Definition 8.1 SeienGi = (V, Ei), i = 1, 2, ungerichtete Graphen mitV =
{1, . . . , n} undEi ⊆

(
V
2

)
. Eine Permutationϕ ∈ Sn heißtIsomorphismuszwischen

G1 undG2, falls gilt

∀u, v ∈ V : {u, v} ∈ E1 ⇔ {ϕ(u), ϕ(v)} ∈ E2.

In diesem Fall heißenG1 undG2 isomorph (in ZeichenG1
∼= G2).

Setzen wir alsoϕ(E1) = {{ϕ(u), ϕ(v)} | {u, v} ∈ E1} undϕ(G1) = (V, ϕ(E1)), so
ist ϕ genau dann ein Isomorphismus zwischenG1 undG2, wennG2 = ϕ(G1) ist.

Graphisomorphieproblem (GI):

Gegeben: Zwei ungerichtete GraphenG1 undG2.

Gefragt: SindG1 undG2 isomorph?

Es ist leicht zu sehen, dass GI inNP liegt. GI konnte bisher jedoch im Unterschied zu
fast allen anderen Problemen inNP weder alsNP-vollständig, noch als effizient lösbar
(d.h. GI∈ P) klassifiziert werden. Auch die Zugehörigkeit von GI zuNP∩ co-NP ist
offen.

Eng verwandt mit GI ist das Problem, für einen gegebenen Graphen die Existenz eines
nichttrivialen Automorphismus’ zu entscheiden.

Definition 8.2 SeiG = (V, E) ein Graph. Eine Permutationϕ ∈ Sn heißtAutomor-
phismusvonG (kurz:ϕ ∈ Aut(G)), fallsϕ(G) = G ist.

Es ist leicht zu sehen, dassAut(G) eine Untergruppe vonSn bildet. Insbesondere be-
sitzt jeder Graph zumindest einen Automorphismus, nämlichdie Identitätid , die auch
als trivialer Automorphismus bezeichnet wird.

Graphautomorphieproblem (GA):

Gegeben: Ein ungerichteter GraphG.

Gefragt: BesitztG einen nichttrivialen Automorphismus?
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Für einen GraphenG = (V, E) mit V = {1, . . . , n} bezeichne

Iso(G) = {ϕ(G) | ϕ ∈ Sn}

die Menge aller Graphen mit KnotenmengeV , die isomorph zuG sind.

Lemma 8.3 Für jeden GraphenG = (V, E) mit V = {1, . . . , n} gilt

(i) ‖Iso(G)‖ = n!
‖Aut(G)‖

,

(ii) ‖{(H, π) | H ∈ Iso(G), π ∈ Aut(H)}‖ = n!.

Beweis

(i) Wir nennen zwei Permutationenϕ undπ äquivalent, fallsϕ(G) = π(G) ist. Da
Aut(G) eine Untergruppe vonSn ist, folgt

ϕ(G) = π(G)⇔ ϕ−1(π(G)) = G

⇔ ϕ−1 ◦ π ∈ Aut(G)

⇔ ϕ−1 ◦ π ◦ Aut(G) = Aut(G)

⇔ ϕ ◦ Aut(G) = π ◦ Aut(G).

Zwei Permutationen sind also genau dann äquivalent, wenn sie in der gleichen
Nebenklasse vonAut(G) liegen, d.h.

‖{ϕ(G) | ϕ ∈ Sn}‖ = ‖{ϕ ◦ Aut(G) | ϕ ∈ Sn}‖.

Aus der Gruppentheorie wissen wir jedoch, dass die Nebenklassen vonAut(G)
die GruppeSn in gleichmächtige Teilmengen partitionieren und daher genau

n!
‖Aut(G)‖

verschiedene Nebenklassen existieren.

(ii) Aus (i) folgt sofort

‖{(H, π) | H ∈ Iso(G), π ∈ Aut(H)}‖ =
∑

H∈Iso(G)

‖Aut(H)‖︸ ︷︷ ︸
=‖Aut(G)‖

= n!.

�

8.2 GI liegt in co-BP·NP

Als nächstes wollen wir zeigen, dass GI fast inco-NP liegt (genauer: GI∈ BP·co-NP
bzw. GI ∈ BP · NP). Nach Satz 7.17 ist GI daher nichtNP-vollständig, außer wenn
PH = BP · NP ist. Wir betrachten zunächst folgende Verallgemeinerung desBP-
Operators.
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Definition 8.4 SeiC eine Sprachklasse. Eine SpracheL ⊆ Σ∗ gehört zuB̃P · C, falls
Funktioneng > 0 in FL undf ∈ # · C existieren, so dass für allex gilt,

x ∈ L ⇒ f(x) ≥ 2g(x),

x 6∈ L ⇒ f(x) ≤ g(x).

Bei Anwendung des̃BP-Operators auf eine SprachklasseC darf also anstelle der fest
vorgegebenen Funktiong(x) = 2p(|x|)/3 eine beliebige Funktiong > 0 aus der Klasse
FL verwendet werden. Es ist leicht zu sehen, dassNP in der KlasseB̃P · P enthalten
ist (hierzu genügt es, fürg die konstante Funktiong(x) = 1/2 zu wählen). Daher ist
BPP vermutlich echt inB̃P · P enthalten.

Theorem 8.5 GI ∈ B̃P · NP.

Beweis Seien zwei GraphenGi = (V, Ei), i = 1, 2, mit V = {1, . . . , n} gegeben.
Nach Lemma 8.3 haben die Mengen

X(Gi) = {(H, π) | H ∈ Iso(Gi), π ∈ Aut(H)}

die Mächtigkeit‖X(Gi)‖ = n! und somit folgt

G1
∼= G2 ⇒ X(G1) = X(G2) ⇒ ‖X(G1) ∪X(G2)‖ = n!

G1 6∼= G2 ⇒ X(G1) ∩X(G2) = ∅ ⇒ ‖X(G1) ∪X(G2)‖ = 2n!.

Da die Sprache

B = {〈G1, G2〉#〈H, π〉 | (H, π) ∈ X(G1) ∪X(G2)}

in NP entscheidbar und die Funktiong(G1, G2) = n! in FL berechenbar ist, folgt
GI ∈ B̃P · NP. �

8.3 Lineare Hashfunktionen

Definition 8.6 Lin(m, k) bezeichne die Menge aller linearen Funktionen von{0, 1}m
nach{0, 1}k.

Bemerkung 8.7 Jede Funktionh ∈ Lin(m, k) lässt sich eineindeutig durch eine Ma-
trix Ah = (aij) ∈ {0, 1}k×m beschreiben, d.h. es gilt

h(y1 · · · ym) = z1 · · · zk ⇔




a11 · · · a1m
...

...
ak1 · · · akm







y1
...

ym


 =




z1
...
zk


 .

Bezeichnen wir also die Abbildungy1 · · · ym 7→ ai1y1 ⊕ · · · ⊕ aimym mit hi, so gilt
zi = hi(y1 · · ·ym) für i = 1, . . . , k.
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Lemma 8.8 Sei∅ 6= B ⊆ {0, 1}m−{0m} und für eine zufällig unter Gleichverteilung
gewählte Funktionh ∈R Lin(m, k) seiS die ZV

S = ‖{y ∈ B | h(y) = 0k}‖.

Dann gilt

E(S) = 2−k‖B‖,
Var(S) = 2−k(1− 2−k)‖B‖.

Beweis Seiy ein beliebiger String inB. Wir zeigen zuerst, dassh(y) jeden Wertz ∈
{0, 1}k mit derselben Wk2−k annimmt. Wegeny 6= 0m existiert ein Indexj mit yj = 1.
Da sich der Wert vonhi(y) ändert, falls wir das Bitaij in Ah flippen, haben die beiden
MengenH0 = {h | hi(y) = 0} undH1 = {h | hi(y) = 1} die gleiche Mächtigkeit,
was Pr[hi(y) = 0] = Pr[hi(y) = 0] = 1/2 impliziert. Da die einzelnen Zeilen vonAh

unabhängig gewählt werden, sind auch die Werteh1(y), . . . , hk(y) unabhängig, und es
folgt

Pr[h(y) = 0k] = Pr[h1(y) = · · · = hk(y) = 0] =
k∏

i=1

Pr[hi(y) = 0]︸ ︷︷ ︸
1/2

= 2−k.

WegenS =
∑

y∈B Sy, wobei

Sy :=

{
1, h(y) = 0k

0, sonst.

die Indikatorvariable für das Ereignish(y) = 0k ist, folgt nun

E(S) =
∑

y∈B

E(Sy) =
∑

y∈B

Pr[Sy = 1] =
∑

y∈B

Pr[h(y) = 0k] = 2−k‖B‖.

Weiter folgt wegenS2
y = Sy, dass

Var(Sy) = E(S2
y)− E(Sy)

2 = 2−k − 2−2k = 2−k(1− 2−k) < E(S)

ist. Als nächstes zeigen wir, dass die ZufallsvariablenSy, y ∈ B, paarweise stochas-
tisch unabhängig sind. Seieny, y′ zwei Strings inB und seij eine Position mityj = 0
undy′

j = 1 (falls nötig, vertauschen wiry undy′). Dann ändert sich durch Flippen von
aij zwar der Wert vonhi(y

′), aberhi(y) bleibt unverändert. Folglich sind die beiden
MengenH ′

0 = {h | hi(y) = 0 ∧ hi(y
′) = 0} undH ′

1 = {h | hi(y) = 0 ∧ hi(y
′) = 1}

gleich groß, woraus
Pr[hi(y

′) = 0 | hi(y) = 0] = 1/2.

folgt. Dies wiederum impliziert

Pr[hi(y) = hi(y
′) = 0] = Pr[hi(y) = 0]︸ ︷︷ ︸

1/2

·Pr[hi(y
′) = 0 | hi(y) = 0]︸ ︷︷ ︸

1/2

= 1/4,
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was

Pr[Sy = Sy′ = 1] =

k∏

i=1

Pr[hi(y) = hi(y
′) = 0] = 4−k = Pr[Sy = 1] · Pr[Sy′ = 1].

nach sich zieht. Da alsoSy undSy′ für y 6= y′ stochastisch unabhängig sind, folgt

Var(S) =
∑

y∈B

Var(Sy) = 2−k(1− 2−k)‖B‖.
�

Theorem 8.9 BP · NP = B̃P · NP.

Beweis Für die Inklusion von links nach rechts genügt es, fürg die Funktiong(x) =

2p(|x|)/3 zu wählen. Für die umgekehrte Inklusion seiL eine Sprache iñBP ·NP. Dann
existieren Funktioneng(x) > 0 in FL undf(x) in #NP mit

x ∈ L ⇒ f(x) ≥ 2g(x),

x /∈ L ⇒ f(x) ≤ g(x).

Zu f existieren einep-balancierte NP-SpracheA für ein Polynomp mit

f(x) = #A(x) = ‖{y ∈ {0, 1}p(|x|) | x#y ∈ A}‖,
wobei wir o.B.d.A. annehmen, dassA keine Wörter der Formx#0m enthält. Für eine
Eingabex sei

Bx = {y1 . . . y5 | ∀i = 1, . . . , 5 : |yi| = p(|x|) undx#yi ∈ A}.
Wegen‖Bx‖ = f(x)5 enthältBx für allex ∈ L mindestens25g(x)5 und für allex 6∈ L
höchstensg(x)5 Strings der Längem(x) = 5p(|x|). Setze nunk(x) = ⌈log2(2

2g(x)5)⌉
und betrachte die NP-Sprache

B′ = {x#h | h ∈ Lin(m(x), k(x)) und∃y ∈ Bx : h(y) = 0k(x)}.
Dann ist für eine zufällig ausLin(m(x), k(x)) gewählte Funktionh das Ereignis
x#h ∈ B′ gleichbedeutend mit dem EreignisSx ≥ 1 für die Zufallsvariable

Sx = ‖{y ∈ Bx | h(y) = 0k(x)}‖.
Daher reicht es zu zeigen, dass das EreignisSx ≥ 1 im Fall x ∈ L mindestens mit Wk
2/3 und im Fallx 6∈ L höchstens mit Wk1/3 eintritt. Nach Lemma 8.8 gilt

Var(Sx) < E(Sx) = 2−k(x)‖Bx‖.
Für x ∈ L ist ‖Bx‖ ≥ 25g(x)5, alsoE(Sx) ≥ 252−k(x)g(x)5 ≥ 4. Daher folgt mit
Tschebyscheff

Pr[Sx = 0] ≤ Pr[|Sx − E(Sx)| ≥ E(Sx)] ≤
Var(Sx)

E(Sx)2
≤ 1

E(Sx)
≤ 1

4
,

was Pr[Sx ≥ 1] ≥ 3/4 impliziert. Und daBx im Fall x 6∈ L höchstensg(x)5 Strings
enthält, folgt

Pr[Sx ≥ 1] =

∞∑

i=1

Pr[Sx = i] ≤
∞∑

i=0

i · Pr[Sx = i] = E(Sx) ≤ 2−k(x)g(x)5 ≤ 1

4
.
�

Korollar 8.10 GI ist nichtNP-vollständig, außer wennPH = BP · NP ist.



9 Turing-Operatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir Berechnungen, die Zugriff auf eine Orakelsprache
A haben, d.h., die Information, ob bestimmte Wörter inA enthalten sind oder nicht,
kann durch eine Orakelanfrage, deren Beantwortung nur einen Rechenschritt kostet,
abgerufen werden. Auf diese Weise erhalten wir relativierte VersionenCA von Kom-
plexitätsklassenC, die alle Probleme enthalten, die relativ zum OrakelA innerhalb der
durchC vorgegebenen Ressourcen lösbar sind.

9.1 Orakel-Turingmaschinen

Definition 9.1 Eine deterministische Orakel-Turingmaschine (DOTM)M ist eine
DTM, die mit einem speziellen write-onlyOrakelbandausgerüstet ist. Außerdem be-
sitzt M drei spezielle Zuständeq?, q+, q−. Als Orakel kann eine beliebige Sprache
A ⊆ Σ∗ verwendet werden. GehtM in den Fragezustandq?, so hängt der Folge-
zustandq′ davon ab, ob das aktuell auf dem Orakelband stehende Worty zuA gehört
(in diesem Fall istq′ = q+) oder nicht (q′ = q−). In beiden Fällen wird das Orakelband
gelöscht und der Kopf an den Anfang zurückgesetzt. All dies passiert innerhalb eines
einzigen Rechenschrittes. Die unter einem OrakelA arbeitende DOTM wird mitMA

bezeichnet und die vonMA akzeptierte Spracheist L(MA).

Wir verlangen von einer Orakel-Turingmaschine, dass sie vorgegebene Ressourcen-
schranken unabhängig vom benutzten Orakel einhält.

Definition 9.2 Die Rechenzeiteiner DOTMM bei Eingabex ∈ Σ∗ ist

timeM(x) = sup
A⊆Σ∗

timeMA(x).

M ist t(n)-zeitbeschränkt, falls für alle Eingabenx gilt:

timeM(x) ≤ t(|x|).

Der Platzverbrauch einer DOTMM ist analog definiert, wobei das write-only Ora-
kelband unberücksichtigt bleibt. Eine polynomiell zeitbeschränkte DOTMM bezeich-
nen wir kurz als PDOTM. Alle unter einem OrakelA in Polynomialzeit akzeptierten
Sprachen fassen wir in der Klasse

PA = {L(MA) |M ist eine PDOTM}
zusammen.PA wird auch als dieRelativierung der KlasseP zum OrakelA bezeich-
net. Für eine SprachklasseC sei

PC =
⋃

A∈C

PA.
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FürPC (bzw.PA) schreiben wir auchP(C) (bzw.P(A)). Ebenso wie DTMs lassen sich
auch NTMs und PTMs mit einem Orakelbefragungsmechanismus ausstatten, wodurch
wir NOTMs und POTMs erhalten. Ist die Rechenzeit dieser Maschinen polynomiell
beschränkt, so bezeichnen wir sie als NPOTMs bzw. PPOTMs. Entsprechend erhalten
wir dann die relativierten KomplexitätsklassenNPA, PPA, BPPA, RPA, ZPPA, LA,
NLA, PSPACEA usw.

Theorem 9.3

(i) PP = P undNPP = NP,

(ii) PNP∩co-NP = NP ∩ co-NP undNPNP∩co-NP = NP,

(iii) NPNP = Σp
2 undNPΣp

k = Σp
k+1 für k ≥ 0.

Beweis (i) Die InklusionP ⊆ P(P) ist klar. Für die umgekehrte Richtung seiL
eine Sprache inP(P). Dann existiert eine PDOTMM und ein OrakelA ∈ P
mit L(MA) = L. SeiM ′ eine PDTM mitL(M ′) = A. Betrachte die DOTM
M ′′(x), die M(x) simuliert und jedesmal, wennM eine Orakelfragey stellt,
M ′(y) simuliert, um die Zugehörigkeit vony zuA zu entscheiden. Dann gilt

L(M ′′) = L(MA) = L

und da die Beantwortung einer Orakelfrage höchstens Zeit

max
y,|y|≤timeM (x)

timeM ′(y) = |x|O(1)

erfordert, istM ′′ polynomiell zeitbeschränkt. Die Gleichheit vonNPP undNP
lässt sich vollkommen analog zeigen.

(ii) Es reicht,PNP∩co-NP ⊆ NP∩ co-NP zu zeigen. SeiL = L(MA) für eine POTM
M und seiA ein Orakel inNP ∩ co-NP. Dann existieren NPTMsM ′ undM ′′

mit L(M ′) = A undL(M ′′) = A. Betrachte folgende NPTMM∗:

M∗(x) simuliert M(x) und jedesmal wennM eine Orakelfrage
y stellt, entscheidet sichM∗ nichtdeterministisch dafür, entweder
M ′(y) oderM ′′(y) zu simulieren. FallsM ′(y) (bzw.M ′′(y)) akzep-
tiert, führt M∗ die Simulation vonM im Zustandq+ (bzw. q−) fort.
Anderfalls brichtM∗ die Simulation vonM ab und verwirftx.

Nun gilt L(M∗) = L(MA) = L und daher istL ∈ NP. Da PNP∩co-NP unter
Komplementbildung abgeschlossen ist, istPNP∩co-NP auch inco-NP enthalten.
Die Inklusion vonNPNP∩co-NP in NP folgt vollkommen analog.

(iii) Wir zeigen zuerst die Inklusion vonΣp
2 in NPNP. Zu jeder SpracheL ∈ Σp

2 =
∃ · co-NP existieren eine SpracheA ∈ co-NP und ein Polynomp mit

x ∈ L⇔ ∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : x#y ∈ A.
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Dann istĀ ∈ NP undL wird von der NPOTMM relativ zum OrakelĀ akzep-
tiert, die bei Eingabex ein Wort y ∈ {0, 1}p(|x|) rät und bei negativer Antwort
auf die Orakelfragex#y akzeptiert.

Für die umgekehrte Richtung seiL = L(MA) für eine NPOTMM , deren Re-
chenzeit durch ein Polynomp und deren Verzweigungsgrad durch 2 beschränkt
ist, und für einNP-OrakelA. Dann existieren ein Polynomq und eine Sprache
B ∈ P mit

y ∈ A⇔ ∃z ∈ {0, 1}q(|y|) : y#z ∈ B.

Nun können wir jede Rechnungα vonM(x) durch ein Wortr = r1 · · · rp(|x|) ∈
{0, 1}p(|x|) kodieren, wobeiri im Fall, dassα im i-ten Rechenschritt nichtdeter-
ministisch verzweigt, die Richtung, und im Fall, dassα im i-ten Rechenschritt
eine Orakelfrage stellt, die Antwort angibt. Nun gilt

x ∈ L ⇔ ∃r ∈ {0, 1}p(|x|)∃z1, . . . , zp(|x|) ∈ {0, 1}q(p(|x|)) :

x#rz1, . . . , zp(|x|) ∈ C,

wobeiC alle Stringsx#rz1, . . . , zp(|x|) enthält mit

• r kodiert eine akzeptierende Rechnung vonM(x), während derm Orakel-
frageny1, . . . , ym gestellt und mita1, . . . , am beantwortet werden, und

• für i = 1, . . . , m gilt (ai = ja∧yi#(zi)≤q(|yi|) ∈ B)∨ (bi = nein∧yi /∈ A),

wobei(z)≤k das Präfix der Längek vonz bezeichnet. DaC in co-NP liegt, zeigt
diese Charakterisierung, dassL in ∃ · co-NP enthalten ist. �

9.2 Das relativierte P/NP-Problem

Theorem 9.4 (Baker, Gill und Solovay, 1975)Es gibt OrakelA undB mit

P(A) = NP(A) undP(B) 6= NP(B).

Beweis Wählen wir fürA einePSPACE-vollständige Sprache (etwa QBF), so gilt

NP(A) ⊆ NPSPACE = PSPACE ⊆ P(A).

Für die Konstruktion eines OrakelsB ⊆ {0, 1}∗ mit P(B) 6= NP(B) betrachten wir
die Testsprache

L(B) = {0n | B ∩ {0, 1}n 6= ∅}.
DaL(B) für jedes OrakelB zuNP(B) gehört, genügt es,B mittels Diagonalisierung
so zu konstruieren, dassL(B) nicht inP(B) enthalten ist.

SeiM1, M2, . . . eine Aufzählung von PODTMs mitPC = {L(MC
i ) | i ≥ 1}, wobei

wir annehmen, dass die Laufzeit vonMi durch das Polynomni + 1 beschränkt ist,

timeMi
(x) ⊆ (|x|)i + 1.
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Wir konstruierenB stufenweise als Vereinigung von SprachenBi, wobeiBi ausBi−1

durch Hinzufügen maximal eines Wortesy der Längeni entsteht und die Zahlenfolge
ni, i ≥ 0, induktiv wie folgt definiert ist:

ni =

{
0, i = 0,

min{n > (ni−1)
i−1 + 1 | ni < 2n}, i > 0.

Die Bedingungni+1 > (ni)
i +1 stellt sicher, dassMB

i (0ni) das Orakel über kein Wort
y der Länge|y| ≥ ni+1 befragen kann, und die Bedingung(ni)

i < 2ni garantiert, dass
MB

i (0ni) nicht alle Wörter der Längeni als Orakelfrage stellt.

Stufenkonstruktion von B =
⋃

i≥1 Bi:

Stufe0: B0 = ∅.
Stufe i ≥ 1: Falls M

Bi−1

i (0ni) akzeptiert, setzeBi = Bi−1. Andernfalls
setzeBi = Bi−1 ∪ {y}, wobeiy das lexikografisch kleinste Wort der
Längeni ist, das vonMBi−1

i (0ni) nicht als Orakelfrage gestellt wird.

Bi wird also in Stufei so definiert, dass0ni in einer der beiden MengenL(M
Bi−1

i (0ni))
undL(Bi) enthalten ist, aber nicht in der anderen. Da die Wahl vony in Stufei zudem
garantiert, dass sichMi(0

ni) relativ zuBi und zuBi−1 gleich verhält, und da auch das
Hinzufügen weiterer Stringsy mit |y| ≥ ni+1 zuB in den Stufenj > i keinen Einfluss
auf dieses Verhalten hat, folgt0ni ∈ L(MB

i )△L(B) und somitL(B) 6∈ P(B). �

Fast alle bisher in der Komplexitätstheorie erzielten Resultate wurden mit relativier-
baren Beweistechniken erzielt und gelten daher relativ zu einem beliebigem Orakel.
Beispiele hierfür sind alle in dieser Vorlesung gezeigten Inklusionen und Separierun-
gen von Komplexitätsklassen wie

DTIMEA(f) ⊆ NTIMEA(f) ⊆ DSPACEA(f) ⊆ NSPACEA(f) ⊆ DTIMEA(2O(f)),

die Zeit- und Platzhierarchiesätze wie

DTIMEA(g(n)) ( DTIMEA(f(n)),

falls g(n) · log g(n) = o(f(n)), oder der Satz von Savitch,

NSPACEA(s(n)) ⊆ DSPACEA(s2(n))

und der Satz von Immerman/Szelepczényi,

NSPACEA(s(n)) = co-NSPACEA(s(n)),

falls s(n) ≥ log n. Wie wir gerade gesehen haben, hängt dagegen die Antwort aufdie
Frage, obP(A) = NP(A) ist, von der Wahl des OrakelsA ab. Daher lässt sich das
P/NP-Problem nicht mit relativierbaren Beweismethoden bewältigen. Es gibt sogar
relativierte Welten, in denen alle Stufen der Polynomialzeithierarchie verschieden sind.
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Theorem 9.5 Es existiert ein OrakelB, so dassΣP
k (B) 6= ΣP

k+1(B) für alle k ≥ 0
(und somitPH(B) 6= PSPACE(B)) gilt.

Im Jahr 1981 zeigten Bennet und Gill, dass man bei zufälligerWahl des OrakelsA

P(A) 6= NP(A) 6= co-NP(A)

sogar mit Wahrscheinlichkeit 1 erhält, d.h. die KlassenP, NP und co-NP sind unter
fast allen Orakeln verschieden. Die Frage, obPH auch relativ zu einem Zufallsorakel
echt ist, ist dagegen noch offen. Die in den 80ern aufgestellte Zufallsorakelhypothe-
sebesagt, dass eine relativierte Aussage wieP(A) 6= NP(A) genau dann relativ zu
einem Zufallsorakel mit Wk1 gilt, wenn sie unrelativiert gilt. Diese Hypothese wurde
mehrfach widerlegt. Bekanntestes Beispiel ist die Gleichheit IP = PSPACE (siehe
Kapitel 11), obwohlIPA 6= PSPACEA mit Wk 1 gilt.


