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Ubungsblatt 5
Aufgabe 33 mindlich
Sei E die elliptische Kurve y? = 23 — 122 — 16 iiber R.
(a) Skizzieren Sie zeichnerisch den Verlauf von E.
(b) Berechnen Sie die Summe P + @ fiir P = (4,0) und @ = (5,7).
(¢) Berechnen Sie die Punkte 2P = P+ P und 2Q = Q + Q.
Aufgabe 34 miindlich

Sei E eine durch die Gleichung F(z,y) = 0 im R? definierte Kurve, wobei F' die Form
F(a,y) =y*—a°

(a) Das Polynom p(x) = 2* + az + b hat eine mehrfache Nullstelle.
(b) Es gilt 4a® = —27b.

(¢) Es ex. ein Punkt (z9,y0) € E, fiir den die partiellen Ableitungen ‘;—5(:1:0, yo) und
%(l’o, yo) beide 0 sind. (Ein solcher Punkt heifit singuldr.)

Aufgabe 35 miindlich

(a) Geben Sie eine geometrische Bedingung dafiir an, dass ein Punkt P auf einer
elliptischen Kurve iiber R die Ordnung 2, 3 oder 4 hat.

eigen Sie, dass eine elliptische Kurve y? = 22 + ax + b iiber nicht zyklisc
b) Z Sie, d 1 he K 2 3 b tiber F, nicht zyklisch

ist, wenn das Polynom x> + az + b drei verschiedene Nullstellen in F, hat.

Aufgabe 36 miindlich

Die Ursprungsgeraden
9(X,Y,2) = {(AX,\Y,A2) | A e R}, (X,Y,Z) € R* —{(0,0,0)}

bilden die Punkte der projektiven Ebene. Es gilt also g(X,Y,Z) = g(X',Y’, Z’), falls
ein A € R — {0} existiert mit X’ = AX, Y’ =AY und Z' = \Z.

(a) Uberlegen Sie, wie sich die affine Ebene R? in die projektive Ebene einbetten
lasst. (Hinweis: Verwenden Sie nur projektive Punkte der Form ¢(X,Y,1).)

— ax — b hat. Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind.

(b) Zeigen Sie, dass von dieser Einbettung genau die projektiven Punkte der Form
g(X,Y,0) nicht erfasst werden. Welche Punkte miisste man zum R? hinzuneh-
men, damit diese Einbettung zu einem Isomorphismus wird? Geben Sie eine
geometrische Interpretation dieser Punkte.

(c) Im R? sei durch F(z,y) = y*> — 2* —ax — b = 0 eine Kurve definiert. Wie
lasst sich hieraus eine Kurvengleichung F'(X,Y,Z) = 0 fir die Einbettung
{g(a:, y, 1) ’ F(z,y) = O} dieser Kurve in die projektive Ebene gewinnen?

(d) Fiir welche projektiven Punkte der Form ¢(X,Y,0) gilt ebenfalls F(X,Y, Z) = 0?

Aufgabe 37
Sei E die elliptische Kurve y? = 22 — 7z — 6 iiber R.

10 Punkte

(a) Skizzieren Sie zeichnerisch den Verlauf von E.
(b) Berechnen Sie die Summe P + @ fiir P = (4,+/30) und @ = (3,0).
(c) Berechnen Sie die Punkte 2P = P + P und 2Q = Q + Q.
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