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Ubungsblatt 5
Aufgabe 35 miindlich

e Geben Sie eine geometrische Bedingung dafir an, dass ein Punkt P auf einer
elliptischen Kurve iiber R die Ordnung 2, 3 oder 4 hat.

e Zeigen Sie, dass eine elliptische Kurve y? = 2% + ax + b iiber F, nicht zyklisch ist,
wenn das Polynom z3 + az + b drei verschiedene Nullstellen in F, hat.

Aufgabe 36 Die Ursprungsgeraden miindlich
9(X.Y. Z) = {(AX,\Y,\Z) | A€ R}, (XY, Z) € R® — {(0,0,0)}

bilden die Punkte der projektiven Ebene. Es gilt also ¢(X,Y, Z) = g(X',Y’, Z’), falls

ein A € R — {0} existiert mit X’ = AX, Y’ =AY und Z' = \Z.

(a) Uberlegen Sie, wie sich die affine Ebene R? in die projektive Ebene einbetten
lasst. (Hinweis: Verwenden Sie nur projektive Punkte der Form g(X,Y,1).)

(b) Zeigen Sie, dass von dieser Einbettung genau die projektiven Punkte der Form
g(X,Y,0) nicht erfasst werden. Welche Punkte miisste man zum R? hinzuneh-
men, damit diese Einbettung zu einem Isomorphismus wird? Geben Sie eine
geometrische Interpretation dieser Punkte.

(c) Im R? sei durch F(z,y) = y*> —2® —ax — b = 0 eine Kurve definiert. Wie
lasst sich hieraus eine Kurvengleichung F(X,Y,Z) = 0 fiir die Einbettung
{g(az7 y, 1) ‘ F(z,y) = 0} dieser Kurve in die projektive Ebene gewinnen?

(d) Fiir welche projektiven Punkte der Form ¢(X, Y, 0) gilt ebenfalls F'(X,Y, Z) = 07

Aufgabe 37 Wieviele Punkte haben folgende ell. Kurven tiber F,? miindlich
(a) y?> =2% — 1 im Fall ¢ =¢ 5 und

(b) y?+y =2 im Fall ¢ =3 2.

Aufgabe 38 miindlich

Eine elliptische Kurve E iiber F, (¢ = 2") enthélt neben dem Punkt O alle Lésungen
(x,y) € Fan einer Gleichung der Form

v 4+cey=a>+axr+b oder y> +ay=2a>+azx®+0 .
Leiten Sie fiir beide Gleichungen Formeln fiir die Koordinaten von —P und P + @ in

Abhéangigkeit der Koordinaten von P = (z1,y1) und @ = (x2,ys2) her.

Hinweis: Bestimmen Sie hierzu wie in der Vorlesung die Koordinaten des Schnittpunk-
tes der durch P und O (bzw. durch P und @) definierten Geraden mit der Kurve
iiber R und beachten Sie die Besonderheiten der Arithmetik in Fon.

Aufgabe 39 Sei E, die elliptische Kurve y? +y = 22 iiber F, (¢ = 2"). miindlich

(a) Sei P = (z,y) € E,;. Bestimmen Sie die Koordinaten von —P und von 2P.

(b) Bestimmen Sie die Ordnung aller Punkte P von Ejg. (Hinweis: Berechnen Sie
die Koordinaten von 4P.)

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte von Ey und von Eyg. (Hinweis: Zeigen
Sie #F1¢ = #E, und benutzen Sie den Satz von Hasse.)

Aufgabe 40 miindlich

(a) Bestimmen Sie die NAF-Darstellung der Zahl 87.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Algorithmus DOUBLEADDSUB das Vielfache 87P
des Punktes P = (2,6) auf der elliptischen Kurve E, die tiber Zj37 durch
y? = 23 + = + 26 definiert ist.

Aufgabe 41 miindlich
Bestimmen Sie die Anzahl [; aller natiirlichen Zahlen, die eine NAF-Darstellung der
Form (¢;—1,...,¢0) mit ¢;—; = 1 haben. Zeigen Sie hierzu folgende Rekursion und
finden Sie eine explizite Formel fiir [;.

[ i< 2,

! 2l 4 +1io)+1, i>3
Aufgabe 42 miindlich

Ein Dokument z soll mit dem RSA-Verfahren sowohl verschliisselt als auch signiert
werden. Beschreiben Sie, worauf hierbei zu achten ist, damit die Nachricht nicht
abgefangen und unbemerkt mit der Signatur eines Angreifers versehen werden kann.

Aufgabe 43

miindlich
Sei g ein Erzeuger von Z

 pprim (dh. Z5 = {1,...,p -1} = {g"modp | i =
1,...,p—1}). Bestimmen Sie die Ordnung ord(¢g*) = min{j > 1| (¢*)/ =, 1} von ¢
in Z7.

P

Aufgabe 44 Sei E die elliptische Kurve y? = 23 — x iiber Z;. 10 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte von E.

(b) Bestimmen Sie alle Punkte der Ordnung 1, 2, 3 und 4, sowie einen Punkt
maximaler Ordnung in F. Ist E zyklisch?



	Übungsblatt 5
	Aufgabe 35 (mündlich)
	Aufgabe 36 (mündlich)
	Aufgabe 37 (mündlich)
	Aufgabe 38 (mündlich)
	Aufgabe 39 (mündlich)
	Aufgabe 40 (mündlich)
	Aufgabe 41 (mündlich)
	Aufgabe 42 (mündlich)
	Aufgabe 43 (mündlich)
	Aufgabe 44 (10 Punkte)


