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Übungsblatt 5

Aufgabe 18

Sei C = (Cn)n∈N eine Schaltkreisfamilie der Tiefe d und Größe s über der Basis B0 (B1, bzw.
B1(p) := B1∪{MODp} für eine Primzahl p). Zeigen Sie, dass es eine äquivalente geschichtete
Schaltkreisfamilie C ′ der Größe sO(1) und Tiefe O(d) über derselben Basis gibt.

Aufgabe 19

Sei f : {0, 1}2 → Z3 definiert durch f(x1, x2) = (x1 + 1)(x2+1) mit Arithmetik über Z3.
Bestimmen Sie die Darstellung von f als multilineares Polynom f(x1, x2) = a0 + a1x1 +
a2x2 + a3x1x2 mit Koeffizienten ai ∈ Z3.

Aufgabe 20

Sei p prim, k ≥ 1 und xi ∈ {0, 1} für i = 1, . . . , n. Zeigen Sie für die Arithmetik in Zp:

a) MODp(x1, . . . , xn) = 1− (∑ni=1 xi)p−1.

b) Es gibt ein Polynom q vom Grad höchstens (p − 1)k und eine Menge D ⊆ {0, 1}n mit
‖D‖ ≥ 2n(1− p−k), so dass q(x1, . . . , xn) = ∨(x1, . . . , xn) für alle (x1, . . . , xn) ∈ D ist.

c) Es gibt ein Polynom q vom Grad höchstens (p − 1)k und eine Menge D ⊆ {0, 1}n mit
‖D‖ ≥ 2n(1− p−k), so dass q(x1, . . . , xn) = ∧(x1, . . . , xn) für alle (x1, . . . , xn) ∈ D ist.

Hinweis: Kleiner Satz von Fermat.

Aufgabe 21

Zeigen Sie, dass für m ≥ 2 gilt: ‖{u1 · · ·un ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}n | ∑ni=1 ui ≡m 0}‖/mn = 1/m
und ‖{u1 · · ·un ∈ {0, 1}n |

∑n
i=1 ui ≡m 0}‖/2n ≤ 1/2.

Aufgabe 22

Für m ≥ 1 und i = 0, . . . ,m− 1 sei

MODnm,i(x1, . . . , xn) =

1, ∑nj=1 xj ≡m i
0, sonst.

a) Zeigen Sie, dass MODm ≡cd MODm,i für i = 0, . . . ,m− 1 gilt.

b) Zeigen Sie, dass MODm ≤cd MODs gilt, falls m ein Teiler von s ist.

c) Zeigen Sie, dass MODpk ≡cd MODp gilt, falls p prim ist.
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