Tests Anpassungstests

5.8 Anpassungstests

8.1 Einfuhrung
empirische Verteilungsfunktion

8.2 EDF-Anpassungstests
Kolmogorov-Smirnov-Test
Anderson-Darling-Test
Cramer-von Mises-Test

8.3 Anpassungstest auf Normalverteilung -
Shapiro-Wilk-Test
8.4. Anpassungstests auf weitere Verteilungen
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Tests Anpassungstests

Anpassungstests
Einfiihrung

Problem
Klassische Test- und Schatzverfahren sind oft konzipiert unter
der Normalverteilungsannahme.

Frage
Gilt sie Uberhaupt?
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Tests Anpassungstests

Gilt die Normalverteilung? (1)

Hampel, 1980, Biometr. Journal

Eine Zeitlang glaubte (fast) jeder an das
'normale Fehlergesetz’,

die Mathematiker, weil sie es flr ein
empirisches Faktum hielten,

und die Anwender, weil sie es fir ein
mathematisches Gesetz hielten.
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Tests Anpassungstests

Gilt die Normalverteilung? (2)

Geary 1947, Biometrika
Normality is a myth;
there never was,

and never will be,
a normal distribution.
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Tests  Anpassungstests
Anpassungstests
(Xq, ..., Xy) iid., X; ~ F, F unbekannt.
Anpassungstest auf eine spezifizierte Verteilung:
Ho: F=Fo gegen Hi: F#Fo.
I.A. hangt F von unbekannten Parametern ab.

Anpassungstest auf eine Normalverteilung:

X —

=

Ho : F(X) = @(

Hi:F(x) # &

) (n,0 unbekannt)

Q

X —
o

=

) Yu,o,0 >0

(®: Verteilungsfunktion der Standardnormal.).

W. Késsler (Ifl — HU Berlin) Werkzeuge der empirischen Forschung

393/419



Tests Anpassungstests

Anpassungstests

Gewicht von Hilhnern

156 162 168 182 186
190 190 196 202 210
214 220 226 230 230
236 236 242 246 270

Abmessungen von Banknoten, oben (echt, falsch)
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Tests Anpassungstests

Auf der empirischen Verteilungsfunktion

beruhende Tests

Empirische Verteilungsfunktion

Seien Xy, ..., X, unabh. Beobachtungen,
X < ... < Xy die geordneten Beob.
Die Funktion

0 X< X(]_)
Fn(X) = ln Xiy < X< Xis)
1 X(n) <X

heil3t empirische Verteilungsfunktion.

Satz v. Glivento-Cantelli: F,(x) — F(x).
(Hauptsatz der math. Statistik genannt)
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Anpassungstests

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests
Kolmogorov-Smirnov-Test

D= sgp\Fn(X) — Fo(x)|

Anderson-Darling-Test

* (Fa(X) — Fo())?
Asg=n[ Fo00 (1 Fop) o™

Cramer-von Mises-Test

W-sq = n / h (Fa(X) — Fo(x)) *dFo(x)

—0o0
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Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

hier:

D ~ D, (Kolmogorov-Verteilung) approx.

[ee)
. X 2,2
limPo(D < —=) =1-2) (1)
n—oo \/ﬁ 1
(Kolmogorov, 1933).
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Tests Anpassungstests

Anpassungstests auf Normalverteilung

Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

Modifikationen fur endliche Stichproben (zur Info.)
D: D-(y/n—-0.01+0.85/y/n)
A —sq Asq-(10+0.75/n+ 2.25/n?)
W-sq: W-sq -(1.0+ 0.5/n)
Grol3e Werte von D, A-sgq und W-sq fuhren jeweils zur

Ablehnung von H.
p-Werte werden vom Programm berechnet.

Test GoF_Banknot e. sas
Test GoFDarw n. sas
auf g24. sas
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Anpassungstests
Shapiro-Wilk-Test

Vorbemerkungen:

Xi~N(p,0%), Y=

i=1...,n
Geordnete Beobachtungen:

X(l)f...SX(n) Y(l)f...SY(n).
Die Erwartungswerte
m = E(Y(i))

= i 1)?(!n_ il -/_oo td' (1) (1 — d(1))"o(t)dt

sind bekannt (und vertafelt).
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Shapiro-Wilk-Test

Approximation (Blom, 1958)
i —0.375

m~m = (0 25)

EX(i) = u+om
Xiy = p+om+e

einfaches lineares Regressionsmodell mit Parametern p, o

Ee; = 0, aber die ¢ sind nicht unabhangig.

V.= COV(Y(i), Y(j)), m' = (m]_, RN mn)

X' = (X(l), R ,X(n)).
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Tests Anpassungstests

Verallgemeinerter Kleinster Quadrat-Schéatzer von o:

m’V—1X

6= ———
m’\V—-1m

wird verglichen mit der gewohnlichen Standardabweichung s,

1 -
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Anpassungstests

Shapiro-Wilk-Statistik

g (m'V~im)? (h'X)?
fn—1) mV—2m S (% —X)2-hh
wobei h' = m'V~1 (bekannt, vertafelt).
Wegen > h; = 0 folgt:

W ist Quadrat des (empir.) Korrelationskoeffizienten von h und
X:

W =

wo (06 =X ~ )’
S (X —X)2- 50 (h —h)?’
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Tests Anpassungstests

= (Zinzl(xi — Y)(hi _ ﬁ))Z
S (X —X)2- 50 (h — h)?’

o Offenbar: 0 <W < 1.

o W = lindiziert, dass h’ = m'V~1(~ 2m’):
ein Vielfaches von X ist.
D.h. die Punkte (m, X)) liegen etwa auf einer Geraden,
was Normalverteilung indiziert.

0 Hp wird ablehnt, falls W < W,,(n).

Test GoF_Shapiro WI k. sas
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Tests Anpassungstests

Shapiro-Wilk Test

Scores des 1 Wettkampfers (5 Preisrichter)

31.2,31.2, 31.4, 32.0, 33.1

Mit der Prozedur UNIVARIATE erhalten wir s = 0.80747 und
mit der Prozedur GPLOT (Option REGEQN) ¢ = 0.805

im Regressionsmodell Y; = 1 + om + ¢

Fur die Shapiro-Wilk Statistik bekommen wir

N

W:Z—-c:0.966.

(c: Normierungsfaktor)
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Tests Anpassungstests

Shapiro-Wilk Test

Approximative Dichtefunktion von W (unter Ho)

W = (Z:Ll(xi — X)(hl i ﬁ))Z
ST (X —X)2- 30 (h — h)?’

n=10 n=>50

0.7 075 08 08 09 0% 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
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Tests Anpassungstests

Anpassungstests

e SAS verwendet eine Approximation von W.

e Der Shapiro-Wilk-Test erweist sich fur kleinere, mittlere und
groRere Stichprobenumfange als geeignetster Test (hOchste
Gute).

e Frither wurde meist der sogen. y?-Anpassungstest verwendet.
Dieser hat jedoch geringe Giite.

e W ist etwas besser als A-sq, besser als W-sq, und viel besser
als D und 2.

e D ist nur fur sehr gro3e Stichprobenumfange zu empfehlen
(n > 2000).
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Anpassungstests

e Man sollte beim Test auf Normalverteilung das
Signifikanzniveau auf « = 0.1 hochsetzen, insbesondere wenn
wenig robuste Tests (die NV verlangen) angewendet werden
sollen.

Robuste Tests haben meist geringen Effizienzverlust bei NV.
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Tests Anpassungstests

Anpassungstests

Durchfiihrung des Tests auf Normalverteilung

Unter Verwendung von fi, 7.
PROC UNIVARIATE NORMAL,
RUN;

PROC UNIVARIATE;
HISTOGRAM variable / NORMAL;
RUN;

mit vorgebenen p, o:

PROC UNIVARIATE;

HISTOGRAM variable / NORMAL(mu=0, sigma=1);
RUN;

Bem.: Mit der Prozedur UNIVARIATE (Kommando
HISTOGRAM) kdnnen Sie auch auf andere Verteilungen
testen.
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Anpassungstests

8.4 Anpassungstests auf weitere Verteilungen

x2-Anpassungstest (Pearson, 1900)
Prinzip: Daten werden in p Klassen eingeteilt.

Klassenhaufigkeiten: N,
theoretische Klassenhaufigkeiten: np;

p
(Ni — npi)?
X2 - Z np;
i=1

X? ~ x5_, asymptotisch  (bei bekannten ., %)

(Fisher, 1922)

X? ~ x5_3 approx. (bei 2 zu schatzenden Parametern,

ML-Schatzung mit gruppierten Daten oder
Minimum-y2-Schéatzung).
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Anpassungstests

x2-Anpassungstest

Nachteile des y?-Anpassungstests
e Wert von X? abhangig von Klasseneinteilung.
e - Anpassungstest auf Normalverteilung hat geringe Gite.

Diskrete Verteilungen

Hier kann der y2-Anpassungstest genommen werden
(nattrliche Klasseneinteilung)
Prozedur FREQ, Option CHISQ
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Anpassungstests

x2-Anpassungstest

Diskrete Gleichverteilung

PROC FREQ;
TABLES varl /CHISQ;
RUN;

Sonstige diskrete Verteilungen

wie oben, zusatzlich sind die Einzelwktn. explizit zu formulieren,
ICHISQ TESTP=(pq, ..., Px);

Test GoF_Poi sson. sas

Anzahlen schon gegeben

Die Variablen, die Anzahlen bezeichnen, werden durch ein
WEIGHT-Kommando angegeben.
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Anpassungstests
EDF-Tests

Stetige Verteilungen
zugelassen sind:

Normal, Gamma, Weibull, Lognormal, Exponential

HISTOGRAM varl /| Gamma;

Test _GoF_Darwi n_1. sas
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