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Übungsblatt 5
Abgabe: Montag den 25.06.2018 bis 11:10 Uhr vor der Vorlesung im Hörsaal oder bis 10:45
Uhr im Briefkasten (RUD 25, Raum 3.321). Die Übungsblätter sind in Gruppen von 2 Per-
sonen zu bearbeiten. Die Lösungen sind auf nach Aufgaben getrennten Blättern abzugeben.
Heften Sie bitte die zu einer Aufgabe gehörenden Blätter vor der Abgabe zusammen. Vermer-
ken Sie auf allen Abgaben Ihre Namen, Ihre CMS-Benutzernamen, Ihre Abgabegruppe
(z.B. AG123) aus Moodle, und Ihren Übungstermin (z.B. Do 13 Uhr bei Florian Nelles), zu
dem Sie Ihre korrigierten Blätter zurückerhalten werden.
Beachten Sie die Informationen auf der Übungswebseite (https://hu.berlin/algodat18).

Konventionen:
• Mit der Aufforderung “Analysieren Sie die Laufzeit” ist gemeint, dass Sie eine möglichst

gute obere Schranke der Zeitkomplexität angeben und diese begründen sollen.

Aufgabe 1 (Master-Theorem) 5 + 5 + 6 = 16 Punkte

1. Lösen Sie die folgenden Rekurrenzen mit Hilfe des Master-Theorems1. Geben Sie dabei
per Beweis an, welcher Fall des Master-Theorems zutrifft und ermitteln Sie die Lösung der
Rekurrenz.
a)
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b)
T (n) = 27 · T
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2. Gegeben sei die Rekurrenz

T (n) = 2 · T
(
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)
+
√

n log n.

Zeigen Sie, dass für diese Rekurrenz kein Fall des Master-Theorems zutrifft.

1 Zur Erinnerung: Das Master-Theorem besagt, dass falls eine Rekurrenz der Form T (n) = aT
(
n
b

)
+f(n) vorliegt,

wobei a ≥ 1 und b > 1 Konstanten und f(n) eine beliebige Funktion sei, dann kann T (n) asymptotisch wie
folgt beschränkt werden:

a) Falls f(n) ∈ O(nlogb a−ε), für eine Konstante ε > 0, dann gilt T (n) ∈ Θ(nlogb a).
b) Falls f(n) ∈ Θ(nlogb a), dann gilt T (n) ∈ Θ(nlogb a logn).
c) Falls f(n) ∈ Ω(nlogb a+ε), für eine Konstante ε > 0 und falls af

(
n
b

)
≤ cf(n) für eine Konstante c < 1 und

ab einem n0 > 0 für alle n ≥ n0, dann gilt T (n) ∈ Θ(f(n)).
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Aufgabe 2 (Median der Mediane) (2 + 2) + 6 = 10 Punkte

Sie planen für einen (sehr großen :-) Garten eine neue Bewässerung. Es steht schon fest, wo
die n Wasserhähne stehen sollen. Sie können aber noch die vertikale Position der Hauptleitung
variieren. Das soll so geschehen, dass die Gesamtlänge der (immer vertikalen) Zuleitungen zu
den Hähnen (gepunktete Linien) minimal wird.

1. Geben Sie eine optimale y-Koordinate für die Hauptleitung an, wenn die Wasserhähne
folgende y-Koordinaten besitzen:
a) 5 Wasserhähne mit y-Koordinaten: 3, 7, 2, 20, 11
b) 6 Wasserhähne mit y-Koordinaten: 8, 4, 17, 12, 1, 22

2. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der in O(n) diese/eine beste Position ermittelt. Begrün-
den Sie, dass der Algorithmus die geforderte Eigenschaft hat. Hinweis: Überlegen Sie
sich zunächst, wie eine Lösung für 3 Wasserhähne aussieht und was passiert, wenn weitere
hinzukommen.

Abbildung 1: Bewässerungsplan

Aufgabe 3 (Amortisierte Analyse) 9 + 5 = 14 Punkte

In der Vorlesung wurde Ihnen die amortisierte Analyse am Beispiel eines Binärzählers mit be-
schränkter Länge vorgestellt.

1. Ein Ternärzähler ist ein Zähler, der als Basis für die Zahlendarstellung die Zahl 3 benutzt.
Der Zählerstand tktk−1 . . . t0, ti ∈ {0, 1, 2}, liegt also in Ternärdarstellung vor und kodiert
die Dezimalzahl

∑k
i=0 3iti. Eine einzelne Stelle einer Zahl in Ternärdarstellung bezeichnet

man als Trit. Wir betrachten einen Ternärzähler unbeschränkter Länge. Der Ternärzähler
hat genau eine Operation increment, die den Zählerstand um 1 erhöht. Die Kosten einer
increment-Operation seien dabei die Anzahl der dafür benötigter Tritänderungen.
Zeigen Sie mittels amortisierter Analyse (Potentialmethode oder Account-Methode [= Me-
thode fiktiver Kosten]), dass die Worst-Case-Komplexität der amortisierten Tritwechsel-
kosten eines Ternärzählers unbeschränkter Länge, der n mal um 1 inkrementiert wird,
O(n) beträgt. Dabei ist der Zähler anfangs mit 0 initialisiert.



2. Gegeben sei ein Binärzähler unbeschränkter Länge, der mit 0 initialisiert wird. In der
Vorlesung haben wir die amortisierten Bitwechselkosten für die n-malige Addition der
Zahl 1 bestimmt. In dieser Aufgabe addieren wir n-mal zum Zähler die Zahl 3. Zeigen Sie,
dass dabei amortisierte Bitwechselkosten von höchstens 4 pro Addition anfallen.

Aufgabe 4 (Dynamische Programmierung) 10 Punkte

Im Katz-und-Maus-Spiel sitzt eine Katze im unteren, linken Feld eines rechteckigen Spielbretts
bestehend aus n · m Feldern mit n, m ≥ 2. Ihre Beute sitzt, in Schockstarre und in die Enge
getrieben, im rechten, oberen Feld. Die vom Hunger getriebene Katze kann sich stets nur in
Richtung der Maus, also nach oben oder nach rechts bewegen. Da es kürzlich geregnet hat,
befinden sich auf vereinzelten Feldern Wasserpfützen, wodurch diese Felder für die wasserscheue
Katze unpassierbar sind (vgl. Abbildung 2).

Abbildung 2: Darstellung einer Instanz des Katz-und-Maus-Spiels. Durch Wasserpfützen unpas-
sierbar gewordene Felder werden durch einen Wassertropfen gekennzeichnet.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der einen von der Katze begehbaren Weg von der Katze zur
Maus berechnet, falls es einen solchen Weg gibt. Gehen Sie dabei davon aus, dass das Spielfeld als
zweidimensionales Array F von Boolean-Werten gegeben ist, in dem genau die unpassierbaren
Felder, auf denen sich eine Wasserpfütze befindet, den Wert true innehaben. Die Katze befindet
sich zu Beginn auf Feld F [1][1], während sich die Maus auf Feld F [n][m] befindet. Sowohl die
Wasserpfützen als auch die Maus ändern ihre jeweiligen Positionen während des Spiels nicht.
Der zu ermittelnde Weg soll als Liste von Koordinaten der Form (x, y) zurückgegeben werden,
bzw. null, falls kein Weg existiert. Geben Sie Ihren Algorithmus in Pseudocode an, beschreiben
Sie dessen Funktionsweise und analysieren Sie seine Laufzeit.
Hinweis: Die Punktevergabe erfolgt gestaffelt nach Effizienz bezüglich der Laufzeit. Sie dürfen
unbegrenzt zusätzlichen Speicherplatz verwenden.


