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1 Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. Hier beschaftigen wir
uns mit mathematischen Modellen fiir Maschinentypen von unterschiedlicher Berech-
nungskraft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1 wurde die Turingmaschine als
ein universales Berechnungsmodell eingefthrt. In dieser Vorlesung werden wir eine
Reihe von Einschrankungen dieses Maschinenmodells kennenlernen, die vielféltige
praktische Anwendungen haben. Dabei betrachten wir zunéchst nur Entscheidungspro-
bleme, was der Berechnung von {0, 1}-wertigen Funktionen entspricht. Zur Beschrei-
bung der Problemeingaben wird ein Eingabealphabet > verwendet.

Definition 1 (Alphabet)

Ein Alphabet ist eine geordnete endliche Menge ¥ = {aq,...,am,} von
Zeichen. Eine Folge z = z; ...z, € X" heillt Wort (der Lange n). Die
Menge aller Worter tiber X ist

o= UZ”:{ml---xn|n20undxi€Zf[jlrz':l,...m}.
n>0

Das (einzige) Wort der Lange n = 0 ist das leere Wort, welches wir mit ¢
bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf ein Minimum ,,abgespeckte* Turingmaschine, die
nur kostant viel Speicherplatz zur Verfiigung hat und bei Eingaben der Lange n nur
n Rechenschritte ausfiihren darf. Um die gesamte Eingabe lesen zu kénnen, muss der
Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eingabe verarbeiten.
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Definition 2 (DFA)

Ein endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic finite automaton) wird
durch ein 5-Tupel M = (Z, %, 6, qo, E) beschrieben, wobei

e Z eine endliche Menge von Zusténden,

3} das Eingabealphabet,
e §: 7 x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion,

qo € Z der Startzustand und
e F C Z die Menge der Endzusténde ist.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

L(M) = {Il$n62*|3q157Qn71€Z3qn€E
5(quzi+1) = @i+1 fUri:O,...,nfl}.

Beispiel 3 Betrachte den DFA M = (Z,%, 6, qo, E) mit

z = {quqth}a
L = {a,b},
E

= {(h}

und der Uberfiuhrungsfunktion

Graphische Darstellung von M:

Hierbei wird der Startzustand durch einen Pfeil und Endzustande werden durch einen
doppelten Kreis gekennzeichnet. Offensichtlich akzeptiert M die Sprache

L(M) = {zeX|#au(z) - #(z) = 1 (mod 3)},

wobei #,(z) die Anzahl der Vorkommen von a in z bezeichnet.
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Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird als regulér bezeichnet. Die zugehérige
Sprachklasse ist
REG = {L(M) | M istein DFA}.
Frage: Welche Sprachen gehéren zu REG und welche nicht?
Im folgenden sei ¥ = {aq, ..., a,, } €in beliebiges aber fest gewdhltes Alphabet.

Beobachtung 1: Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort x = z1---xz, € X*
bestehen, sind regulér. Fur folgenden DFA M gilt ndmlich L(M) = {z}.

a€ X\ {x3}

a€ X\ {x2}

a€X\{x1}

a€EX

Formal I&sst sich M also durch das Tupel M = (Z, %, 4, qo, E) mit

Z = {qov"'vquae}a
E {an}

und der Uberfiihrungsfunktion

[& sonst

)

qi+1, Ofiﬁn—lunda-:m-l
6(Qiaaj) :{ “t J i+

beschreiben.

Beobachtung 2: Mit L1, L, € REG sind auch die Sprachen L, = ¥*\ L1, LiNLy und
L1 U Ly reguldr. Sind ndmlich M; = (Z;, %, 6;, g0, E;), i = 1,2, DFAs mit L(M;) =
L;, so akzeptiert der DFA

M = (Z1,%,61,90, 21\ E1)

das Komplement L; von L;. Der Schnitt L; N Ly von L; und L, wird dagegen von
dem DFA .
M = (Zl X Z252765 quEl X EQ)
mit
6((Qap)7 a) = (51 (Qa a)7 62(]7, a))
akzeptiert. Wegen L1 U Ly = (L_1 N L_Q) ist dann aber auch die Vereinigung von L; und
Lo regulér. (Wie sieht der zugehorige Automat aus?)
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Aus den beiden Beobachtungen folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen Spra-
chen regulér sind. Da weder die in Beispiel 3 betrachtete Sprache noch ihr Komplement
endlich sind, haben wir damit allerdings noch nicht alle reguléren Sprachen erfasst. Es
stellt sich daher die Frage, ob REG auch unter anderen Operationen wie etwa der Pro-
duktbildung

LiLy={zy|x € L1,y € Lo}

oder der Bildung der Sternhlle

n>0
abgeschlossen ist. Die n-fache Potenz L™ von L ist dabei induktiv durch
LV = {e}, L™ = L"L

definiert.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fiir das Produkt L., L, zweier regulérer Spra-
chen zu konstruieren, stoRt man auf die Schwierigkeit, den richtigen Zeitpunkt fir den
Ubergang von (der Simulation von) M; zu M, zu finden. Unter Verwendung eines
nichtdeterministischen Automaten lasst sich dieses Problem jedoch leicht beheben, da
dieser den richtigen Zeitpunkt ,.erraten* kann. Spéter werden wir dann nachweisen,
dass auch nichtdeterministischen endliche Automaten nur reguldre Sprachen akzeptie-
ren kdnnen.
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1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 4 (NFA)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz: NFA; nondetermi-
nistic finite automaton) M = (Z, %, 6, Qo, E) ist &hnlich aufgebaut wie ein
DFA, nur dass er mehrere Startzustande (zusammengefasst in der Menge
Qo C Z) haben kann und seine Uberfithrungsfunktion

5:Z><Z—>P(Z)

die Potenzmenge P(Z) von Z als Wertebereich hat. Die von M akzeptierte
Sprache ist

LM) = {21z, €X"|3g€QoIq1, - ,qn-1 € Zg, € E:
Gi+1 € 0(gis i) flri =0,...,n —1}

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene Rechnungen ausfiih-
ren. Die Eingabe gehdrt bereits dann zu L(M), wenn bei einer dieser Rechnungen nach
Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erreicht wird. Im Gegensatz zu ei-
nem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktion auf der gesamten Menge Z x X definiert ist,
kann ein NFA ,,stecken bleiben*. Falls er ndmlich einen Zustand ¢ erreicht, in dem das
nachste Eingabezeichen z; wegen d(q, x;) = () nicht gelesen werden kann.

Beispiel 5 Betrachte den NFA M = (Z, %, 0, Qo, E) mit

Z = Ap,q,r, s},
Y = {(),1,2}7
Qo = {pr},
E = {s}
und der Uberfuihrungsfunktion
1) P q r s
0({pgqt 0 0 0
1 {py {r} 0 0
21 {p} 0 {s} 0

Offensichtlich akzeptiert A die Sprache
L(M) = {2012|z e X*}.
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Beobachtung 3: Sind L1, Ly € REG, so werden die Sprachen L, Lo und L7 von einem
NFA erkannt. Sind ndmlich M; = (Z;, %, ;,qi, E;), i = 1,2, DFAs mit L(M;) = L;
(wobei wir Z; N Zy = () annehmen kdnnen), so akzeptiert der NFA

M = (Zl U Z2; 2755 {q1}5E)

mit
{01(q,a)}, qe Z1\ Ey,
5((170’) = {51(617@)’52((12,@}7 qe E17
{62(q,a)}, sonst
und

o EyUE;, ¢ € Es,
By, sonst

die Sprache L; Lo und der NFA

M = (Z1 U{gneu}, 20", {01, qneut, Br U {gneu})
mit
o=
die Sprache Lj.

Satz6 REG = {L(M) | M istein NFA}.

Beweis: Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA auch als NFA auf-
gefasst werden kann. Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem NFA M =
(Z,%,4,Qo, E) einen DFA M’ mit L(M') = L(M). Und zwar ist

M/ = (P(Z)7Z75/5QO;E/)
mit
(Y(Q,G) = U 5((1’@)
q€Q
und
E'={QCZ|QNE#0}.
Dann gilt fur alle Woérter z = a1 - - - 2, € X*:

zeLl(M) & Fqgpe€eQoiq, . ,qn-1€Z3q, € E:
Gi+1 € 0(¢i,ip1) furi=0,...,n—1
& dQ1,...,Q,C 7
6 (Qiyziy1) = Qipaund QN E #10)
& we L(M).
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Beispiel 7 Fir den NFA M = (Z, %, 6, Qo, E) aus Beispiel 5

~O—— 000

0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgenden DFA M’ (nach Entfernung
aller vom Startzustand Qo = {p} aus nicht erreichbaren Zusténde):

8" | Qo={p} Q1 Q2 Qs
0| {pqt=0Q Q1 Q1 Q1
1 Qo {p,r} = Q2 Qo Qo
2 Qo Qo {p,s} =Q3 Qo

1.3 Reguldre Ausdriicke

Wir haben uns davon tberzeugt, dass alle Sprachen, die aus einem einzelnen Wort be-
stehen, reguldr sind, und dass sich daraus mittels der Operationen Durchschnitt, Verei-
nigung, Komplement, Produkt und Sternhtille weitere regulére Sprachen bilden lassen.
Wie wir gleich sehen werden, lassen sich auf diese Weise sogar alle reguldren Spra-
chen erhalten. Abgesehen von der leeren Menge gilt dies auch dann noch, wenn auf die
Durchschnitts- und Komplementbildung verzichtet wird.

Definition 8 (regulérer Ausdruck)

Die Menge der reguléren Ausdrticke ~ (Uber einem Alphabet 32) und die
durch ~y dargestellte Sprache L(~y) sind induktiv wie folgt definiert:

e Die Symbole () und € sind regulére Ausdriicke, welche die Sprachen
L(0) = 0 und L(e) = {} beschreiben.

e Jedes Zeichen a € X ist ein regularer Ausdruck und beschreibt die
Sprache L(a) = {a}.
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e Mit o und g sind auch a8, («|8), («)* regulére Ausdriicke, die
die Sprachen L(af) = L(a)L(B), L(«|3) = L(«) U L(B3) und
L((«)*) = L(«)* beschreiben.

Beispiel 9 Uber 3 = {0, 1} sind ¢, (0/1)*00 und (e0|@1) regulare Ausdriicke, die die
Sprachen {e}, {00 | x € ¥*} und {0} beschreiben.

Da die beiden regularen Ausdriicke y*~ und y~* die Sprache L(~y)™ beschreiben, soll
~T als Abkurzung fir die regularen Ausdriicke v*~ und yy* verwendet werden.

Satz 10 REG = {L(v) | ~y ist ein regulérer Ausdruck}.

Beweis: Die Inklusion von rechts nach links folgt aus den Beobachtungen 1 bis 3,
zusammen mit Satz 6. Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFA M einen
reguldren Ausdruck v mit L(y) = L(M). Sei also M = (Z,%, 4, qo, E) ein DFA,
wobei wir annehmen konnen, dass Z = {1,...,l} und ¢o = 1 ist. Dann ldsst sich
L(M) als Vereinigung

LM)= | Liq
von Sprachen der Form

Lpg={zre€X"| 3(17793) =q}

darstellen, wobei 5(p, x) denjenigen Zustand bezeichnet, in dem sich M nach Lesen
von z befindet, wenn M im Zustand p gestartet wird. Induktive Definition von ¢:

dp.e) = p,

S(p,xa) = §(0(p,x),a).

Aufgrund obiger Darstellung von L(M) reicht es zu zeigen, dass die Sprachen L, ,
durch reguldre Ausdriicke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sprachen

L,,={zeX” | 6(p,x) =qundfiri=1,....,n—1giltd(p,z,---x;) <r}.

Wegen Léyq = Ly, 4 reichtes, regulare Ausdrtcke fur die Sprachen L} , anzugeben. Im
Fall » = 0 enthalt

P47 V{a eS| dp,a)=q}, sonst

0 {{aema(p,a)q}u{s}, p=2q,

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist somit leicht durch einen reguléren
Ausdruck beschreibbar. Nehmen wir nun an, dass die Sprachen L  durch regulare
Ausdrucke v, , beschreibbar sind, so folgt wegen

L;tzl = LyoULp pi(Lrgri1) Ligag
= L(W;,q|’y;,r+1(’777"-+1,r+1)*7;l+1,q)

induktiv, dass auch die Sprachen L;fql durch reguldre Ausdriicke beschreibbar sind. B
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Beispiel 11 Die von dem DFA a @
' a
b b

erkannte Sprache ist L7 , = L(b*a(blab*a)*). Die folgende Tabelle zeigt die regularen
Ausdriicke 5 ., p,q € {1,2}undr € {0, 1,2}, soweit sie zur Bildung von ~7 , benétigt
werden.

r b,q
1,1 1,2 2.1 2.2

01 €d a a elb
al(e|b)(¢[b)*a (€]b)la(e[b)"a

1) - —_———— - N———

b*a e|blab*a

) b*alb*a(e|blab™a)” (¢|blab™a)

b*a(blab*a)*
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1.4 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nicht regular ist? Eine Mdglich-
keit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussage anzuwenden.

Satz 12 (Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen) Zu jeder reguléren Sprache L
gibt es eine Zahl [, so dass sich alle Worter x € L mit |x| > [ in z = uwovw zerle-
gen lassen mit

1. v#e,
2. |uv| <lund

3. wvtw € Lfirallei > 0.

Das Kkleinste solche  wird auch Pumping-Zahl von L genannt.

Beweis: Sei M = (Z,%, 6, qo, F) ein DFA mit L(M) = L und sei [ die Anzahl der
Zustande von M. Setzen wir nun M auf eine Eingabe z = z; ---x,, € L der Lange
n > [ an, so muss M nach spdtestens [ Schritten einen Zustand ¢ € Z zum zweiten
Mal annehmen:

30§j<k§l:S(qo,z1~~~xj)zg(qo,:r1~~~xk):q.

Waéhlenwirnun w = 21 -+, v = Zjq1-- @k UNd W = Tpyq -+ Ty, SO ISt V]| =
k—j >1und|uv| = k < I. Ausserdem gilt uviw € L furi > 0, dawegen d(q,v) = ¢

8(go, uv'w) = 8(8(3(go, u), v*), w) = 6(8(g,v"),w) = 8(go, ) € E

ist. [ |

Um also L ¢ REG nachzuweisen, genugt es, fur jede Zahl [ ein Wort z € L der
Lénge |x| > [ anzugeben, so dass flr jede Zerlegung von «x in drei Teilworter u, v, w
mindestens eine der drei in Satz 12 aufgefiihrten Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 13 Die Sprache

L={a’t |j>0}
ist nicht regular, da «'b’ die Lange 2/ > [ hat und offensichtlich nicht in Teilworter
u,v,w Mitv # e und uv?w € L zerlegbar ist.

Beispiel 14 Die Sprache
L={d"|j=0}
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ist nicht reguldr. Andernfalls musste es namlich eine Zahl [ geben, so dass jede Qua-
dratzahl 52 > [ als Summe von natiirlichen Zahlen u + v + w darstellbar ist mit der
Eigenschaft, dass v > 1 und u + v < [ ist und fur jedes ¢ > 0 auch u + iv + w eine
Quadratzahl ist. Insbesondere miisste also u+2v+w eine Quadratzahl sein, was wegen

PEutvtw<ut++w< P +l+1=(+1)>— (21

fur alle j > /2 ausgeschlossen ist.

Beispiel 15 Die Sprache
L= {a” | pprim }

ist nicht regular. Andernfalls lieRe sich jede Primzahl p einer bestimmten Mindestgrofie
[ als Summe von natrlichen Zahlen v + v+ w darstellen, sodass v > 1, u+v < [ und
fur alle ¢ > 0 auch u + iv 4+ w prim ist. Insbesondere misste also v + (u 4+ w)v + w
eine Primzahl sein, was wegen

ut(u+wr+w=(ut+w)(v+1l)=(p—v)(v+1)
>p-l >2

far alle Primzahlen p > [ 4+ 2 ausgeschlossen ist.

Bemerkung: Mit dem Pumping-Lemma konnen nicht alle Sprachen L ¢ REG als
nicht regulér nachgewiesen werden, da seine Umkehrung falsch ist. Beispielsweise hat
die Sprache

L=1{a'¥/c*|i=0oderj=k}

die Pumping-Zahl 1 (jedes Wort x € L mit Ausnahme von ¢ kann also ,,gepumpt*
werden), obwohl L nicht regular ist (siehe Ubungen).

1.5 Minimierung von DFAs

Wie konnen wir feststellen, ob ein DFA M = (Z, %, 6, qo, F) unnétige Zustande ent-
halt? Zundchst einmal konnen alle Zustande entfernt werden, die nicht vom Startzustand
aus erreichbar sind. Im folgenden gehen wir daher immer davon aus, dass M keine un-
erreichbaren Zusténde enthalt. Offensichtlich kénnen zwei Zustande ¢ und p zu einem
Zustand verschmolzen werden, wenn M von ¢ und von p ausgehend jeweils dieselben
Worter akzeptiert. Bezeichnen wir den DFA (Z, X, 6, g, E') mit M, und L(M,) mit L,
so sind ¢ und p genau dann verschmelzbar, wenn L, = L,, ist. Fur ¢ € Z sei

Gg={peZ|Ly= Ly}

die durch ¢ reprasentierte Aquivalenzklasse und fiir eine Teilmenge Q C Z sei Q =

{d1qe€@}.
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Satz 16 Sei M = (Z,%,d,qo, F) ein DFA fur L = L(M). Dann ist auch M =
(Z,%,¢, 4o, E) mit

§'(g,a) = é(q, a)
ein DFA fiir L, welcher zudem eine minimale Anzahl von Zustéanden besitzt.

Beweis: Zuerst missen wir zeigen, dass der Wert von §’(g, a) nicht von der Wahl des

Représentanten ¢ abhéngt. Hierzu zeigen wir, dass 6(g, a) # d(p,a) nurim Fall  # ¢
gelten kann:

Ls(qa) # Lsp,a)y & Fr € X" 12 € Loga)ALs(p,a)
& JreXt:are L,AL,
= Ly # L,.

Als néchstes zeigen wir, dass L(M) = L(M) ist. Sei x = x; - - - x,, eine beliebige Ein-
gabe und seien ¢; = S(qo, Ty -x;) die von M beim Abarbeiten von x durchlaufenen
Zustande. Dann durchlauft M die Zustande qo, g1, - - , ¢». Da aber g, genau dann zu
E gehort, wenn g, € E'ist, folgt L(M) = L(M) = L.

Es bleibt zu zeigen, dass die Anzahl k& = || Z|| der Zusténde von M minimal ist. Dies ist
sicher dann der Fall, wenn bereits M minimal ist. Daher reicht es zu zeigen, dass & nur
von L (und nicht von M) abhéngt. Fir z € ¥* sei L, die Sprache {y € ¥* | zy € L}.
Wegen L, = Lg,, .y folgt{Ls | 2 € ¥*} = {Lq | ¢ € Z} und somit hangt

k=I{alae Z} = {Lq lq € Z}| = [{Lz |z € Z7}|

nur von L ab. u

Bei der Konstruktion von M aus M kann man so verfahren, dass man die Menge

V={{¢pr}lqgeE,pgE}

schrittweise um alle Paare {q, p} erweitert, fir die eines der Paare {d(q, a),d(p,a)},
a € %, bereits zu V' gehdrt. Wenn sich auf diese Weise keine weiteren Paare mehr zu V/
hinzufligen lassen, kdnnen alle Zusténde ¢, p mit {¢,p} ¢ V verschmolzen werden.

Beispiel 17 Betrachte den DFA
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Zu Beginn enthalt V' die Paare {1,3}, {2,3}, {4,3}, {5,3}, {1,6}, {2,6}, {4,6},
{5,6}. Wegen

{g,p} | {14} {1,5} {24} {2,5}
{0(g,a),0(p, )} [ {2,3} {2,6} {1,3} {1,6}

kénnen die Paare {1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5} zu V hinzugefiigt werden. Da die ver-
bliebenen Paare {1, 2}, {4, 5}, {3,6} wegen

{q,p} | {12} {4,5} {3,6}
{0(q,a),0(p,a)} ‘ {1,2} {3,6} {4,5}
{0(q,0),0(p,b)} | {3,6} {4,5} {1,2}

nun nicht mehr zu V' hinzugefiigt werden kénnen, kénnen die entsprechenden Zustande
verschmolzen werden:

e

a b

Aus obigem Beweis ist ersichtlich, dass ein Minimalautomat auch direkt aus einer re-
gularen Sprache L gewonnen werden kann: Da zwei Eingaben z und y den DFA AL
genau dann in denselben Zustand tberfiihren, wenn L, = L, ist, kdnnen wir die
Zustande von M auch mit den Sprachen L, benennen. Wir erhalten damit den DFA
My = (Z,%,6, L., E) mit

Z = {L,|zex*),
E = {L,|z€L}und
5(Lx;a) = ana

welcher isomorph zu M ist (also bis auf die Benennung der Zustande mit diesem iden-
tisch ist).

Beispiel 18 Sei L = {1+ @, | ®; € {0,1}fur: =1,...nund z,—; = 0}. Dann
gilt

L, x € {&,1} oder x endet mit 11,
Luf{o,1}, x = 0 oder x endet mit 10,
LuU{e 0,1}, =« endetmit00,

Lu{e}, x endet mit 01.

Somit erhalten wir den folgenden Minimalautomaten M :
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Im Fall, dass M bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustande von M von der
Form ¢ = {q}, so dass M isomorph zu M und damit auch isomorph zu M/, ist. Dies
zeigt, dass alle Minimalautomaten fur eine Sprache isomorph sind.

Haufig werden auch die Aquivalenzklassen [z] = {y | = Ry, y} der durch
Ry Ly =1L,

definierten Relation R anstelle der Sprachen L, zur Benennung der Zustdnde des
Minimalautomaten verwendet. Dies fiihrt auf den so genannten Aquivalenzklassenau-
tomaten (Z, %, 6, [¢], E) mit

Z = {[z] |z € X"},
E = {[z]|x € L}und
i([z],a) = [za].

SchlieBlich sei noch angemerkt, dass sich aus obigem Beweis eine weitere Charakte-
risierung der reguldren Sprachen ergibt: Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann regulér,
wenn die Relation Ry, endlich viele verschiedene Aquivalenzklassen [z] hat (man sagt
auch: Ry, hat endlichen Index). Formal:

LeREG s |{[z] |z € =Y < o

Dies ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn die Sprachklasse {L, | x € ¥*}
endlich ist.

Beispiel 19 Sei L = {a’b’ | i > 0}. Wegen b’ € L,:AL,; firi # j hat Ry, unend-

lichen Index, d.h. L ist nicht regular. (Dies hatten wir bereits mit Hilfe des Pumping-
Lemmas gezeigt.)

1.6 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Grammatiken. Implizit haben
wir hiervon bei der Definition der reguléren Ausdriicke Gebrauch gemacht.
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Beispiel 20 Sei > ein Alphabet. Dann lassen sich alle regularen Ausdriicke lber X
unter Gebrauch der folgenden Regeln aus dem Symbol R erzeugen:

R — 0,e
R — a,a€eX
R — RR, (RIR), (R)*

Definition 21 (Grammatik)
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, %, P, S), wobei
e 1/ eine endliche Menge von Variablen (oder Nichtterminalsymbo-
len),
e Y das Terminalalphabet,

e P C (VUX)t x (VUZX)* eine endliche Menge von Regeln (oder
Produktionen) und

e S € V die Startvariable ist.
Fir (u,v) € P schreiben wir auch kurz v —¢ v bzw. v — v, wenn
die benutzte Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist. Durch G ist eine
Relation = ¢ auf (V' U 3)* wie folgt definiert:
u=¢g v, fallsz,y, v,z € (VUXI)* existieren mit

e U =21Yz,

® Yy — y' und

e v =uxy'z
Das n-fache Produkt von = ¢ ist =¢, d.h. u =7 v bedeutet, es gibt ug =
Uy UL, v vy Up_1, Uy = v Mitu;_1 =g u; firi = 1,...,n. Die reflexive,

transitive Hulle von = ¢ ist =¢,, d.h. u =, v bedeutet, es gibteinn > 0
mit w =¢ v. Die durch G erzeugte Sprache ist

L(G) = {z € 2% | S =% 2}

Beispiel 22 (Fortsetzung) Eine Grammatik, die die Menge der reguldren Ausdriicke
uber einem Alphabet 3 erzeugt, ist beispielsweise G = ({ R}, XU{0,¢, (,),*, |}, P, R),
wobei P die oben angegebenen Regeln enthélt.

Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken.
Definition 23 (Typ einer Grammatik)
Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.
1. G heit vom Typ 3 oder regular, falls fur alle Regeln v — v gilt:
uveVundv € TV UX U {e}.

2. G heiBt vom Typ 2 oder kontextfrei, falls fiir alle Regeln v — v gilt:
ueV.
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3. G heilit vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fir alle Regeln u — v
gilt: |v| > |u| (mit Ausnahme der e-Sonderregelung, siehe unten).

4. Jede Grammatik ist automatisch vom Typ 0.

e-Sonderregelung: Bei einer kontextsensitiven Grammatik ist auch die Regel S — &
zugelassen. Wird hiervon Gebrauch gemacht, so darf das Startsymbol .S jedoch nicht
auf der rechten Seite einer Regel vorkommen.

Die Sprechweisen ,,vom Typ i* bzw. ,,regular®, ,,kontextfrei* und ,,kontextsensitiv wer-
den auch auf die durch eine solche Grammatik erzeugte Sprache angewandt. (Der fol-
gende Satz rechtfertigt dies fur die reguldren Sprachen, die wir bereits mit Hilfe von
DFAs definiert haben.) Die zugehérigen neuen Sprachklassen sind

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatik},
(context free languages) und
CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammatik}

(context sensitive languages). Da die Klasse der Typ 0 Sprachen mit der Klasse der
rekursiv aufzahlbaren (recursively enumerable) Sprachen ubereinstimmt, bezeichnen
wir diese Sprachklasse mit

RE ={L(G) | G ist eine Grammatik}.
Satz 24 REG = {L(G) | G ist eine regulare Grammatik}.

Beweis: Sei L € REG und sei M = (Z,%, 6, qo, E) ein DFA mit L(M) = L. Wir
konstruieren eine regulére Grammatik G = (V, %, P, S) mit L(G) = L. Setzen wir

vV = Z
S = ¢ und
P = {q—apl|d(qa)=ptU{q—e|qeFE},

so gilt fur alle Worter z = x1 - - - x,, € X%

xeL(M) & 3Iq1,....,qn-1 € Z3qy € E:6(qi—1, ;) =¢q;firi=1,....n
Jq1,- o sqn €V igio1 > wig firi=1,... ,nund g, — ¢
n—i

3@, qn €V iqo =" a1 2 =
x € L(G)

Ty TpGn = T

t o0
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Fir die entgegengesetzte Inklusion sei nun G = (V, %, P, Ap) eine regulére Gramma-
tik. Dann wird die Sprache L = L(G) auch von der Grammatik G’ = (V', X, P/, Ao)
mit

V' = VU{Xneu},

P = {A—-aXpew | A—galU{Xpew e} UP\(V XX)
erzeugt. Da G’ keine Produktionen der Form A — a mehr enthalt, kdnnen wir die

gerade beschriebene Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA ,,umdrehen®, um
ausgehend von G’ einen NFA M’ = (Z',3,8',{Ap}, E') mit

Z/ — V/
E = {A|A—g e} und
8 (A,a) = {B|A—¢ aB}
zu erhalten. Genau wie oben folgt nun L(M') = L(G'). [ |

Beispiel 25 Der DFA

fuhrt auf die Grammatik ({qgo, ¢1, 92, g3},{0,1}, P, qo) mit

P: qo— 1qo,0q,
q1 — 0g2, 1q3,
g2 — 0go, 1¢3, ¢,
g3 — 0q1, 1qo, €.

Umgekehrt fihrt die Grammatik G = ({4, B,C}, {a, b}, P, A) mit

P: A—aB,bC,e,
B — aC,bA, b,
C — aA,bB,a

Uber die Grammati = ,B,C, D}, {a,b}, P, A) mit
tber die G ikG' = ({A4,B,C,D},{a,b}, P', A) mi

P': A—aB,bC,e,
B — aC,bA,bD,
C — aA,bB,aD,
D —¢

auf den NFA
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2 Kontextfreie Sprachen

2.1 Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken
und Kellerautomaten

Dass ein DFA die Sprache L = {a™b™ | n > 0} nicht erkennen kann, liegt an der
Beschrénkung seines Speichervermdgens durch eine Konstante (die zwar von L aber
nicht von der Eingabe abhéngen darf). Um L erkennen zu kdnnen, reicht bereits ein so
genannter Kellerspeicher (engl. stack, pushdown memory) aus, der nur auf die hchste
belegte Speicheradresse zugreifen darf.

X1 xT; T

/

Stever- | __— |

einheit

| Q| ™| >

Definition 26 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (kurz: PDA; pushdown automaton) wird durch ein 6-
Tupel M = (Z,%,T, 4, qo, #) beschrieben, wobei

e Z, ¥ und ¢o wie bei einem DFA,

e I das Kelleralphabet,

e §:Zx (XU{e}) x ' — P(Z x I'*) die Uberfihrungsfunktion
(Po(M)={AC M| Aistendlich}) und

e # € I' das Kelleranfangszeichen ist.
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Wenn ¢ der momentane Zustand, A das oberste Kellerzeichen und w € 3 das ndchste
Eingabezeichen (bzw. u = €) ist, so kann M im Fall (p, By - - - By) € §(g,u, A) inden
Zustand p wechseln und im Keller das Zeichen A durch die Zeichenfolge B; - - - B
ersetzen. Hierfur schreiben wir auch kurz quA — pBi --- Bg. Daim Fall u = ¢ kein
Eingabezeichen gelesen wird, spricht man auch von einem spontanen Ubergang (oder
e-Ubergang).

Eine Konfiguration wird durch ein Tripel K = (q,z; -+ - @, A1 -+ A)) € Zx Z* xT*
beschrieben und besagt, dass ¢ der momentane Zustand, x; - - - x,, der ungelesene Rest
der Eingabe und A; - - - A; der aktuelle Kellerinhalt ist (oberstes Kellerzeichen ist A).
K' = (p,xj- - 2pn,B1 - BiAs--- A;) heillt Folgekonfiguration von K (kurz: K +
K'), falls

e qr; A1 — pBy---Bpund j =i+ 1 oder
e gcA; — pB;--- B und j =i ist.
Die reflexive, transitive Hulle von ~ bezeichnen wir wie Gblich mit =*. Die von M
akzeptierte oder erkannte Sprache ist dann
LM) = {zeX*|3peZ:(q,x,#)FH* (p,e,e)}.

Ein Wort 2 wird also genau dann von M akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge von
Konfigurationen) von M bei Eingabe x gibt, bei der das gesamte Wort gelesen und der
Keller geleert wird. (Man beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Ubergang mehr
moglich ist.)

Beispiel 27 Der PDA M = ({QOa Q1}7 {aa b}7 {A7 #}a 67 qo, #) mit

0: Qe¥F — ¢ (1)
qQa# — @A (2
goaA — qoAA (3)
QbA — q (4)
qgbA — q (5)

erkennt die Sprache L(M) = {a"b™ | n > 0}. Das Wort x = aabb wird beispielsweise
durch folgende Rechnung akzeptiert:

bb F bb, A) + bb, AA) F b,A) + .
(qu aa 7#) ) (qu aoo, ) 3) (q07 3 ) (4) ((Zh 3 ) (5) ((Zh g, E)
Allgemein kann ein Wort = = a™b™ wie folgt akzeptiert werden:
n=0: (q07 g, #)(’I)(qh g, E)'
n>1:
,a"b", + ,a" i A) R L0 A"
(90 #) o (%0 ) &) (%0 )

- bn—l An—l I_* i
(4) (q17 ) ) (5) ((Zh g, E)
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Dies zeigt {a™b™ | n > 0} C L(M). Istumgekehrt 2 = 21 ...x; € L(M), so gibt es
eine akzeptierende Rechnung

(qu x, #) F* (pa EaE)

mit p € {qo,q1}. Ausgehend von (go,x,#) sind nur die Anweisungen (1) und (2)
anwendbar. Im ersten Fall muss = = e sein, da nach Ausfiihrung von (1) der Keller leer
ist.

Im zweiten Fall muss die Rechnung ebenfalls im Zustand p = ¢; enden, da der Keller
nur bei Ubergang in den Zustand ¢; geleert werden kann. Da kein Wechsel von ¢; nach
go moglich ist, findet genau ein Zustandswechsel (mittels (4)) statt. Bis dahin kénnen
nur a’s gelesen werden und flir jedes gelesene a wird ein A eingekellert. Ist n die Anzahl
der gelesenen a’s, so muss die Rechnung bis dahin also wie folgt aussehen:

(go,x1 ... 21, #)(I;)(qo, To ... Ty, A)(Ig)*(qo,xn+1 ey, A")(I4—)(q1, Tpyo - T, A"_l)

mitz; = - =z, = aund x,41 = b. Um den Keller leeren zu kdnnen, muss
M jetzt noch genau n — 1 weitere b’s lesen. Daraus ergibt sich, dass I = 2n und
Tpyo = -+ = To, = bist, x also auch in diesem Fall die Form «™b™ hat.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass eine Sprache genau dann kontextfrei ist, wenn sie
von einem PDA erkannt wird. Hierzu bendtigen wir den Begriff der (Links-)ableitung.

Definition 28 (Linksableitung)
Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Dann heift

g = 0] = - = Qyp

Ableitung von z (der Lange m), wenn a9 = S und o, = z ist. Wird
in jedem Ableitungsschritt «; = «;41 die am weitesten links stehende
Variable in «; ersetzt, so spricht man von einer Linksableitung.

Es ist klar, dass jede Ableitung von « in eindeutiger Weise in eine Linksableitung umge-
wandelt werden kann, indem man die Reihenfolge der Anwendungen der Produktionen
entsprechend verandert.

Beispiel 29 Sei G = ({S}, {a},{S — SS5S,a},S). Dannist
S =858 = SaS = aaS = aaa
eine Ableitung des Wortes = = aaa. Die zugehdrige Linksableitung ist

S =855 = aSS = aaS = aaa.
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Satz30 CFL = {L(M) | M istein PDA}.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass jede von einer kontextfreien Grammatik G =
(V,%, P, S) erzeugte Sprache L auch von einem PDA erkannt wird. Hierzu konstru-
ieren wir den PDA M = ({¢}, X,V UX,4d,q, S), wobei

0(q,e,A) = {(¢,a) | A —¢ a} furjedes A € V und
d(q,a,a) = {(q,e)} furjedesa € X ist.

Dann gilt

x € L(G) < esgibteine Linksableitung

S = (e 75} =* 100 =* L1200 =50 =
< es gibt eine Konfigurationenfolge

Tl Tpe1Op1 =" T

(q,l’,S) + (Q7x7a0) H (QamQ o 'IL'n,Oél) H (‘L‘T?) o ':En,OQ) H*
B g T, an) B (g,8,€)
& x e L(M).

Fir die entgegengesetzte Inklusion sei M = (Z,%,T, 4, qo, #) ein PDA und sei L =
L(M). Wir konstruieren eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) mit L(G) = L:
Vo= {Stu{Xyap lgpe 2, AcT,

P = {S - qu#p | pE Z} U {XPOApk+1 - UXP131;D2X;DQB2P3 T kakak+1 |
(p1, B1 -+ Byg) € 6(po,u, A) flrein k > 0 und beliebige ps, . . ., pr+1 € Z}.

Die Gleichheit L(G) = L(M) folgt nun unmittelbar aus der Aquivalenz
Xgap ="z = (¢, 2, A) F™ (p, e, ¢),
deren Beweis wir gleich nachholen:

xe€L(M) & (qo,z,#)F" (p,e,e)fureinpe Z
& S=>Xgup=>T2
& e L(G).

Beweis der Aquivalenz. Wir filhren den Beweis durch Induktion tiber n:

m = 0: Da weder X4, =% z (also X,4, = x) noch (q,z,A) F° (p,e,¢) (also
(q,z,A) = (p,e,¢)) gilt, sind beide Bedingungen falsch, also ist die Aquivalenz
erfillt.

m~»m+ 1. Seienq,p € Z,z € ¥* und A € T" gegeben. Wir mussen zeigen, dass
genau dann eine (Links-)Ableitung X, 4, =™ x existiert, wenn es eine Rech-
nung (¢, z, A) F™+L (p, e, e) gibt.
Seialso Xg4p = ag = a1 = -+ = 41 = « eine Linksableitung von x aus
Xgqap der Linge m + 1. Da oy aus X4, durch Anwendung einer Regel aus P
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entsteht, hat oy die Form oy = uX,, B, p, - - Xy, Brpy, fUreink > 0, wobei v €
Y U{e} (p1,B1-+- Bk) € 6(q,u, A), pr+1 = pund p1,...,pr € Z sind. Das
Wort x muss sich daher in k& + 1 Teilworter x = zgxy - - - 2, Mit xg = u zerlegen
lassen, so dass jedes Teilwort z; (i = 1,..., k) in genau m; Ableitungsschritten
aus der Variablen X, 5, , ableitbar ist, wobei m; + --- +m;, = m ist. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also Rechnungen

(pis i, Bi) ™ (pig1,6,8),i=1,...,k
aus denen wir die gesuchte Rechnung der L&nge m + 1 wie folgt erhalten:
(g2, 4) F (p1,21-- -k, B1 - By)
'_ml (p2)$2"'xk732"'3k)
FE-L (pr, Tk, Bi)
Fme o (pyese).

Ist nun umgekehrt (g, z, A) F™*1 (p, e, ) eine Rechnung der Lange m + 1, so
sei quA — p1 By - - - By, die Anweisung, die im ersten Rechenschritt befolgt wird:

(qvva) F (plv:r/vBl T Bk) E (pa€7€)7

wobei z = ux’ ist. Flri = 2, ..., k sei p; der Zustand, den M annimmt, wenn B;
oberstes Kellerzeichen wird und z; sei das Teilwort von z’, das M zwischen den
Besuchen der Zusténde p; und p; 1 verarbeitet (wobei py1 = p ist). Dann enthalt
P einerseits die Regel X4y, ., — uXp,Byp, - - - Xp,. Bypi,, UNd andererseits gilt

(pi, i, Bi) F™ (piy1,e,e),i=1,...,k

fiir Zahlen m; < m mitmy + - - - + my = m. Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es daher Ableitungen

XPiBi;Di+1 =" xi7i = 1, Cey k
die wir zu der gesuchten Ableitung von  zusammensetzen kdnnen:

XqAPk+1 = uXiDlB1;D2 T kaBkPk+1
mi e
= Uleszng, kakak+1

=Me-1 oy 11X,
="Mk ULy - Tl = T.

k BrPr41
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Beispiel 31 Sei G = ({S}, {a}, P, S) mit

P: S—885 (1)
S—a (2)

die Grammatik aus dem vorigen Beispiel. Der zugehdrige Kellerautomat besitzt dann
folgende Anweisungen:

0: qS — ¢SSS (1)
geS — qa (2)
qaa  — ge (3)

Der Linksableitung

S = SS8S = aSS = aaS = aaa
(1) (2) (2) (2)

entspricht dann die Rechnung
,aaa, S) F ,aaa,SSS) + ,aaa,aSS) + (q,aa,SS
(q ) & (g ) o (q ) 5 (g )

F ,aa,aS) F (q,a,5) ,a,a) F (q,e,¢).
& (q ) I (¢,a, ) & (¢,a,a) 5 (¢:¢,¢)

Beispiel 32 Ist umgekehrt M = ({qo, 1}, {a, b}, {A, #}, 0, qo, #) mit

0: qe#F — @1 (1)
qQa# — @A (2)
qaA — qAA (3)
QbA — @ (4)
qgibA — q (5)

der PDA aus Beispiel 27, so erhalten wir daraus die Grammatik G = (V, X, P, .S) mit

V= {S’ Xqu#Qo ) X%#Ql ) Xth#Qo ) Xth#lh ) XQOAQO’ XquAth ) thAQO ) XthAlh} und

P: 5= Xgotaor Xao#tar (O; )
Xgoppar — € 1/)
Xao#tao — aXqpAq0 2)

(

(
XQO#th - anoAlh (2”)
KXaoAgo = X gy Aq0X g0 Aq0> AX g0 Ags X1 Aqgo (3/a 3//)
KXaoagr = aXgoAqoXqoAqr, 01X gy Aqy X gy Agy (3/”’ 3/”/)
Xgoag — b (47)
thAlh —b (5/)

Der Rechnung

bb H bb,A) + bb, AA) + b,A) + .
(QQ,GG 7#) ) (qua ) ) 3) (q07 3 ) (4) ((Zh 3 ) (5) ((Z1a5a5)

entspricht dann die Linksableitung

S = Xp#g = aXgpag = 0aXgagXgda = aabXy a, = aabb.
) q0#4q ) q0Aq 37 q0Aq1 2 q1Aq @) ada o
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2.2 Chomsky-Normalform Grammatiken

Grammatiken in Chomsky-Normalform bilden einerseits die Basis fur eine effiziente
Losung des Entscheidungsproblems fur kontextfreie Sprachen. daneben ermdéglichen
sie auch den Beweis des Pumping-Lemmas (fir kontextfreie Sprachen), mit dem sich
viele Sprachen als nicht kontextfrei nachweisen lassen.

Definition 33 (Chomsky-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist in Chomsky-Normal-
form (kurz CNF), falls alle Regeln die Form A — BC oder A — a haben.

Zuerst zeigen wir, dass e-Produktionen (Produktionen der Form A — &) Uberflussig
sind (sofern das leere Wort nicht zur Sprache gehort).

Satz 34 Sei L € CFL. Dann gibt es fir die Sprache L \ {¢} eine kontextfreie Gram-
matik ohne e-Produktionen.

Beweis: Sei G = (V, 3, P, S) eine kontextfreie Grammatik fur L.

1. Schritt: Bestimme die Menge V'’ aller Variablen A € V' mit A =* ¢ durch folgen-
den Algorithmus:

1 Eingabe: G = (V,%, P, S)

2 V'—{AeV|A—ge}

3 V0

4  while V' £ V" do

5 V/‘*V//

6 V"' —V'U{A€eV |3By,...,Br€V': A—¢g By--- By}
7 end

8 Ausgabe: V'

2. Schritt: Entferne alle e-Produktionen aus P und nehme fir jede Ubrig gebliebene
Produktion A — « die Produktionen A — o’ hinzu, wobei o’ € (V UX)* aus «
durch Streichen von einer oder mehreren Variablen A € V'’ entsteht.

Beispiel 35 Betrachte die Grammatik G = ({S, A, B,C, D, E}, {a, b, c}, P, S) mit

P: S—aB,bAC
A — aS,bAA
B — bS,aBB
C—e S D, cC
D—FE
E — abe.
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1. Schritt: Berechnungvon V’:

V/ | V//

0 {C}
{¢}y | {C,5}
{C,S}[{C, S}

2. Schritt: Entferne die Regel C' — ¢ und flige fir A — a.S die Regel A — a, fur
B — bS die Regel B — b und fir C' — ¢C die Regel C' — ¢ zu P hinzu:

P: S—aB,bAC
A — a,aS,bAA
B — b,bS,aBB
C—ecS,D,cC
D—FE
E — abc.
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Der nédchste Satz zeigt, dass auch auf Variablenumbenennungen (Produktionen der
Form A — B) verzichtet werden kann.

Satz 36 Fir jede Sprache L € CFL gibt es eine kontextfreie Grammatik ohne Varia-
blenumbenennungen.

Beweis: Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik fur L.

1. Schritt: Entfernung von Zyklen.
Falls Variablen Aq,..., Ay € V existieren mit A1 — Ay — -+ — A —
Ay, so entferne diese Regeln aus P und ersetze alle tibrigen Vorkommen dieser
Variablen durch A; (falls sich unter den A; die Startvariable befindet, sei A; die
neue Startvariable).

2. Schritt: Solange noch Regeln der Form A — B in P existieren, wahle eine solche
Regel, fur die keine Variable D € V existiert mit B — D. Entferne A — B aus
P und fuge fir jede in P vorkommende Regel B — « die Regel A — « zu P
hinzu.

Beispiel 37 (Fortsetzung)

1. Schritt: Entfernung des Zyklus’ S — C' — S
Entferne die beiden Regeln S — C und C' — S und ersetze alle Vorkommen von
C durch S:
P: S—e¢ D,aB,bA,cS
A —a,aS,bAA
B — b,b5,aBB
D—FE
E — abc.

2. Schritt: Entferne die Regel D — FE und flge fir die Regel £ — abc die Regel
D — abe hinzu. Entferne dann auch die Regel S — D und flige wegen D — abc
die neue Regel S — abc hinzu (da die Variablen D und E nun nicht mehr auf der
rechten Seite einer Regel vorkommen, kdnnen wir die beiden Regeln D — abc
und E — abc weglassen):

P: S —cabc,aB,bA,cS

A —a,aS,bAA
B — b,b5,aBB.

Nun ist es nicht mehr schwierig, die Chomsky-Normalform herzustellen.

Satz 38 Sei L € CFL. Dann gibt es fur die Sprache L \ {¢} eine Grammatik in
Chomsky-Normalform.
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Beweis: Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik fir L \ {e}. Aufgrund der
beiden vorherigen Sétze kénnen wir annehmen, dass in P keine e-Produktionen und
keine Variablenumbenennungen vorkommen. Aus G l&sst sich nun leicht eine CNF-
Grammatik erhalten.

1. Schritt: Fuge fir jedes a € X eine neue Variable X, zu V' und eine neue Regel
X, — a zu P hinzu. Ersetze alle Vorkommen von a, ausser wenn « alleine auf
der rechten Seite einer Regel vorkommt, durch X,.

2. Schritt: Ersetze jede Regel der Form A — B;j--- By mit k& > 3 durch die
k — 1 neuen Regeln A — B1Cy, C1y — ByCs,...,Cix_3 — By_2Ckr_2 und
Ci_o — By_1By, wobei C1, ..., Cy_o neue Variablen sind.

Beispiel 39 (Fortsetzung)

1. Schritt: Ersetze die Zeichen a, b und ¢ durch X, X, und X (ausser wenn sie alleine
auf der rechten Seite einer Regel vorkommen) und ergénze die Regeln X, — a,
Xp —bund X, — c.

P: S—c, X Xp X, XoB, XpA, XS
A —a, XS, XpAA
B — b, X3S, X,BB
X, —a; Xp — by X.— e

2. Schritt: Ersetze die Regeln S — X, X, X, A — XAA und B — X,BB durch
dieRegeln S — X, X', X' — XX, A — XA, A — AAund B — X, B/,
B’ — BB.
P: S—c¢, X, X' X.B, XA, X.S

A—a, X9, XA

B — b, X,8, X, B’

Xy —a; Xp—b; Xe—c

X' — XpX.; A — AA; B’ — BB.

2.3 Der CYK-Algorithmus

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform stellen wir einen effizienten Entschei-
dungsalgorithmus fir kontextfreie Sprachen vor.

Satz 40 Jede kontextfreie Sprache L ist in Polynomialzeit entscheidbar.
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Beweis: Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.
Wir verwenden den nach seinen Autoren Cocke, Younger und Kasami benannten CYK-
Algorithmus. Fir jede Eingabe x = x1 - - - x,, Sei

‘/i,j = {A cV | A:>* $i"'$i+j,1}.

die Menge aller Variablen, aus denen das mit x; beginnende Teilwort von x der Lange
j ableitbar ist. Dann gilt

x € L(G) = S eV,

Firj = 1,...,n kénnen die Mengen V; ;,7 = 1,...,n — j + 1, wie folgt berechnet
werden:

{A€V|A~>G$i}, j=1
 \Uiche; 1 {A €V 3B € Viy3C € Vignjor : A —c BC}, j> 1.

i,
Um V; ; zu bestimmen, testet man also fiir jede Regel der Form A — BC, ob es ein
ke {1,...,5 — 1} qibt, so dass B zu V; j, und C zu V;1 j—x gehort, und fiigt im
positiven Fall A zu V; ; hinzu.

Die polynomiale Zeitschranke ergibt sich aus der Tatsache, dass nur n(n+1)/2 Mengen
Vi,; € V zu bestimmen sind und hierfur jeweils nur eine konstante Anzahl von Tests
fur jede Zahl k& € {1,...,j — 1} nétig sind, was auf eine Gesamtlaufzeit von O(n?)
fuhrt. ]

Da eine gegebene kontextfreie Grammatik in Polynomialzeit in CNF gebracht werden
kann, folgt aus dem obigen Beweis, dass sogar das Wortproblem fur kontextfreie
Grammatiken in Polynomialzeit entscheidbar ist: Es gibt einen Polynomialzeitalgo-
rithmus, der fur eine gegebene kontextfreie Grammatik G und ein Wort x entscheidet,
ob z zu L(G) gehort.

Beispiel 41 Fir die CNF-Grammatik aus dem vorigen Beispiel mit den Produktionen

P: S—c X, X' X,B, XA, X.S
A—a, X9, XA
B — b, XS, X, B’
Xo—a; Xp —b; Xe—c
X' — XX, A — AA; B’ — BB.

und fiir das Wort = aaa berechnet der CYK-Algorithmus die folgenden Variablen-
mengen V; ;:

T

r1 = a To = a I3 = a
LI {A Xo} {A Xa} {4 Xa}
2| {4} {4]

3 0
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Wegen S & Vi 5 ist z ¢ L(G). Dagegen gehdrt das Wort y = aababb zu L(G):

. Yi

: y1=a y2=a Ys=b ys=a ys=b yg=0>
1 {AvXa} {AvXa} {Bva} {Aa Xa} {Bva} {Bva}
2| {4} {S} {S} {S} {B'}

31 {A} {A} {B} {B}

4| {4} {S} {B'}

50 {4} {B}

6] {5}

2.4 Das Pumping-Lemma

Fur unsere zweite Anwendung der Chomsky-Normalform — das Pumping-Lemma —
bendtigen wir noch den Begriff des Syntaxbaums.
Definition 42 (Syntaxbaum)

Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik und sei

S=ay=> a1 = Q=21 Tp=2

eine Ableitung von = € ¥*. Dann ordnen wir dieser Ableitung den Syn-
taxbaum T;,, zu, wobei die Syntaxbaume Ty, ..., T}, induktiv wie folgt
definiert sind:

To: Der Baum Ty besteht aus einem einzigen Knoten, der mit S markiert
ist.

T;,i>1: Sei A — uq---up mitu; € SUV (bzw. A — ¢) die Regel, die
im i-ten Ableitungsschritt ;1 = «; angewandt wird. Dann erhalten
wir den Baum T3, indem wir im Baum T;_; das zur Variablen A
gehdrige Blatt durch den Unterbaum

A
/ \ bzw.
Ul . Uk

Beispiel 43 Betrachte die Grammatik G = ({S},{a,b,c},{S — aSbS, e}, S)und die
Ableitung

A

ersetzen.

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb
~~ S~~~ —— N—— e ~~

(&7} Qg a2 a3 Qg as

Die zugehdrigen Syntaxbdume sind dann
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N NN AN AN

AN NN /NN

aSbS asSbSsS afSSbbS afsbdSsS ¢

| |
e e g e g
Bemerkungen:

1. Verschiedene Ableitungen kdnnen durchaus auf denselben Syntaxbaum fihren.
Unterschiedliche Linksableitungen fiihren jedoch immer auf unterschiedliche
Syntaxbdume. Deshalb entspricht jedem Syntaxbaum eindeutig eine Linksablei-
tung und umgekehrt.

2. Ist G in Chomsky-Normalform, so hat jeder Syntaxbaum 7 eine spezielle Form:
Jeder Knoten besitzt hdchstens zwei Nachfolger, d.h. T ist ein Bindrbaum.

Fur den Beweis des Pumpimg-Lemmas bendtigen wir noch die folgende Beziehung
zwischen der Blatterzahl eines Bindrbaumes und der Lénge seiner Pfade.

Lemma 44 In jedem Binarbaum mit > 2*~! 4+ 1 Bléattern existiert ein Pfad von der
Wurzel zu einem Blatt mit einer Lange > k.

Beweis: Wir fihren den Beweis durch Induktion tber k.

k = 0: Ein Pfad der L&nge 0 existiert in jedem Baum.

k~s k +1: Sei B ein Bindrbaum mit > 2% + 1 Blattern. Da an B’s Wurzel maximal
zwei Teilbdume hangen, muss einer dieser Teilbdume > 2%~! 41 Blatter besitzen.
In diesem Teilbaum existiert nach 1V ein Pfad der Lange > k. Nach Hinzufligen
der Wurzel von B hat er also eine Lange von mindestens & + 1.

|
Korollar 45 Ein Binarbaum B, der nur Pfade der Lange < & besitzt, hat < 2* Blétter.

Beweis: Die Annahme, dass B zwar nur Pfade der Lange < k, aber mindestens 2% + 1
Blatter besitzt, fuhrt nach obigem Lemma auf einen Widerspruch. ]

Satz 46 (Pumping-Lemma fur kontextfreie Sprachen) Zu jeder kontextfreien Spra-
che L gibt es eine Zahl I, so dass sich alle Worter z € L mit |z| > [ in z = wowzy
zerlegen lassen mit
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1 vx #e,
2. |vwz| < lund

3. wlwzly € Lfirallei > 0.

Beweis: Sei L € CFL. Es genugt, die Behauptung fir L \ {e} zu zeigen. Sei also
G = (V,%, P,S) eine CNF-Grammatik fur L \ {c}. Dann setzen wir [ = 2*, wobei
E=|V]ist. Istnun z = z1 - - - 2z, € L mitn > [, so existiert in G eine Ableitung

S=ag=> a1 = o, =2

Da G in CNF ist, werden hierbei genau n — 1 Regeln der Form A — BC und genau n
Regeln der Form A — a angewandt, die L&nge der Ableitung ist also m = 2n — 1.

Dabei kénnen wir annehmen, dass zuerst die Regeln der Form A — BC und erst
danach die Regeln der Form A — «a benutzt werden. Dann hat der zu «,,_1 gehérige
Syntaxbaum 7),_; bereits n > [ = 2 Blétter, so dass in T,,_; ein Pfad der Lange
> k existieren muss. Wahlen wir in T,,_; einen von der Wurzel ausgehenden Pfad
« maximaler L&nge, so sind (mindestens) zwei der letzten £ + 1 Knoten von 7 mit
derselben Variablen A markiert.

Bezeichnen wir die beiden Unterbdume von T, (kein Druckfehler; wir betrachten nun
den Gesamtbaum T,,,), deren Wurzeln mit diesen Vorkommen von A markiert sind, mit
U und U’ (wobei U’ der kleinere von beiden sein soll), so erhalten wir die gesuchte
Zerlegung von z wie folgt:

e w ist das Teilwort von z, das von dem Teilbaum U’ erzeugt wird.
e vwz ist das Teilwort von z = uvwazy, das von dem Teilbaum U erzeugt wird.

Da U mindestens ein Blatt mehr als U’ besitzt, ist w ein echtes Teilwort von vwz.
Daher kann vz nicht das leere Wort sein, Bedingung (1) ist also erfullt. Aufgrund der
Maximalitat von 7 kann der Baum U* = U N T,,_1 keine Pfade der L&nge > k ent-
halten. Die Anzahl der Blatter von U*, welche mit der Anzahl der Blatter von U und
somit mit der Lange von vwz Ubereinstimmt, ist also < 2%, womit auch Bedingung (2)
gezeigt ist. Fiir den Nachweis von Bedingung (3) konstruieren wir induktiv eine Folge
von Syntaxbaumen B? fur die Worter uviwazty:

o BO entsteht aus 7,,, indem wir U durch U’ ersetzen.
e Bl entsteht aus B?, indem wir U’ durch U ersetzen.
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Beispiel 47 Die Sprache {a™b"c™ | n > 0} ist nicht kontextfrei. Fur eine vorgegebene
Zahl [ > 0 hat namlich z = a'b!c! die Lange |z| = 31 > [, dieses Wort I&sst sich aber
nicht pumpen: Fr jede Zerlegung z = uvwzy mit v # € gehort 2’ = uv?wa?y nicht
zu L. Hierzu betrachten wir zwei Falle.

1. Fall: In vz kommt eines der drei Zeichen a, b, ¢ nicht vor. Ist dies beispielsweise a,
so gehort 2’ wegen

#a(2') = #alz) =1 =|2|/3 < |2'|/3,
nicht zu L.

2. Fall: Dass in vz jedes der drei Zeichen vorkommt ist wegen Bedingung (2) ausge-
schlossen.

Satz 48 Die Klasse CF L ist abgeschlossen unter

e \ereinigung
e Produkt

o Sternhiille,
aber nicht unter

e Durchschnitt und
e Komplement.
Beweis: Seien Lq, Ly € CFL und seien G; = (V;, %, P, S;), © = 1,2, zugehdrige

kontextfreie Grammatiken mit V; N V5 = (. Dann gilt fir die kontextfreien Grammati-
ken

Gy = (VlUVYQU{S}7Z7P1UP2U{S_>Sl,SQ},S),
Gy = (V1UV2U{S},Z,P1UP2U{S—>5’15’2},5) und
Gs = (Viu{S}hX PiU{S — 515,¢},9),

wobei S eine neue Variable ist:

L(G3) = LiULs,
L(G4) = L1L2 und
L(Gs) = Lj.

Die beiden Sprachen L; = {a'b’¢’ | i,5 > 0} und Ly = {a’b'¢/ | i,j > 0} sind
kontextfrei, nicht jedoch L, N Lo, also ist CF L nicht unter Durchschnitt abgeschlossen.
Da CF L unter Vereinigung abgeschlossen ist, kann CF £ wegen de Morgan dann auch
nicht unter Komplementbildung abgeschlossen sein. ]
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2.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Fur die Informatik von besonderem Interesse sind kontextfreie Sprachen, die von einem
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden kénnen.

Definition 49 (deterministischer Kellerautomat)
Ein deterministischer Kellerautomat (kurz: DPDA,; deterministic push-
down automaton) wird durch ein 7-Tupel M = (Z,%,T,0, qo, #, E) be-
schrieben. Dabei sind Z, X, T', 6, qo, # dieselben Komponenten wie bei ei-
nem PDA,

e FE C Z ist die Menge der Endzustande
und 6 muss zusétzlich die Bedingung
16(q,a, A)|| + ||6(g, e, A)|| < 1furalle (¢,a,A) € Zx X xT

erfullen. (Aquivalent hierzu ist, dass die Relation I~ rechtseindeutig ist:
Aus K - K'und K - K" folgt K’ = K").

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
LM) = {zeX¥[IpeE acl™ (g, 2,#) " (pea)}

Weiter sei
DCFL = {L(M) | M ist ein DPDA}
(deterministic context free languages).

Beispiel 50 Der DPDA M = ({QO; q1, QQ}a {117 ba C}7 {Aa Ba #}7 67 qo; #a {qQ}) mit

d: qa# — qA# qocA — @A
Qb# — qoB# qgocB — @B
goaA — qoAA qaAd — q
qobA — qBA @bB — q
qgaB — qAB QEHF — @2
q@bB — qBB QEH  —  Q#t#H

oder in Tabellenform
) 5 a b c
qo,# | —  @A# @B# —
q,A| —  q@AA q@BA qA
q,B| —  q@AB ¢BB qB
@, # | @ - - -
q, A - q1 - -
q1, B - - qQ1 -
G2, # | @FH  — - -
g2, A — — - —
g2, B — — — —
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ist deterministisch, da jeder Tabelleneintrag hdchstens eine Anweisung enthélt und im
Fall eines nicht-leeren e-Eintrages der Rest der Zeile leer ist. Offensichtlich erkennt M
die Sprache L(M) = {zcx® | 2 € {a,b}T}.

Im Gegensatz zur Klasse CF L der kontextfreien Sprachen ist DCF L zwar nicht unter
Vereinigung, dafiir jedoch unter Komplementbildung abgeschlossen. Versuchen wir al-
lerdings, einfach End- und Nichtendzustande zu vertauschen, um einen Automaten 1/
fur L(M) zu erhalten (diese Methode hatten wir ja bei DFAs angewandt), so ergeben
sich folgende Schwierigkeiten:

1. Problem: Es kann sein, dass ein DPDA M eine Eingabe x ¢ L(M) nicht zu Ende
liest. Dann wird = von M auch nicht akzeptiert.

2. Problem: Es kann sein, dass M nach dem Lesen einer Eingabe = € L(M) mehrere
e-Ubergénge ausfiihrt, wobei sowohl End- als auch Nichtendzustande angenom-
men werden. Dann wird = von M ebenfalls akzeptiert.

Der néchste Satz zeigt, wie sich Problem 1 beseitigen l&sst.

Satz 51 Jede Sprache L € DCFL wird auch von einem DPDA M’ erkannt, welcher
alle Eingaben zu Ende liest.

Beweis: Sei M = (Z,%,T,0,qo,#,E) ein DPDA mit L(M) = L. Betrachte den
DPDA

M/ = (Z U {Q67Q+aq*}a E,F U {D}vé/aqév#vEU {q+})7
——
F/

wobei ¢’ neben den Anweisungen aus 4 (soweit sie nicht durch Anweisungen vom Typ
4 oder 5 uberschrieben werden) die folgenden Anweisungen enthélt:

) ghe#t — qo#D,

2) qaA — q_A, furalle (q,a,A) € Z x X x I mit A = O oder
5(q,a,A) = 56(q,e, A) =0,

3) g-aA — q_A, fiuralleaeXundAel’,

4) geA — q_A, firalleqe Zund A € T, sodass ausgehend von der
Konfiguration (g, , A) unendlich viele e-Ubergéange
ausgefuhrt werden, ohne dass dabei ein Endzustand
angenommen wird,

5 qA — q4A, firalleqe Zund A €T, sodass ausgehend von der
Konfiguration (g, , A) unendlich viele e-Ubergéange
ausgefuhrt werden und dabei mindestens einmal ein
Endzustand angenommen wird,

6) greA — gq_A, firalleAeTl

Aufgrund dieser Konstruktion kann man sich nun davon tiberzeugen, dass M’ ebenfalls
L erkennt und alle Eingaben zu Ende liest. ]
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Beispiel 52 Wenden wir diese Konstruktion auf den DPDA M aus unserem Beispiel
an, so erhalten wir folgenden DPDA

MI = ({qu q1, 42, CI(/)7 q+, CI—}; {a7 b7 C}7 {A7 Ba #a ‘:l}a 5/7 qé)a #a {q27 q+})

mit der Uberfiihrungsfunktion

& € a b c Typ
a.# | q#3d - - - 1
9, A - - - - -
a6, B - - - - -
95,0 - - - - -
qo, # - @QA# qB# q-#|0,2
q,A - @AA q@BA qA| 0
q0, B — @AB BB @B | 0
q,0 ] — -0 ¢ 0O ¢ 0] 2
qu,# | ¢ — — - 0
q, A - qQ A q-A|0,2
q, B - q¢-B ¢ B qB| 2
q1,0 - -0 ¢ 0O O] 2
a2, % | q+# - - - 5
q2, A - A ¢ A qgA| 2
q2, B - q¢-B ¢ B qB| 2
g2, - -0 ¢-0O ¢ O] 2
q—,#| - -# q-# q#| 3
q_,A — qg_A A q_A 3
q—,B — q-B q-B q_B 3
-, 0] - -0 ¢-0O ¢ O] 3
Qv 7 | 9-F# - - - 6
q,A| g A - - - 6
9+, B | ¢-B - - - 6
g+, 0] - - - —

Die aus ¢ tibernommenen Anweisungen sind hier mit Typ 0 bezeichnet.
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Satz 53 Die Klasse DCF L ist unter Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: Sei M = (Z,%,T, 4, qo, #, E) ein DPDA mit L(M) = L, der alle Eingaben
zu Ende liest. Betrachte den DPDA

M' =(Z x{1,2,3},S, 1,8, q,, #, Z x {3}),

wobei

q/ _ (qul)v QOgEz
0 (g0,2), sonst,

und ¢’ die folgenden Anweisungen enthalt.

e Firallep,qe Z, AcTundy € " mitge A — s pv:

(¢.1)eA — (p,1)y, fallsp ¢ E,
(¢, 1)eA — (p,2)y, fallspe Eund
2)7.

1
(¢,2)eA — (p,2)y

e Flrallep,qe Z,ae X, AcTundy € ' mit gaA — s py:

(g, 1)eA — (¢,3)4,

(¢,2)aA — (p, 1)y, fallspgFE,
(¢,2)aA — (p,2)y, fallspeE,
(¢,3)aA — (p,1)y, fallsp ¢ Eund
(¢,3)aA — (p,2)y, fallspeE.

Auf Grund dieser Konstruktion kann man sich nun davon tiberzeugen, dass M’ tatsach-
lich das Komplement von L erkennt. ]

Satz 54 Die Klasse DCF L ist nicht abgeschlossen unter

e Durchschnitt
e \ereinigung
e Produkt und

e Sternhille.

Beweis: e Die im Beweis von Satz 48 betrachteten Sprachen L; = {a‘b/¢/ | i,j >
0} und Ly = {a’b’c? | i,j > 0} sind sogar deterministisch kontextfrei. Da
Ly N Ly nicht kontextfrei ist, ist diese Sprache natrlich auch nicht deterministisch
kontextfrei.

e Da DCFL unter Komplementbildung abgeschlossen ist, kann DCF L wegen de
Morgan dann auch nicht unter Vereinigung abgeschlossen sein.
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e Um zu zeigen, dass DCFL nicht unter Produktbildung abgeschlossen ist, be-

trachten wir zundchst die beiden deterministisch kontextfreien Sprachen L3 =
{a'vcF | i,5,k > 1,i # jyund Ly = {a’bc* | 0,5,k > 1,5 # k}. Dann gilt
zwar L = LogL3 U Ly € DCFL, wobei Ly = {0} ist. Da DCF L unter Durch-
schnittsbildung mit reguldren Sprachen abgeschlossen ist (siehe Ubungen), gilt
aber

L3U Ly € DCFL, (2.1)

dasonstauch (L3 U Ly)NL(a*b*c*) = {a™b™c™ | n > 0} (deterministisch) kon-
textfrei sein musste. Wir zeigen nun, dass das Produkt aus der reguléren Sprache
L und L nicht deterministisch kontextfrei ist.

Behauptung: L{L ¢ DCFL.
Nehmen wir das Gegenteil an, so wére auch die Sprache
L{L N LoL(a*b*c*) = Lo(L3 U Ly) € DCFL.
—————
Ls

Seialso M = (Z,%,T,0,qo, #, E) ein DPDA mit L(M) = Ls. Dann wird die
Sprache Ls U Ly vondem DPDA M’ = (Z U {¢'}, 2, 1,4, ¢, #, E) mit

o - ik

(Q7u7A> = (qI757 #)7
(q,u, A) € Z x (BU{e}) x T,

erkannt, wobei p der Zustand und ~ der Kellerinhalt von M ist, nachdem M das
Zeichen 0 gelesen hat. Dies steht jedoch im Widerspruch zu (2.1).

Dass DCF L auch nicht unter Sternhullenbildung abgeschlossen ist, zeigt man
ganz dhnlich anhand der Sprache Lo U L (siehe Ubungen).

Zum Schluss dieses Kapitels fassen wir nochmals die Abschlusseigenschaften der

Sprachklassen REG, DCF L und CF L zusammen.

Vereinigung Durchschnitt  Komplement Produkt Sternhille
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja




3 Kontextsensitive Sprachen

In diesem Kapitel fiihren wir das Maschinenmodell des linear beschrédnkten Automaten
(LBA) ein und zeigen, dass LBAs genau die kontextsensitiven Sprachen erkennen. Erst
vor wenigen Jahren gelang der Nachweis, dass die Klasse CS L unter Komplementbil-
dung abgeschlossen ist. Nach wie vor offen ist jedoch die Frage, ob die Klasse DCSL
der deterministisch kontextsensitiven Sprachen eine echte Teilklasse von CSL ist oder
nicht. (Eine Sprache ist in DCSL, wenn sie von einem deterministischen LBA erkannt
wird.)

3.1 Kontextsensitive Grammatiken

Zur Erinnerung: Eine Grammatik G = (V, X, P, S) heiflt kontextsensitiv, falls fir alle
Regeln o — g gilt: |3| > |a|. Die einzige Ausnahme hiervon bildet die Regel S — ¢,
die allerdings nur dann benutzt werden darf, wenn das Startsymbol S nicht auf der
rechten Seite einer Regel vorkommt.

Beispiel 55 Betrachte die kontextsensitive Grammatik G = (V, X, P, S) mit

vV = {SB,C},
¥ = Aab,c}

und den Regeln

P: S —aSBC,aBC (1)
CB— BC (
aB — ab (
bB — bb (
bC — be (
cC — ce (

In G 4Bt sich beispielsweise das Wort w = aabbcc ableiten:
S = aSBC = aaBCBC = aaBBCC
(1) (2) (3)

= aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbce
(4) (5) (6) (7
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Allgemein gilt fur alle n > 1:

S =" g.-.aBC---BC =™ a---aB---BC---C
(172) N~ —— (3) W—/H,—/W—/
n-mal n-mal n-mal n-mal n-mal

:>n a...ab...bc...c :>n a...ab...bc...c
n-mal  n-mal  n-mal n-mal  n-mal  n-mal

wobei Regel (3) genau m = n(n — 1)/2-mal angewendet wird. Also gilt a™b"c" €
L(G) fur allen > 1.

Umgekehrt folgt durch Induktion tber die Ableitungsléange, dass jede Satzform w« mit
S =* u die folgenden Bedingungen erfullt:

o #q(u) = #p(u) + #p(u) = #c(u) + #c(u),
e links von S und links von einem a kommen nur a’s,

o links von einem b kommen nur a’s oder b’s.

Daraus ergibt sich, dass in G nur Worter w € ¥* der Form w = a™b"™c"™ abgeleitetet
werden kénnen. Also ist

L(G) = {a™b"c" |n>1}.

Da wir bereits wissen, dass die Sprache {a"b"c" | n > 1} nicht kontextfrei ist, ist die
Klasse CF L der kontextfreien Sprachen echt in CSL enthalten.

3.2 Turingmaschinen

Wir flihren nun das Rechenmodell der Turingmaschine (TM) ein. Im Unterschied zum
endlichen Automaten darf eine Turingmaschine ihre Eingabe (berschreiben und somit
das Eingabeband als Speicher benutzen. Von besonderem Interesse ist in diesem Kapitel
der Fall, dass die TM den Bereich der Eingabe niemals verlai3t. Eine solche TM wird
als linear beschrankter Automat (LBA) bezeichnet. Zuvor betrachten wir jedoch das
Modell einer Mehrband-Turingmaschine ohne Speicherplatzbeschrankung.

Definition 56 (k-Band-Turingmaschine)

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (kurz NTM) wird durch ein
6-Tupel M = (Z,%,T, 0, qo, E) beschrieben, wobei

e Z eine endliche Menge von Zusténden,
e Y das Eingabealphabet,
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e T"das Arbeitsalphabet (mit X CTund O € T'\ %),

e 5:ZxT* — P(Z xTF x {L,R,N}*)furein k > 1 die Uberfuh-
rungsfunktion,

e (o der Startzustand und

e I/ C Z die Menge der Endzusténde ist.

Eine NTM M heil3t deterministische Turingmaschine (kurz DTM), falls
16(q,a1,...ax)|| < 1furalle (¢, aq,...ar) € Z x T'* gilt.

Das Arbeitsalphabet I' muss also zumindest alle Zeichen aus ¥ und zusétzlich das
Blank O enthalten. Die Anzahl der Bander einer TM M wird durch den Parameter
k festgelegt. Wir bezeichnen dann M auch als k-Band-Turingmaschine (kurz k-TM
bzw. kK-NTM oder k-DTM).
Far

(¢ al,...,ay,D1,...,Dg) €(q,a,...ax)
schreiben wir auch (q,a1,...,ax) — (¢',a},...,a}, D1,..., Dy). Eine solche An-
weisung ist ausfiihrbar, falls sich A/ im Zustand ¢ befindet und sich die Lesekdpfe auf
mitay, ..., ay beschrifteten Feldern (a; auf dem i-ten Band) befinden. Ihre Ausfiihrung
bewirkt, dass M in den Zustand ¢’ tbergeht, auf Band ¢ das Symbol a; durch o/ ersetzt
und den Kopf geméR D, bewegt (L: ein Feld nach links, R: ein Feld nach rechts, N:
keine Bewegung).

Definition 57 (Konfiguration)

Eine Konfiguration ist ein (2k + 1)-Tupel K = (q,u1,v1,...uk, vk) €
Z x (I* x T+)" und besagt, dass

e der momentane Zustand ¢ ist und

e das i-te Band mit ... Clu,;v;00. . . beschriftet ist, wobei sich der Kopf
auf dem ersten Zeichen von v; befindet.

Im Fall einer 1-TM schreiben wir fur eine Konfiguration (¢, w, v) auch kurz uqv. Ei-
ne Konfiguration K’ = (¢’,u},v],...,u},v;) heift Folgekonfiguration von K =
(q,u1,a1v1, ..., uk, apvg) (kurz K = K'), falls eine Anweisung

(g,a1,...,ax) — (¢',ay,...,ay,D1,...,Dy)
existiert, so dass firi = 1,..., k gilt:
1. ImFall D; = N: u} = u; und v} = alv;,

0, v;=¢e,

2. ImFall D; = R: u} = w;a; und v} =
v;, Sonst,

3. ImFall D; = Lund u; = €: v/ = € und v, = Oa’v;,
1 1 1

4. ImFall D; = Lund u; # ! u; = u;b; und v} = b,ajv; fureinb; € T
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Sei 2 € X* eine Eingabe fur M. Die zugehdrige Startkonfiguration ist

K, = (q0757x757|j7._.’57[]) m#éﬁ
c (qO757D757D7...7E7D> T =c.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist
L(M) = {zeX|3KeEx(I* xI'")*: K, - K}.

Ein Wort 2 wird also genau dann von M akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge von
Konfigurationen) von M bei Eingabe x gibt, bei der ein Endzustand erreicht wird.

Beispiel 58 Betrachte die 1-DTM M = (Z,%,T, 6, qo, E) mit

zZ = {qu"'q4}a

L = {ab},

r = XU{A B0},
E = {q}

und den Anweisungen

5. gqa—q@AR (1) Anfangder Schleife: Ersetze das erste a durch A
q1a — quaR (2) Bewege den Kopf nach rechts bis zum ersten b und
¢1B— @ BR (3) ersetze dies durch ein B (falls kein b mehr vorhan-
¢1b — ¢@BL (4) denist, dann halte ohne zu akzeptieren).
g2a — qoal  (5) Bewege den Kopf nach links bis ein A kommt, ge-
g2B — g2 BL (6) he ein Feld nach rechts zuriick und wiederhole die
QQA — qOAR (7) Schleife.

qgoB — q3BR (8) Falls kein « am Anfang der Schleife, dann teste, ob
gsB— g3BR (9) noch ein b vorhanden ist. Falls nicht, akzeptiere,
gs0d— q,0N (10) sonst halte ohne zu akzeptieren.

Wegen

Aqyabdb
Aaq1bb
AgeaBb
q2AaBb
AgoaBb
AAql Bb
AABql b
AAQ()BB
AAB(]gB
AABBq,O (

goaabb

AN AN AN AN AN AN AN AN S S N
=N

TTTTTTTTTTTTT
LrISEEI&ERE

—
=}
=
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folgt beispielsweise aabb € L(M). Ahnlich 1aBt sich a™b™ € L(M) fir ein beliebiges
n > 1 zeigen. Andererseits gehdrt das Wort abb wegen

bb = Aqibb F g9 ABb = AqgoBb - ABgsb
qoa ) q1 @) q2 ) q0 8) g3

nicht zu L(M ), da die Rechnung in der Konfiguration ABgsb nicht fortgesetzt werden
kann und kein Endzustand erreicht wurde. Tatsachlich ist L(M) = {a™b™ | n > 1}
(ohne Beweis).

3.3 Linear beschrankte Automaten

Ein linear beschrénkter Automat (LBA) ist eine 1-NTM, die nicht mehr Platz benétigt
als ihr durch die Eingabe bereitgestellt wird. (Dies scheint auf den ersten Blick der
Begriffsbildung ,,linear beschrankt* zu widersprechen. Wir werden aber spéter sehen,
dass jede 1-NTM, die linear viel Platz braucht, von einem LBA simuliert werden kann.)
Damit ein LBA das Ende der Eingabe erkennen kann (und nicht versehentlich dariiber
hinausliest), muss das letzte Zeichen der Eingabe markiert werden. (Das erste Zeichen
der Eingabe braucht dagegen nicht markiert zu werden, da dies der LBA im ersten
Rechenschritt selbst tun kann.)

Definition 59 (LBA)

Sei ¥ ein Alphabet. Eine 1-NTM M = (Z,%',T, 6, qo, F) mit Eingabeal-
phabet ¥ = ¥ U {a | a € X} heiflt linear beschrankt, falls sie bei jeder
Eingabe der Form zy - - - 2,145, n > 1, ausgehend von der Startkonfigu-
ration K,,...., _,z, nur Konfigurationen K = ugv mit |uv| < n erreichen
kann:

Kyyoizy 12, Frugu = Juv| <n.

Eine linear beschrankte 1-NTM wird als LBA bezeichnet. Die von einem
LBA akzeptierte oder erkannte Sprache ist

LM) = {zy-2,€X* |IK€EXT*xI : Ky 13, F* K}

Beispiel 60 Es ist nicht schwer, die 1-DTM M aus Beispiel 58 in einen LBA M’ =
(2,3, 17,8, qo, E) fur L = {a™b" | n > 1} umzuwandeln. Ersetze hierzu

e YdurchY = {a,b,a,b},
e T'durchI” = ¥/ U {A, B, B,} sowie
o die Anweisung gs0J — ¢4CIN (10) durch gs B — ¢4BN (10) und

o fiige die Anweisung ¢1b — q2BL (4a) hinzu.
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Dann wird das Wort aabb durch folgende Rechnung von M’ bei Eingabe aabb akzep-
tiert:

qoaabb +* AABqb (r) AApBB +* AABgB (I—) AABuB
a 10/

Als néchstes zeigen wir, dass LBAs genau die kontextsensitiven Sprachen erkennen.
Satz 61 CSL = {L(M) | M istein LBA}.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Inklusion von links nach rechts. Sei also . € CS.£ und
sei G = (V, X, P, S) eine kontextsensitive Grammatik mit L = L(G). Dann wird L
von folgendem LBA M akzeptiert, der bei Eingabe x = x1 -+ x,,—12,, n > 1, die
folgenden Schritte ausfuhrt (im Fall ¢ € L soll M auch ¢ akzeptieren).

1) Wéhle nichtdeterministisch eine Regel « — S aus P\ {S — ¢}.

2) Wihle nichtdeterministisch ein beliebiges Vorkommen von 3 auf dem Band.
(Falls g auf dem Band nicht vorkommt, halte ohne zu akzeptieren.)

3) Ersetze dieses Vorkommen von 5 durch « (linksblindig). Falls das letzte Zei-
chen von @ markiert war, markiere auch das letzte Zeichen von «. Ist dies
nicht der Fall und ist « kiirzer als (3, so verschiebe alle Zeichen rechts von g
um |3] — |«| Positionen nach links.

4) Enthalt das Band nur noch das (markierte) Startsymbol, so halte in einem End-
zustand. Ansonsten gehe zuriick zu Schritt 1).

Nun ist leicht zu sehen, dass M wegen |3| > |« tatsachlich linear beschrénkt ist und
dass M genau diejenigen Worter akzeptiert, fiir die es eine Ableitung in G gibt (welche
M in umgekehrter Reihenfolge berechnet).

Fir die Inklusion von rechts nach links sei M = (Z,%',T, 4, qo, E') ein LBA und X ein
Alphabet mit ¥/ = ¥ U{a | a € X}. Wir konstruieren eine kontextsensitive Grammatik
G = (V,%,P,S) mit L(G) = L(M). Fur V wéhlen wir die Menge

= {S, A U(TU(ZxT)) xX)

und fir P die Vereinigung folgender Regelmengen

{8 — A(a,a) | a € X} (1)
{A — A(a,a) | a € X} (2)
{A = ((q,0a),a) | a €3} (3)
{((¢,0),a) = ((¢',¢),a) | a € X,(¢,/,N) € 6(q,0)} (4)
{((g,¢),a)(d,b) — (¢, )((qlvd)vb) la,be X, (¢',c,R) €6(q,0)} (5)
{(c,a)((q,d),b) = ((¢';¢),a)(d,b) | a,b € X, (¢',d', L) € (¢, d)} (6)
{((g,¢),a) > ala€X, cEFqEE} (7)
{(¢c,a) > a|aeX,cel} (8)
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Im Fall e € L(M) nehmen wir noch die Regel S — & hinzu. Durch Induktion tber
die Rechnungslédnge m kann nun leicht fir alle Eingaben x = z; - - - 2,14, und alle
ai,...,a, €T, q € Z die folgende Aquivalenz bewiesen werden:

Qo1 Tp—1%n " a1---ai-1qa; - ca, =
((QOawl);ml)"'(-’i‘nzxn) = M (alawl)"'((Q7ai)ami)"'(anawn)

(4,5,6)

Unter Benutzung dieser Aquivalenz folgt dann aus der Annahme = € L(M), dass

S = An; n
(1,2.3) ((qOMTI)aml) (I‘ T )
= ) sy Wi )y L) \UnyLn ), er
o) (a1, @1) -~ ((q,0), i) - (an, Tn), q
* xlnnnzn
(7,8)

gilt, also « € L(G) ist. Ganz dhnlich folgt auch umgekehrt aus S =* «, dass « von M
akzeptiert wird. ]

Eine einfache Modifikation des Beweises zeigt, dass 1-NTMs genau die Sprachen vom
Typ 0 akzeptieren, d.h.

RE ={L(M) | M isteine 1-NTM}.

Eine bis heute ungeldste Frage ist, ob es kontextsensitive Sprachen gibt, die nicht von
einem deterministischen LBA akzeptiert werden: Ist die Klasse

DCSL = {L(M) | M ist ein deterministischer LBA}

eine echte Teilklasse von CSL?

Die folgenden Abschlusseigenschaften (abgesehen von der Komplementbildung bei
den Klassen CSL und RE) lassen sich nun leicht nachweisen (siehe Ubungen).

Vereinigung Durchschnitt  Komplement Produkt Sternhille
REG ja ja ja ja ja
DCFL nein nein ja nein nein
CFL ja nein nein ja ja
DCSL ja ja ja ja ja
CSLC ja ja ja ja ja
RE ja ja nein ja ja




4 Entscheidbare und rekursiv
aufzahlbare Sprachen

Definition 62 (berechenbar)
Sei f : ¥* — I'* eine Funktion. Eine k-DTM M berechnet f, falls fur
allex € X*undy € T'* gilt:
f(z)=y < K,F" K fireine Konfiguration der Form
K = (qe,u1,v1,. .., up—1,v%—1,y,0) mitg. €

In diesem Fall heit f Turing-berechenbar (oder einfach berechenbar
oder rekursiv).

Um f(x) zu berechnen, muss M bei Eingabe « im Verlauf der Rechnung also minde-
stens einmal in einen Endzustand gelangen. Zudem muss das k-te Band immer wenn
M in einen Endzustand gelangt mit f(x) beschriftet sein.

Diese Definition ldsst sich auch auf partielle Funktionen f : ¥* — T'* U {1} Uber-
tragen: Ist f(z) undefiniert (in Zeichen: f(x) =1), so darf M bei Eingabe z keinen
Endzustand erreichen (unabhéngig davon, ob M halt oder nicht).

Definition 63 (entscheidbar)

a) Eine Sprache L C ¥* heilit entscheidbar (oder rekursiv), falls ihre
charakteristische Funktion x 1, : ¥* — {0, 1} definiert durch

(2) 1, €L,
"I: P
AL 0, 2¢L

berechenbar ist.
b) Eine Sprache L C X* heifit semi-entscheidbar, falls die partielle

Funktion
(L () 1, zeL,
€T =
- I, egL

berechenbar ist.

c) Eine Sprache L C X* hei3t rekursiv aufzahlbar, falls L = ( ist
oder eine Turing-berechenbare Funktion f : T'* — X* existiert mit

L=W(f):={f(z)|zel"}.
W (f) heiBt der Werte- oder Bildbereich von f.
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Die Klasse der entscheidbaren Sprachen bezeichnen wir mit REC und die Klasse der
semi-entscheidbaren Sprachen mit RE (recursively enumerable; vergleiche Satz 64).

Satz 64 Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

N o o M w DNk

A ist semi-entscheidbar,

A wird von einer k-NTM akzeptiert,
A wird von einer 1-NTM akzeptiert,
Aistvom Typ 0,

A ist rekursiv aufzahlbar,

A wird von einer k-DTM akzeptiert,
A wird von einer 1-DTM akzeptiert.

Beweis: 1) = 2): Klar, da eine K-NTM, die ¢ 4 berechnet, A akzeptiert.

2) =

3): Sei M = (Z,%,T,6,qo, FE) eine k-NTM, die die Sprache A akzeptiert. Wir
konstruieren eine 1-NTM M’ = (7', %, 17,8, 29, E), die ebenfalls A akzeptiert.
M’ simuliert M, indem sie jede Konfiguration K von M der Form

alblc|d
T
el flgl|h

durch eine Konfiguration K’ der Form

HIAIE

nachbildet. Das hei3t, M’ arbeitet mit dem Alphabet
I'=TuU((u{alacT}F

und erzeugt bei Eingabe x = z; - - - x,, € X* zuerst die der Startkonfiguration
K, = (QQ,E,CC,E,D,...,E7D)

von M bei Eingabe = entsprechende Konfiguration

5{1 T T,

O O O
K; = Q6 :

O O O

Dann simuliert M’ jeweils einen Schritt von M durch folgende Sequenz von Re-
chenschritten.
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Zuerst geht M’ solange nach rechts, bis sie alle mit ~ markierten Zeichen
(z.B.ay,...,ax)gefunden hat. Diese Zeichen speichert M’ in ihrem Zu-
stand. Anschlielend geht M’ wieder nach links und realisiert dabei die
durch 6(q, a1, ..., ax) vorgegebene Anweisung von M (den momenta-
nen Zustand ¢ von M speichert M’ ebenfalls in ihrem Zustand).

Sobald M in einen Endzustand (ibergeht, wechselt A/’ ebenfalls in einen Endzu-
stand und halt. Nun ist leicht zu sehen, dass L(M') = L(M) ist.

3) = 4): Konstruktion einer Grammatik wie beim Beweis von {L(M) | M ist ein
LBA } CCSL.

4) = 5): Sei G = (V, X, P, S) eine Grammatik und sei A = L(G) # (). Dann lassen
sich die Worter von A durch folgende Funktion f : T'* — T'* aufzéhlen, wobei
F=VUXU{#}und# ¢V UXist:

am, xhatdie Form ag#aq# ... #a, und S = g = a1 =
flz) = -+ = q, ist eine Ableitung von a,,, € X* in G

xo, Sonst.

Es ist Klar, dass f von einer k-DTM berechnet werden kann, also ist A rekursiv
aufzéhlbar.
5) = 6): Sei f: X* — X* eine Funktion mit A = W (f) und sei M eine k-DTM, die
f berechnet. Betrachte folgende (k¥ + 1)-DTM M :
Bei Eingabe x erzeugt M’ auf dem 2. Band alle Worter y in 3* (etwa in
lexikographischer Reihenfolge) und berechnet durch Simulation von M
jeweils den Wert f(y). Sobald f(y) = x ist, akzeptiert M’ ihre Eingabe.

6) = 7): Eine k-DTM kann genau wie im Beweis der Implikation 2) = 3) durch eine
1-DTM simuliert werden.

7) = 1): Klar, da aus einer 1-DTM, die A akzeptiert, leicht eine k-DTM gewonnen
werden kann, die x 4 berechnet.

[ |
Satz 65 A ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-entscheidbar sind.

Beweis: Falls A entscheidbar ist, ist auch A entscheidbar, d.h. A und A sind dann auch
semi-entscheidbar. Fir die Riickrichtung seien f1, f2 Turing-berechenbare Funktionen
mit W (f1) = Aund W(f2) = A. Wir betrachten folgende k-DTM M:

Bei Eingabe z bestimmt M zu jedem Wort y € X* die beiden Werte f;(y)
und f2(y). Sobald ein y auf den Wert f1(y) = « fuhrt, gibt M den Wert 1
aus und falls f2(y) = « ist, gibt M den Wert 0 aus.

Da jede Eingabe x entweder in W (f1) = A oder in W (f,) = A enthalten ist, berechnet
M die Funktion x 4. [ |

Bezeichnen wir fur eine Sprachklasse K die Klasse {A | A € K} der Komplementar-
sprachen mit co-/C, so gilt also RE N co-RE = REC.
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4.1 Kodierung (GoOdelisierung) von TMs

Sei M eine 1-TM mit ArbeitsalphabetT" = {ao = O, a1, ..., a; } und Zustandsmenge
Z ={z0,...,2m} (0.B.d.A. sei E = {z,,}). Dann kénnen wir jede Anweisung der
Form

Ziy @ — zpaj D

durch das Wort #bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j")#bp# kodieren, wobei bin(n) die
Binardarstellung von »n und

0, D=N.
bp =<1, D=L,
11, D=R

ist. Eine Kodierung wy; € {0,1}* von M erhalten wir, indem wir alle Anweisungen
von M in kodierter Form hintereinander schreiben, wobei wir das Alphabet {0, 1, #}
binar kodieren (z.B. 0 — 00,1 — 11, # — 01).

Entsprechend kdnnen wir auch k-TMs, Konfigurationen und Rechnungen (Konfigura-
tionsfolgen) kodieren.

Jedem Binérstring w kénnen wir umgekehrt eine TM M, wie folgt zuordnen:

M, fallseine TM M mit wjy; = w existiert,
M, =
My, sonst.

Dabei ist M eine beliebig, aber fest gewahlte TM.
Definition 66 (Halteproblem)
Das Halteproblem ist die Sprache

H = {w#x | w,z € {0,1}* und M,, ist eine 1-DTM, die bei Eingabe « halt}.
Das spezielle Halteproblem ist

K ={w € {0,1}* | M,, ist eine 1-DTM, die bei Eingabe w hélt}.
Satz 67 K € RE\ REC.

Beweis: Sei wq die Kodierung einer 1-DTM, die bei jeder Eingabe halt und betrachte
die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Berechnung einer 1-
flx) = DTM M, bei Eingabe w,
wp, Sonst.

Da f Turing-berechenbar und K = W (f) ist, folgt K € RE.
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Die Unentscheidbarkeit von K zeigen wir indirekt. Unter der Annahme, dass K ent-
scheidbar ist, gibt es eine 1-DTM M, die bei Eingabe x genau dann halt, wenn z ¢ K
ist. Flr die Kodierung w von M folgt dann aber

weK = M, haltbei Eingabe w
= w¢ K, daM, =M ist,
w¢g K = M, hdltnicht bei Eingabe w
= wekK, daM, =M ist.

Sowohl die Annahme w € K als auch die kontrére Annahme w ¢ K fiihren also auf
einen Widerspruch. ]

Korollar 68 K ¢ co-RE.

Beweis: Wegen K € RE folgt aus der Annahme, dass K € co-RE ist, mit Satz 65,
dass K entscheidbar ist. Dies steht jedoch im Widerspruch zu Satz 67. [ |

Definition 69 (reduzierbar)

Seien A C ¥* und B C I'* Sprachen. Dann heifit A auf B reduzierbar
(kurz: A < B), falls eine Turing-berechenbare Funktion f : ¥* — I'™*
existiert mit

re€A& f(z)eB
furalle z € ¥*.

Eine Sprache A € RE heilit RE-vollstandig, falls jede Sprache L € RE
auf A reduzierbar ist.

Beispiel 70 K < H mittels f(w) = w#w fur alle w € {0,1}*.

Satz 71 Die Klassen RE und REC sind unter < abgeschlossen. Dabei heif3t eine
Sprachklasse K unter < abgeschlossen, wenn fir alle Sprachen A, B gilt:

A<BANBeK=Aek.

Beweis: Gelte A < B mittels f und sei M eine 1-DTM, die x (bzw. ¥ g) berechnet.
Betrachte folgende 1-DTM M”:

M’ berechnet bei Eingabe a zuerst den Wert f () und simuliert dann M bei
Eingabe f(z).

Wegen
r€A& f(r)eB

folgt xa(z) = xB(f(x)) = M(f(z)) = M'(z) (bzw. Xa(z) = XB(f(z)) =
M(f(xz)) = M'(z)), d.h. M’ berechnet x 4 (bzw. % 4). [ ]
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Korollar 72 H ¢ REC.

Beweis: Aus der Annahme, dass H entscheidbar ist, folgt wegen K < H, dass auch
K entscheidbar ist, was im Widerspruch zu Satz 67 steht. ]

Definition 73 (Halteproblem bei leerem Band)
Das Halteproblem bei leerem Band ist die Sprache

Hy = {w € {0,1}" | M,, isteine 1-DTM, die bei Eingabe ¢ halt}.
Satz 74 Hy ¢ REC.

Beweis: Wir zeigen H < H,. Dadurch tbertrégt sich die Unentscheidbarkeit von H
auf Hy, da andernfalls mit Hy auch H entscheidbar ware, was nach Korollar 72 nicht
der Fall ist. Sei wo ¢ Hy und betrachte die Funktion

w’, y hatdie Formy = w#x und M, ist eine 1-DTM; dabei
ist w’ die Kodierung einer 1-DTM, die bei Eingabe ¢ zu-

fly) = erst das Wort « auf das Eingabeband schreibt und dann
die 1-DTM M,, bei Eingabe x simuliert,
wp, SONst.
Dann ist f eine Turing-berechenbare Funktion, die H auf H, reduziert. [ ]

Der folgende Satz von Rice besagt, dass man einer 1-DTM nicht ansehen kann, ob die
von ihr berechnete Funktion eine gewisse Eigenschaft hat oder nicht.

Satz 75 (Satz von Rice) Sei F die Klasse aller partiellen Turing-berechenbaren Funk-
tionen g : {0,1}* — {0,1}* undsei S C F mitS ¢ {0, F}. Dann ist die Sprache

K(S) ={w| M, isteine DTM, die eine Funktion in S berechnet}

unentscheidbar, d.h. K(S) ¢ REC.

Beweis: Wir reduzieren Hy (oder Hy) auf K (S). Fir eine gegebene 1-DTM M, miis-
sen wir also eine DTM M,,» mit

w € Hy = M, berechneteine Funktionin S,

wé¢ Hy = M, berechneteine Funktionin S
konstruieren. Die ldee besteht nun darin, M, bei Eingabe = zunéchst einmal die 1-
DTM M, bei Eingabe ¢ simulieren zu lassen. Falls w ¢ H) ist, berechnet M., also die

uberall undefinierte Funktion « mit «(z) =1 fur alle z € {0, 1}*. Damit die Reduktion
gelingt, muss M, im Fall w € Hj eine Funktion v € F berechnen mit

veSsugsS.
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Wegen S ¢ {0, F} muss eine solche Funktion v € F existieren.

Sei also M eine DTM, die v berechnet und betrachte die Reduktionsfunktion f :
{0,1}* — {0, 1}* mit

f(w) = w', wobei w' die Kodierung einer DTM ist, die bei Eingabe «
zunéchst einmal die 1-DTM M, bei Eingabe ¢ simuliert und im
Fall, dass M, hélt, mit der Simulation von M bei Eingabe « fort-
fahrt.

Dann gilt

we Hy — M, berechnetv,
wé¢ Hy — M, berechnet u.

Im Fall v € S gilt daher

weHy — w eK(S),
wé¢ Hy — w' ¢&K(S),

das heift, f reduziert Hy auf K'(S). Im Fall v ¢ S gilt dagegen
weHy — w ¢&K(S),
w¢ Hy — w' e K(S),

das hei}t, f reduziert H, auf K(S). Da f Turing-berechenbar ist und sowohl Hy als
auch H, unentscheidbar sind, folgt K (S) ¢ REC. [ |

Beispiel 76 Einer Turingmaschine kann man nicht ansehen, ob sie die Identitat auf
{0,1}* (also die Funktion id(x) = z, x € {0,1}*) berechnet oder nicht. Genauer: die
Sprache

L ={we{0,1}" | M,, berechnet die Identitat auf {0,1}*}

ist unentscheidbar, da die durch S = {id} beschriebene Eigenschaft nicht trivial (also
S & {0, F})ist.

4.2 Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

Sei X ein beliebiges Alphabet und sei # ¢ X. Dann enthdlt PCP (genauer: PCPy;) alle
positiven (mit ja zu beantwortenden) Eingaben flir das folgende Entscheidungsproblem:

Gegeben: k Wortpaare (z1,y1), - . -, (T, yx ), kodiert durch z1 #y1 # - - - #axi#yr (die
wir oft auch in Form einer Matrix ( ) schreiben).

1Tk
Y1---Yk
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Gefragt: Gibt es eine PCP-Losung fir die Probleminstanz (7!""'*)? Dabei ist eine
PCP-L6sung eine Folge o = (41,...,%,), n > 1,von Indizesi; € {1,...,k}
mit

Liy = Liyy = Yiy " Yy -

Im Fall ; = 1 heifit o auch MPCP-L&sung (Losung fiir das modifizierte PCP). Ent-
sprechend enth&lt MPCP alle Problemeingaben, fir die eine MPCP-L&sung existiert.

1 10011

Beispiel 77 Die Instanz I = (., o011

) besitzt wegen
T1X3T2X3 = 101110011 = Y1Ys3yay3

die PCP-Lésung a = (1, 3,2, 3), die auch eine MPCP-L&sung ist.

Lemma 78 Fir jedes Alphabet ¥ gilt PCPsx < PCPy:; und MPCPs <

Beweis: Sei ¥ = {a,...,a,,}. Firein Zeichen a; € ¥ sei a; = 01% und fir ein Wort
w=wp-w, €L Mitw; € X seiw = ---wy,. Dann folgt PCPs < PCP 1,
und MPCPs, < MPCP o 1, mittels der Reduktionsfunktion

f(xr--wk) - (mm)
Y1 Yk G196/

Im Folgenden schreiben wir fur PCP o1, (MPCPyq,1;) kurz PCP (bzw. MPCP).

Satz 79 MPCP < PCP.

Beweis: Sei X' = {0,1,$,§}. Es gentgt, MPCP < PCPsx zu zeigen. Betrachte die
Reduktionsfunktion f, die eine MPCP-Instanz I = (ﬁ;:) auf die PCPs.-Instanz

f(I) = (@“E% “f’“ §)
Yiy1 Y2 - Yk 88
abbildet, wobei firw =aq---an, a; € %,
w $a1$- - $a,$,
w = a1$---$a,8,
w = $a1$- - $an,

ist. Da sich jede MPCP-L6sung o = (1,42, ...,4y,) fur I in eine PCP-Ldsung o’ =
(L,io+1,... 4, + 1,k +2) fur f(I) verwandeln lasst, folgt

I e MPCP = f(I) € PCPsx.
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Fir die umgekehrte Implikation sei « = (é1,...,%5) eine (0.B.d.A. kiirzeste) PCP-
Losung fir (7). Dann muss i; = 1 sein, da (:}Z,yi) das einzige Paar in f([I) ist, bei
dem beide Komponenten mit demselben Buchstaben anfangen. Zudem muss i,, = k+2
sein, da (§, $§) das einzige Paar in f(I) ist, bei dem beide Komponenten mit demselben
Buchstaben aufhéren. Aufgrund der minimalen Lange von o kénnen wir annehmen,
dass i; & {1,k + 2} fur die Ubrigen Indizes in « gilt. Dann ist aber

O[/:(l,i271,...7in7171)

eine MPCP-Ldsung fur I. [ ]
Satz 80 PCP ist RE-vollstandig und damit unentscheidbar.

Beweis: Sei A € RE€ undsei M = (Z,%,T,6, 29, E) eine I-NTM mit L(M) = A.
Sei ¥ =T U Z U {3$}. Wegen MPCPyx, < PCP reicht es zu zeigen, dass zu jeder

Eingabe w € X* eine Instanz f(w) = (j ") mit

we L(M) < f(w) e MPCPxy

berechnet werden kann.

Idee: Eine Indexfolge « = (i1,...,i,) soll genau dann eine L&sung von f(w) sein,
wenn das zugehorige Lésungswort

:L'il .. :I"Zn - yll .. yln
eine akzeptierende Rechnung von M bei Eingabe w kodiert.
Wir bilden f(w) aus folgenden Wortpaaren:

1. (8, $2z029), ~Startregel
2. (a,a) furallea € T U {$}, »Kopierregeln“
3. Furallea,d’,b €T, z, 2" € Z die folgenden Wortpaare,

(za, z'd’), falls 6(z,a) = (#/,a’, N),
(za,d’2’), falls §(z,a) = (¢, 2 a,R),
(bza, z'ba’), falls 6(z,a) = (/, 2 a',L),
sowie »Uberfiihrungsregeln*
($za, $Z’Da ), fallsdé(z,a)=(7",d',L),
(28,2'a’$), falls §(z,0) = (2/,d', N),
(2%,ad'2'8), falls §(z,0) = (2/,d’, R),
(bz$, z’ba'$) falls 6(z,0) = (¢/,d/, L),
4. (aze,ze) und (zea, z.) furalle z, € E, ,Loschregeln

5. (2.$8,$) furalle z. € E. »Abschlussregeln*
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Nun l8sst sich leicht aus einer akzeptierenden Rechnung
Ko=zwkt KiF- -+ Ky =uzev
mit z. € E'und u,v € T'* eine MPCP-L6sung mit einem Lésungswort der Form
SKoSK1$---SKiSK 18- SKyy i, |—159

angeben, wobei K, ; aus K; durch Léschen von ¢ Zeichen in der Nachbarschaft von z,
entsteht.

Umgekehrt l&sst sich aus jeder MPCP-L&sung auch eine akzeptierende Rechnung von
M bei Eingabe w gewinnen, womit A < MPCPy gezeigt ist. [ |

Satz 81 Fur zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G, G5 sind folgende Fragestel-
lungen unentscheidbar:

Ist L(G1) N L(G2) # §? (Schnittproblem)

Ist L(G1) = L(G2)? (Aquivalenzproblem)
Ist L(G1) = X*?

H w0 poE

Ist G; mehrdeutig?

Beweis: 1. Betrachte die Turing-berechenbare Funktion

1 B!

Y- Yk
wobei GG; die Regeln

S — 018,011 1x;,i =1,...,k
und G4 die Regeln
S — 0118y, 011y, i =1,...,k
enthalt. Dann gilt
L(G1) = {0"10% --- 10" 11z, - - -5, |n>1und 1 <'iy,... 0, <k}
und
L(Go) = {0™10% --- 10" 11y, ---y;, |n>1und 1 < iy,... 0, <k}.
Somit ist
L(G1)NL(Gy) = {0"1---10" 11z |n > 1und z;, -~ 25 =2 =Yi, - Yi, }»

d.h. die Instanz I = (57;1;:) hat genau dann eine PCP-Lésung o = (i, - - - 41),
wenn 01 ---10% 11z, - x;, € L(G1) N L(G2), also L(G1) N L(G2) # O ist.
Dies zeigt, dass f eine Reduktion von PCP auf das Schnittproblem fiir kontextfreie
Grammatiken vermittelt.



56

4 Entscheidbare und rekursiv aufzéhlbare Sprachen

2. Sei L, = L(G;), i = 1,2. Dann ist leicht zu sehen, dass L, Lo € DCFL sind.

Zudem koénnen bei Eingabe von I = (ﬁ;:) DPDAs My, My mit L(M;) = L;
und kontextfreie Grammatiken Gy, G%, G mit L(G’) = L; und L(G) = Ly U Ly
berechnet werden. Wegen

I¢PCP & L(G1)NL(G2)=10
& LiNLy=10
& L1 CLy
& L1ULy=1Ls

& L(G) = L(GY)

vermittelt die Funktion ¢(I) = (G, G%) eine Reduktion des Komplements von
PCP auf das Aquivalenzproblem von kontextfreien Grammatiken.

. Aus den beiden Grammatiken G und G, kann leicht eine kontextfreie Grammatik

G' mit L(G") = L(GY) U L(GY%) = Ly U L gebildet werden. D.h. die Funktion
h(I) = G’ ist Turing-berechenbar und wegen

IgPCP 4 LlﬁLQZ(D
& LiULy=Y%"
& LGE)=%*

reduziert sie das Komplement von PCP auf die Sprache {G | G ist eine kontext-
freie Grammatik mit L(G) = ¥*}.

. Betrachte die Turing-berechenbare Funktion

f(l’l"'mk) :G//7
Y- Yk

S — AB
A — 01Az;,011x;,i=1,....k
B — 0By, 01y;,i=1,...,k

wobei G” die Regeln

enthalt. Da von A oder B ausgehende Ableitungen eindeutig sind, ist G” genau
dann mehrdeutig, wenn es ein Wort w € L(G") gibt mit

S = A="wundS = B =" w.

Wie wir bereits in 1. gesehen haben, ist dies genau dann der Fall, wenn I eine
PCP-L6sung hat.

Da die in obigem Beweis benutzten Sprachen L; = L(G;) und Ly = L(G3) determi-
nistisch kontextfrei sind, kdnnen wir auch die beiden folgenden Unentscheidbarkeitsre-
sultate festhalten.
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Korollar 82 Das Schnitt- und das Inklusionsproblem fir DCF L sind unentscheidbar.

Beweis: Wie wir im Beweis von Satz 81 gesehen haben, kénnen zu jeder PCP-Instanz
1 deterministische Kellerautomaten fiir DCF £L-Sprachen L1, Lo berechnet werden, so
dass I genau dann eine PCP-L&sung besitzt, wenn L1 N Ly # () (bzw. Ly C L) ist. m

Dagegen ist es nicht schwer, fur eine kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob ein
Wort in G ableitbar ist.

Satz 83 Das Leerheitsproblem flir CF L ist entscheidbar.

Beweis: Betrachte folgenden Algorithmus:

1 Eingabe: eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)
2 U —0

3 repeat

4 U—U'

5 U’ — {A|esgibteineRegel A — o€ Pmita € (EUU)*}
6 until(U=U")

7 ifSeUthen

8 output ,,L(G) # 0

9 else

10 output ,,L(G) = 0

11  end

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet und auch von einer DTM ausgefiihrt
werden kann. [

Satz 84 Das Leerheitsproblem fiir CS£ ist unentscheidbar.

Beweis: Wir reduzieren das Schnittproblem fir CF L auf das (Nicht-)Leerheitsproblem
fur CSL. Betrachte hierzu die Funktion

f(leGQ) =G,

wobei G eine kontextsensitive Grammatik mit L(G) = L(G1) N L(G>) ist. Es bleibt
nur zu zeigen, dass f berechenbar ist:

Bei Eingabe (G1,G2) bestimme zundchst LBAs My, My mit L(M;) =
L(G;), i« = 1,2. Konstruiere daraus einen LBA M fir die Sprache L =
L(My) N L(Ms), der erst M; und dann Ms bei Eingabe « simuliert, ohne
bei der Simulation von M; die Eingabe zu zerstéren. Transformiere M in
eine kontextsensitive Grammatik G mit L(G) = L(M).
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Satz 85 Das Wortproblem fiir CS. ist entscheidbar (Beweis siehe Ubungen).

Zum Schluss dieses Kapitels fassen wir nochmals zusammen, welche der hier betrach-
teten Eigenschaften fur die einzelnen Sprachtypen entscheidbar sind und welche nicht.

Wortproblem Leerheit Aquivalenz Inklusion  Schnittproblem
zel? L=0§? Li=Ly? L1 CLy? LlﬁLQ#wr)
REG ja ja ja ja ja
DCFL ja ja ja* nein nein
CFL ja ja nein nein nein
CSL ja nein nein nein nein
RE nein nein nein nein nein

*Die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir die Klasse DCF L konnte erst vor wenigen Jahren
(1997) nachgewiesen werden.



5 Komplexitatsklassen und
NP-Vollstandigkeit

5.1 Zeitkomplexitat

Der Zeitverbrauch time s (x) einer TM M bei Eingabe « ist die Anzahl der Schritte,
die diese Maschine ausgehend von der Startkonfiguration K, ausfihrt (bzw. oo, falls
sie nicht stoppt).

Definition 86 (Rechenzeit)
Sei M eine TM und sei 2 € X* eine Eingabe. Dann ist

timeps(z) = max{t >0 | 3IK : K, F" K}
die Rechenzeit von M bei Eingabe x, wobei max N := oc.

Sei t : N — N eine monoton wachsende Funktion. Dann ist M t(n)-
zeitbeschrankt, falls fur alle z € ¥* gilt:

timeps () < max(t(|z|),n + 1).

Alle Sprachen, die in (nicht-) deterministischer Zeit t(n) entscheidbar sind, fassen wir
in den Komplexitétsklassen

DTIME(t(n)) := {L(M) | M ist eine t(n)-zeitbeschrankte DTM}
und

NTIME(t(n)) := {L(M) | M ist eine t(n)-zeitbeschrankte NTM}
zusammen. Ferner sei

FTIME(¢t(n)) := {f | f wird von einer ¢(n)-zeitbeschrankten DTM berechnet}

Die wichtigsten Zeitkomplexitatsklassen sind

P = |JDTIME(n+ ),
c>0
¢ = [JDTIME@2™),
c>0
EXP = | JDTIME(2" ).
c>0

Die Klassen NP, NE, NEXP und FP, FE, FEX P sind analog definiert.
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5.2 NP-Vollstandigkeit und das P=NP Problem

Wie wir in der Berechenbarkeit gesehen haben, sind NTMs nicht méchtiger als DTMs,
da erstere von letzteren simuliert werden kénnen (siehe Satz 64). Die Frage, wieviel
Zeit eine NTM gegenuber einer DTM einsparen kann, ist eines der wichtigsten offenen
Probleme der Informatik.

Es ist unmittelbar klar, dass P C NP gilt. Die Klasse AP enthalt viele fir die Praxis
Uberaus wichtige Probleme. Da andererseits Probleme in P als effizient I6shar angese-
hen werden konnen, hat das so genannte P = NP-Problem, also die Frage, ob NP
gleich P ist, eine grofe praktische Bedeutung.

Definition 87 (Polynomialzeitreduktion)

Seien A C ¥* und B C I'* Sprachen. Dann heif8t A auf B in Polynomial-
zeit reduzierbar (kurz: A <P B), falls eine Funktion f : ¥* — I"* in 7P
existiert mit

re€A& f(z)eB

firalle x € X*.

Lemma 88 Die Reduktionsrelation <P ist reflexiv und transitiv (Beweis siehe Ubun-
gen).

Satz 89 Die Klassen P und AP sind unter <? abgeschlossen.

Beweis: Sei B € P (bzw. B € AN'P) und gelte A <P B mittels einer Funktion f €
FP. Sei M eine (nicht)deterministische TM mit L(M) = B, sei T eine DTM, die f
berechnet, und seien p, g polynomiale Zeitschranken fur M und T'. Betrachte folgende
TM M, die sich bei Eingabe = wie M bei Eingabe f(x) verhlt.

1 Eingabe: x
2y f(a)
3 simuliere M bei Eingabe y
Dann gilt
re LM & f(z)e L(M)
< f(x)eB
& x €A,

d.h. L(M’) = A. Wegen

timer (x) + timen (f(x))
q(l=[) + p(a(l=l)),

ist M’ polynomial zeitbeschréankt, weshalb A in P (bzw. A'P) ist. [ |

timeyy () <
<
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Definition 90 (WVP-vollstandig)
Eine Sprache A heilt A"P-schwer (oder A"P-hart), falls gilt:
VLeNP:L<PA.
Ist dariiber hinaus A € NP, so heilt A N'P-vollstandig (kurz A € NPC;
NP-complete).
Satz91 1. A <P Bund A ist N'P-schwer = B ist N"P-schwer.
2. A<PBLAe NPCund Be NP = Be NPC.
3.NPCNP#£) = P=NP.
Beweis: 1. Wir missen fur eine beliebige Sprache L € NP zeigen, dass L <P B

gilt. Da A nach Voraussetzung NP-schwer ist, folgt zunachst L <? A. Da zudem
A <P B giltund die Relation <P transitiv ist, folgt . <? B.

2. Mit 1. folgt, dass B A'P-schwer ist. Da zudem B € NP ist, folgt B € NPC.

3. Falls eine Sprache A in NPC N P existiert, so lasst sich jede N'P-Sprache L auf
A € P reduzieren. Da P unter <P abgeschlossen ist, folgt L € P.

Satz 92 Die Sprache
A = {M#x#0™ | M isteine NTM, die x in < m Schritten akzeptiert}

ist V'P-vollstandig.

Beweis: Zunéchst ist klar, dass A € NP mittels folgender NTM ist:

Bei Eingabe M #x#0™ simuliere M bei Eingabe z fir hochstens m Schrit-
te. Falls M in dieser Zeit akzeptiert, akzeptiere ebenfalls. Andernfalls ver-
werfe.

Zum Nachweis der A/P-Harte von A sei eine beliebige N"P-Sprache L gegeben. Dann
existiert eine NTM M mit L(M) = L und ein Polynom p, das die Rechenzeit von M
begrenzt. Also l&sst sich L mittels der 7P-Funktion

fox— M#agor(zD

auf A reduzieren. ]

Definition 93 (Boolesche Formeln)

Die Menge der Booleschen (oder aussagenlogischen) Formeln tber den
Variablen z4, .. ., x, ist induktiv wie folgt definiert:

e Jede Variable z; ist eine Boolesche Formel.
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e Mit G und H sind auch die Negation -G von G, die Konjunktion
(GAH) von G und H, die Disjunktion (GV H) sowie die Implikation
(G — H) Boolesche Formeln.

Eine Belegunga = a1 ... a, € {0,1}™ ordnet jeder Variablen x,; den Wert
a; € {0,1} zu. Der Wert F'(a) von F' unter a ist induktiv Uiber den Aufbau
von F definiert:

| F | F(a)
€T; a;
-G 1—-G(a)

GANH | G(a)H(a)
GV H | G(a)+ H(a) — G(a)H(a)
G H|1-Ga)(l-H@)

Durch F wird also eine n-stellige Boolesche Funktion berechnet, die wir
ebenfalls mit F' bezeichnen. F' heif3t erfullbar, falls es eine Belegung a
mit F'(a) = 1 gibt.

Beispiel 94 Die Formel F' = (z1Vxz2) — (x2Ax3) isterfillbar und berechnet folgende
Boolesche Funktion:

|a1a2a3 | a1 Vas | az N\ as | (al\/ag)—>(a2/\a3)|

000 0 0 1
001 0 0 1
010 1 0 0
011 1 1 1
100 1 0 0
101 1 0 0
110 1 0 0
111 1 1 1

Beispiel 95 Die Formel

G(x1,. . xn) =(x1 V- Va,) A /\ (2 A xyj)
1<i<j<n

liefert unter einer Belegung a = a; - - - a, genau dann den Wert G(a; ---a,) = 1,
wenn Y | a; = 1 ist (d.h. wenn eine einzige Variable mit 1 belegt ist). Diese Formel
werden wir im Beweis des nachsten Satzes benétigen.

Bei vielen praktischen Anwendungen ist es erforderlich, eine erfiillende Belegung fiir
eine vorliegende Boolesche Formel zu finden (sofern es eine gibt). Die Bestimmung
der Komplexitat des folgenden Entscheidungsproblems hat also groRe praktische Be-
deutung.
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Erflllbarkeitsproblem fiir Boolesche Formeln (SAT; satisfi ability):
Gegeben: Eine Boolesche Formel F' in den Variablen z4, ..., x,.

Gefragt: Ist F erfullbar?
Satz 96 SAT ist N'P-vollstandig.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass SAT € AP ist: Eine NTM kann bei Eingabe einer
Booleschen Formel F' zunéchst eine Belegung a nichtdeterministisch raten und dann in
Polynomialzeit tiberprifen, ob F'(a) = 1 ist.

Um zu zeigen, dass SAT AP-schwer ist, sei L eine beliebige A"P-Sprache und sei M =
(Z,2,T,6,qo) eine k-NTM mit L(M) = L, deren Rechenzeit durch ein Polynom p
beschréankt ist (wir kénnen 0.B.d.A. k = 1 annehmen, da bei der Simulation einer k-
NTM durch eine 1-NTM die Rechenzeit héchstens quadratisch ansteigt; siehe Satz 64).

Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu einer gegebenen Eingabe w = wjy - - - w,, eine
Formel F,, zu finden, die genau dann erfullbar ist, wenn w € L ist (natlirlich mussen
wir auch nachweisen, dass F,, in Polynomialzeit aus w berechenbar ist).

OB.dA.sei Z ={qo;..-,qx}, E ={gx} und T = {aq,...,a;}. Dann bilden wir F,
uber den Variablen

'Tt,qa yt,i Und Zt,i,a fUr 0 S t S p(n), 7p(n) S ] S p(n)7 q € {qu . ;qk’} Und a < F7
die fir die folgenden Aussagen tber eine Rechnung von M stehen sollen:

Ttq.  zum Zeitpunkt ¢ befindet sich A/ im Zustand g.
ye,i zur Zeit ¢ befindet sich der Kopf auf dem Bandfeld mit der Nummer s.
ztiq- zur Zeit ¢ befindet sich das Zeichen a auf dem Feld mit der Nummer .

Unser Ziel ist es, die Formel F, so zu konstruieren, dass F,, unter einer Belegung
genau dann wahr wird, wenn diese Belegung eine akzeptierende Rechnung von M bei
Eingabe w beschreibt. Konkret sei F\, = RA S A1 A2 As A E, wobei R (steht
fir Randbedingungen) sicherstellt, dass wir jeder Belegung eindeutig eine Folge von

Konfigurationen Ko, .. ., K, ,) zuordnen kénnen:
R= N R,
0<t<p(n)
wobei

Rt = G(%t,40, -+ T, )NG(Yt,—p(n) s - - + > Ye.p(n) )N /\ G(Ztyiars - 2tia)

—p(n)<i<p(n)
ist. Die Teilformel R sorgt also dafir, dass zu jedem Zeitpunkt ¢

e genau ein Zustand g € {qo, - - ., qx } eingenommen wird,
e genau ein Bandfeld i € {—p(n),...,p(n)} besucht wird und
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e auf jedem Feld i genau ein Zeichen a € T steht.
Die Ubrigen Teilformeln sind
S = T0,q0 N\ Yo,1 N\ 20,—p(n),0 A== Nzog_1,0N 200w, N N 20n—1w, N

20,n,0 N " A 20,p(n),0s

1 = /\ [(mye,i A 2t,0,0) = Ze410,a)s
0<t<p(n)
—p(n)<i<p(n)
a€el’

2 = /\ [(mt,q]' A Yt A Zt,i,a) - \/ (CCt_;,_l,q/ A\ Yt+1,i+D AN Zt+1,i,a)];
0<t<p(n) (q',a’,D)€b(qj,a)

—p(n)<i<p(n)
0<j<k—1,a€T

s = N\ [@ha AYei A zeia) = @10, AYerni A Zer,ia)] Und
0<t<p(n)
—p(n)<i<p(n)
a€el’
E = zpm)a,
wobei

i, D

i+D={i+1, D

i—1, D

ist. Die Formel S (wie Startbedingung) stellt also sicher, dass zum Zeitpunkt 0 tatsach-
lich die Startkonfiguration

N
R
L

ol Jofe [ Jw]O]-|0]

7
q0

vorliegt. Mit der Formel ; wird gewahrleistet, dass der Inhalt von nicht besuchten Fel-
dern beim Ubergang zwischen den Konfigurationen K, und K, unverandert bleibt.
Dagegen achtet die Formel 5 auf die Einhaltung der durch ¢ vorgegebenen Anweisun-
gen, solange nicht der Zustand ¢ angenommen wird. SchlieRlich sorgt 3 dafir, dass
sich nach Erreichen des Zustands ¢ nichts mehr andert und E tberprift, ob zum Zeit-
punkt p(n) der Zustand gy, vorliegt.

Da die L&nge der Formel f(w) = F,, polynomiell in n ist und ihr Aufbau einem
einfachen Bildungsgesetz folgt, ist die Reduktionsfunktion f in FP berechenbar. Es
bleibt zu zeigen, dass alle Eingaben w die Aquivalenz

w € L(M) & F,, € SAT

erfillen.
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~=" Istw € L(M), so gibt es eine akzeptierende Rechnung von M bei Eingabe w
der L&nge < p(n). Belegen wir nun die Variablen z; 4, y; ; und z; ; , geman dieser
Rechnung, so erhalten wir offensichtlich eine erfilllende Belegung fur F,.

»<=": Ist a eine erfullende Belegung fir F,,, so kénnen wir daraus in eindeutiger Weise
(wegen R(a) = 1) eine Folge von Konfigurationen Ko, ..., K,,) gewinnen.
Wegen S(a) = 1 ist K, die Startkonfiguration von M bei Eingabe w. Wegen
1(a) = 2(a) = 3(a) =1 muss firi =0,...,p(n) — 1 entweder K, - K, oder
K; = Kiy1 gelten. SchlieRlich muss K,y wegen E(a) = 1 eine akzeptierende
Endkonfiguration und damit w € L(M) sein.

Gelingt es also jemandem, einen Polynomialzeit-Algorithmus fir SAT zu finden, so
lasst sich daraus leicht ein effizienter Algorithmus fiir jedes Problem in NP ableiten.

Korollar 97 SAT e P & P = NP.

Definition 98 (Boolesche Schaltkreise)

Ein Boolescher Schaltkreis ¢ mit n Eingéngen ist eine Folge (g1, ..., gm)
von Gattern g; € {0,1,21,...,2n, (—,7),(A, 4, k), (V,5,k)} mit 1 <
j,k < I. Die am Gatter g; berechnete n-stellige Boolesche Funktion ist
induktiv wie folgt definiert:

‘ g ‘ gi1(a) ‘
0 0
1 1
(—J4) | 1-gila)
(A4, k) | gjla)gk(a)
(Vs4, k) | gj(a) + gx(a) — gj(a)gk(a)

¢ berechnet die Boolesche Funktion ¢(a) = g, (a). ¢ heillt erfillbar, wenn
es eine Eingabe a € {0,1}"™ mit ¢c(a) = 1 gibt.

Bemerkung: Die Anzahl der Eingénge eines Gatters g wird als Fanin von g bezeichnet,
die Anzahl der Ausgéange (also die Anzahl der Gatter, die g als Eingabe benutzen) als
Fanout. Boolesche Formeln entsprechen also den Booleschen Schaltkreisen mit (ma-
ximalem) Fanout 1 und umgekehrt.

Erfullbarkeitsproblem fur Boolesche Schaltkreise (CIRSAT):

Gegeben: Ein Boolescher Schaltkreis ¢ mit n Eingéngen.

Gefragt: Ist c erfullbar?
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Aufgrund obiger Bemerkung ist klar, dass SAT in Polynomialzeit auf CIRSAT reduzier-
bar ist. Da CIRSAT offensichtlich in A”P enthalten ist, haben wir ein weiteres N'P-
vollstdndiges Problem gefunden.

Satz 99 CIRSAT ist N"P-vollstandig.

Da SAT N'P-vollstandig ist, ist CIRSAT in Polynomialzeit auf SAT reduzierbar. Tat-
séchlich kdnnen wir CIRSAT sogar auf ein Teilproblem von SAT reduzieren.

Definition 100 (konjunktive Normalform)

Eine Boolesche Formel F' Uber den Variablen x4, ..., x, ist in konjunk-
tiver Normalform (kurz KNF), falls F' eine Konjunktion F' = /\;.”:1 C;

von Disjunktionen (auch Klauseln genannt) C; = \/;‘”’;’1 L;; von Literalen

L € {x1,...,@n, T1,...,Tn} ist (hierbei verwenden wir Z als abkir-
zende Schreibweise fir —x). Gilt k; < k firj = 1,...,m, so heilit F' in
k-KNF.

Beispiel 101 Die Formel F' = (z1 V ZT2) A (T1 V 23) A (22 V T3 V 4) ist in 3-KNF,

Erfullbarkeitsproblem fur £-KNF Formeln (k-SAT):
Gegeben: Eine Boolesche Formel in k-KNF.

Gefragt: Ist F' erfullbar?
Satz 102 3-SAT ist N"P-vollstandig.

Beweis: Wir zeigen CIRSAT <P 3-SAT. Hierzu transformieren wir einen Schaltkreis
¢=(g1,--.,9m) Mitn Eingangen in eine 3-KNF Formel F, = z,, A \;", G Uber den

Variablen x4, ..., 2y, 21, . . ., 2m, Wobei die Formeln G; wie folgt definiert sind:
Lo G |
0 Zi
1 21
T (ZIV ) A (TVz)
N—— N——
i Ti—Z1

(—Jd) | (aVz)A(aVz)
—— ——

Zj—21 21— Zj
(Adik) | (BVz) A&V zi) A (2 V25V Zk)
Z1—Zj Bl 2k (zjNzK)—21

V,j, k aVZI)N(zVZ) AN(Z1V 2z Vz
(Vg k) | (i vV Zi) AV Zi) Az V25V ozg)

zj—2; Zk—Z1 21— (zjVzy)
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Offensichtlich ist die Reduktionsfunktion f : ¢ — F, in FP berechenbar. Es bleibt zu
zeigen, dass fiir jeden Schaltkreis ¢ die Aquivalenz

c € CIRSAT & F,. € 3-SAT

gilt.

»=“ Sei a;---a, € {0,1}" eine Eingabe mit c¢(a;---a,) = 1. Dann
erhalten wir daraus eine erfiillende Belegung aq---apby---b,, flr
F.(x1,...,Zn, 21, -, 2m), iINdem wir

b= gi(ar---an)

setzen.

»<=": Istumgekehrta; - - - a, by - - - by, eine erfillende Belegung fur £, so muss b,,, =
1 sein, da z,, eine Klausel in F, ist. Aufgrund der Konstruktion von F, folgt
andererseits durch Induktion tberl = 1,...,m

gi(a---an) = by.
Inshesondere folgt c(ay - - - an) = gm(a1 - - - an) = by, = 1, also ist ¢ € CIRSAT.

Als néchstes betrachten wir das Problem, einen Rucksack optimal zu bepacken. D.h. wir
haben k& Gegenstande der GroRe uq, . . ., u und einen Rucksack der Gréf3e v und moch-
ten eine Auswahl von Gegensténden treffen, so dass der Rucksack randvoll wird.

Rucksack-Problem (Subset Sum):

Gegeben: Ein Vektor (uy, ..., uy,v) € N¥+1 von natiirlichen Zahlen.

Gefragt: Gibtes eine Auswahl I C {1,... k} mit} ., u; = v?
Satz 103 Rucksack ist A"P-vollstandig.

Beweis: Wir zeigen 3-SAT <P RUCKSACK. Sei

k

m J
F=/N\ '\ L
j=1 1=1
——
Cj
mitk; <3und Lj; € {z1,...,2n,Z1,...,Tn}. Betrachte die Reduktionsfunktion
FOF) = (U1, ey Uny U1y oy Ty Uty v oy Uy Wy o e vy Wiy V),

wobei u; und @; die Zahlen

u; = b - bim()i_ll()"_i_l und U; = Bil s l;imOi_ll()"_i_l (ZUr Basis 10)
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mit
1, z; kommtin C; vor

0, sonst

1 . kommtin C; vor -
bij = » ® J und bij =
0, sonst

und v; = w; = 09-110™~9~ 1 ist. Die GroRe v des Rucksacks setzen wir auf

v=238---31---1.
S~
m-ma  n-ma
Fir die Formel F' = (Z1VZsVay) A1 Vaa Vay) A(T2VZ4) erhalten wir beispielsweise
den Vektor (Ul, U2, U3, Uq, U1, U2, U3, Ug, V1, V2, V3, W1, W2, W3, U) mit

uw; = 0101000 w; = 1001000
uy = 0110100 1y = 0010100
uz3 = 0000010 w3 = 1000010
us = 1100001 14 = 0010001
und

vi =w; = 1000000

vg =wy = 0100000

vg =ws = 0010000

sowie v = 333 1111. Da f in Polynomialzeit berechenbar ist, miissen wir nur noch die
Aquivalenz
F € 3-SAT & f(F) € RUCKSACK

zeigen.

»=" Seia=a;---a, eine erfillende Belegung fiir F'. Dann ist
St Y
a;=1 a;=0

eine Zahl der Form by --- b, 1---1 mit 1 < b; < 3, da die Belegung a in jeder
Klausel mindestens ein und hdchstens drei Literale wahr macht. Durch Addition

von
Z v; + wj
b; <2 bj=1
erhalten wir v.
»<=" Sei umgekehrt eine Losung

PNC{l,....n} I,JC{l,...,m}

fur die Rucksack-Instanz f(F') mit
IEDIEDWED UL
i€EP i€EN jerl jeJ

gegeben. Dann gilt P = {1,...,n} — N, da keine Ubertrdge auftreten konnen.
Ausserdem muss die Zahl Ziepui + ZieN u; die Form by ---b,, 1---1 mit
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bj > 1 haben, da die Restsumme ., v; + >, ;w; dieFormes -+ ¢y, 0---0
mit ¢; < 2 hat. Folglich enthélt jede Klausel C; mindestens ein Literal L € {z; |
i€ PYU{Z,; | i € N},sodassdie Belegung a = a; - - - a,, mit

1, ieP
a; =
0, ieN

die Formel F erfillt.

Satz 104 Die Sprache L = {M#x | M istein NFAund x € L(M)} istin P.

Beweis: Betrachte folgenden Algorithmus:

1 Eingabe: M#xzmitz =xz;...z,und M = (Z,%,96,Qo, )
2 Q—Qo

3 fori—1tondo

4 Q — quQé(%xi)

5 end

6 ifQNE#0then

7 accept

8 else

9 reject

10 end

Es ist klar, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet und auch in eine polynomiell zeit-
beschréankte DTM Ubersetzt werden kann. [ |

Korollar 105 Die Sprache L' = {a#tx | « ist ein regulérer Ausdruck und z € L(«a)}
istin P.

Beweis: Da ein reguldrer Ausdruck « in Polynomialzeit in einen &quivalenten NFA N,
transformiert werden kann, gilt L’ <? L mittels f(a#xz) = (N,#2). Da nach vorigem
Satz L € P ist, und da P unter <? abgeschlossen ist, folgt L’ € P. [ |

Definition 106 (sternfrei)

Ein regulérer Ausdruck o € (2 U {0,¢, (,),|})*, in dem kein Stern vor-
kommt, heil3t sternfrei.

Satz 107 Sei ¥ = {aq,...,a, } ein Alphabet mit m > 2. Dann ist die Sprache L, =
{a#tbin(n) | « ist ein sternfreier regularer Ausdruck tiber 3 mit L(«) # X"} N'P-
vollsténdig.
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Beweis: Wir zeigen zuerst Ly € NP. Durch Induktion tber die Lange von « Uberzeugt
man sich leicht davon, dass fur einen sternfreien reguléren Ausdruck o immer

L) C n<le

gilt, wobei X=™ := (J"_, " ist. Daher akzeptiert folgender A/P-Algorithmus die
Sprache Lg:

1 Eingabe: a#bin(n)

2 ifn > |a] then accept

3 ratexe Y"undy e Rl

4  ifz ¢ L(a) Vy € L(a) then accept else reject end

Als néchstes zeigen wir, dass 3-SAT auf L, reduzierbar ist. Sei

e

j=1 I=1
——
Cj

<=

Lj;

mitk; <3und Lj € {x1,...,2p,71,...,T,}. Betrachte die Reduktionsfunktion

J(F) =] |am
—_———

afp
mit Q5 = ﬁlj s ﬁnj, wobei
0, x; kommtin C; vor
Bij =1, z; kommt in C; vor
(0]1), sonst

ist. Dann gilt L(a;) = {a € {0,1}" | C;j(a) = 0} und daher folgt

F¢3-SAT & VYae{0,1}":F(a)=0
Va € {0,1}"3j5 : Cj(a) =0
Va € {0,1}"3j : a € L(w; )
L(ar) ={0,1}".

t oo

Korollar 108 Die Sprache L1 = {a#0 | « und (3 sind sternfreie regulére Ausdriicke
und L(«) # L(B)} ist N'P-vollstandig.
Beweis: Die Funktion

(0]1)---(0]1) #a, n<a«
Fladtbin(n)) = v
0#1, sonst

vermittelt eine Polynomialzeit-Reduktion von Lq auf L;. [ |



