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Einleitung

Konventionen
Zwel Begriffe wollen wir hier durch deutlich scharfere ersetzen:

bisher: hier:
Algorithmus <=> Schaltkreis
Laufzeit <=> Anzahl der Gatter

Ein Schaltkreis von s Gattern kann mit O(s-logs) Bits beschrieben
werden, es gibt 2™ gSchaltkreise mit bis zu s Gattern.

Jede boolsche Funktion mit n Eingdngen kann von einem Schaltkreis
der GroBe O(2") berechnet werden.
Eigenschaften von NW Generatoren

Bei Eingabe der Linge O(l) wird Ausgabe der Liange 2°" erzeugt.

Ausgabe ist in 2% berechenbar und von Gegnern der GrdBe der GrioBe
2°" nicht von der Gleichverteilung zu unterscheiden.



Konstruktion

Nisan-Wigderson Generatoren benutzen kombinatorische Designs, um mit
einer boolschen Funktion f aus einem , seed"“, also einem
Zufallsstring, eine wesentlich langere Ausgabe zu erzeugen.

Kombinatorisches Design
Sei (§,,....5,) eine Familie von Teilmengen eines Universums U mit

[S.|=l1<i=m und PJWSJsaJ;{LISLjSIn. Dann ist (S,,...S,) ein (l,a)-Design.

Notation

Seien z€{0,1}' ein String und SC[t] eine Teilmenge des Universums [¢].
Dann bezeichnet Zs den String der Lange EL der aus z durch Auswahl
der durch S indizierten Bits entsteht.

Beispiel: mit z=(0,0,1,0,1,0) und §={1,2,3,5} ensteht ZF=(0JLLD

Der Nisan-Wigderson Generator

Fir eine boolsche Funktion f:{0,1} ={0,1} und ein Design S=(S,....S,)
tber [f] mit [S|=L1<is<m, ist der Nisan-Wigderson Generator definiert
als Funktion NW, :{0,1}' —={0,1}" durch:

NW, (@)= f(zg) f(zg) - f(zs)

Wir beobachten: Die Lange der Ausgabe eines NW Generators hangt vom
Design ab. Je mehr Elemente dieses hat, desto Langer die Ausgabe.
Jedoch kann ein Design nur endlich viele voneinander verschiedene
Elemente enthalten.

Weiterhin kann man feststellen, dass die Qualitat der Ausgabe ebenso
stark von dem Design abhdngig ist. Es ist zu beflirchten, dass ein
schlecht gewdhltes Design es auch schwacheren Gegnern erlaubt, die
Ausgabe des NW Generators von der Gleichverteilung zu unterscheiden.

Das folgende Theorem versichert nun, dass ein Design konstruierbar
ist, welches die maximale Lange der Ausgabe eines NW Generators
zulasst.

Theorem

Fir jede Zahl 1 (Lange des seeds, Stelligkeit von f) und jeden Bruch
O<y=l(skaliert das Design) existiert ein (1, logm)-Design (S,....5,)
iber dem Universum [¢], mit #=0(I/y) und m=2". Solch ein Design kann
in OQ'tm*) konstruiert werden.



Analyse

Wir werden hier folgende Aussage untersuchen:

Falls es einen Schaltkreis D gibt, der NW von der Gleichverteilung
unterscheidet,

dann gibt es einen Schaltkreis C, der f(x) mit entsprechender
Wahrscheinlichkeit voraussagen kann.

Dies ist genau die Aussage des folgenden Hilfssatzes:

Lemma
Seien f:{0,1}' ={0,1} eine boolsche Funktion und S=(S,...S,) ein (I,logm)-
Design iiber [t].
Angenommen es gibt D:{0,1}" ={0,I}, so dass
FﬂDUQ=Q-gﬂDuwn$@»=1ﬂ>s,
Dann existiert ein Schaltkreis C der Gréke O(m?), so dass

€

Fg[D(C(x)) - f)]- Hz L

Um das Lemma zu beweisen verfolgt man folgenden Ansatz:

Wenn dieser Schaltkreis D in der Lage ist, die Ausgabe eines NW
Generators von der Gleichverteiltung zu unterscheiden, dann gibt es
ein Bit in der Ausgabe, an welchem der Unterschied wahrgenommen
wird. Dieses Bit, also f(x), wird von D von einem Zufallsbit
unterschieden.

Damit kann D in einen ,Vorhersager“ von f(x) umgewandelt werden.

Um dieses Bit zu finden, bedienen wir uns folgender Definition:

Hybrid Argument

Wir definieren m+1l Verteilungen H,...,H, wie folgt:

Erstellen v=NW, (z), z zufdllig gewdhlt und r€{0,1}", Bits in r
gleichverteilt.

Die H, sind definiert als Konkatenation der ersten i Bits von v und

1

der letzten m-i Bits von r.

Also ist H, wie NW,((z) verteilt, wohingegen H, der Gleichverteilung
tber {0,1}" entspricht.

Beweis
Sei b,€{0,1} das Bit, an dem NW,((z) durch D von der Gleichverteilung

tiber {0,1}" unterschieden wird.
Mit D'(x)=b, ®D(x) gilt:



e<Pi[D'(NW, () =1]-Pi[D'(r)=1]
=Pi[D'(H,)=1]-Pi[D'(H, ) =1]

- g(Pr[D/(Hi) _1]-PD/(H, ) =1])

Es gibt also einen Index i, so dass:
L <p{DH)=1]-P[D'H,)=1]
m

mit

H, = f(z)..f (5 ) (g )r., -,
Hm = f(ZFl)"'f(ZF,,‘)rinH“'rm

Wir haben also zunachst die Stelle i1 als das Bit in der Ausgabe des
NW Generators identifiziert, an welcher D den Unterschied zur
Gleichverteilung bemerkt.

Nun werden wir zur besseren Veranschaulichung die Notation von f
etwas modiifizieren, bevor wir den ,Vorhersager“ konstruieren:

0.B.d.A nehmen wir an, dass S, ={l,..,I} ist (durch umbenennen) .

Dann ist z€{0,1}' reprisentiert durch das Paar (x,y) mit X=ZF€E{0JF
umiy=q¢$E{QHﬂ

Fiir alle j<i und z=(,y) definieren wir

f,(x,}’) = f(ZF/) .

Also hangt fKXQO ab von
|SiﬂSj|slogm Bits von x und
[-5,NS |z1~-logm Bits von y.

Damit ergibt sich:

< Pr DG foy (V) FCOT st ) =1]

m XVl iseenshy
= P D00 f )T 7, ) =1]

Das bedeuted es ist wahrscheinlicher, dass D’ die Eingabe
L) £ (), 21,01, akzeptiert, wenn bei ? f(x) steht, anstelle
eines Zufallsbit.

SchluBl: Wenn D akzeptiert, dann steht f(x) an Stelle 1!

Damit gelingt es uns, einen Algorithmus zu formulieren, der mit
Hilfe von D’ in der Lage ist, f(x) vorherzusagen:



Algorithmus A

Eingabe: x€{0,1}.

Wahle zufallige r,..r, €{0,1}.

Wahle zufidlliges y€E{0,1}".

Berechne f,(x%,Y),...f, (x,y).

Wenn D'(f,(x,¥),...., f(x,¥).7,....1,))=1 Ausgabe 7,
sonst Ausgabe 1-r1.

Ist A erfolgreich?

Sei A(x,y,r,...r,) die Ausgabe von A bei Eingabe von x und zufdllig
gewahlten Y.h,....F,.

Dann gilt flir die Wahrscheinlichkeit, dass A den richtigen Wert
vorhersagt:

Pr[ACxy,r) = f(¥)]
= Pr[AGx,y,1) = f(0) 1, = fFO] Prl 7= ()]
+Pr[ACx, y,r) = fO)r; = f(x)] - Prfr, = f(x)]

=%gﬂlﬂfxxylnmﬁ(xyxnpwnﬁ=1|n=f(@]

1
+—E£[D’(f](x, Vseos fiy (X, )51, ) =0 17, = f(x)]

2
PrLD'(f (2,9 £, (6ot ) = 11 £ (%) =B]
= Pr[D (F0Y)s o fr 06 V)T, ) = 11 f () 2 ]

I 1
—_ —
2 2

- L P D) Fu DM ) = 11 () =b]
1 (}E{[D’(f](x,y), o oY) 1) =11 f(X) = D]
2|4 P D (05 Vs S (23 sr,) = T f () 2 ]

= %+ Pr[D'(H,)=1]-Pi[D'(H_)=1]
1 ¢
= —+—
2 m
Also:
1 ¢
Pr [A(x,y.r) = f(x)]2 =+ —
X,V aeesly 2 m

Der Algorithmus A ist also genauso erfolgreich, wie im Lemma
behauptet.

Flir das Lemma bleibt zu zeigen:



A ist effizient und entspricht D(C).

Mit konstanten Werten ¢,....,c, anstelle 7,....,r, und ® anstelle von y
gilt:

1
Pi{A(x,w,c,,....c,) = f(x)] = —+ £
x 2 m

Es bleiben fiir A nur noch die f;(x,0),j<i zu berechnen, welche je von
<logm Bits von x abhingen und also von Schaltkreisen der GréBe O(m)
berechenbar sind.

Davon sind i-l<m Schaltkreise nétig um A zu berechnen. Somit hat A
die Grope O(m?).

Funktionsweise:

Ausgabe von ¢, ® D(C(x)). Da ¢, eine Konstante ist, gilt immer entweder
A(x,w,c) =D(C(x)) oder A(x,w,c)=D(C(x)). Damit ist das Lemma bewiesen.



