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Probeklausur: Losungsvorschliage
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Nelles
Besprechung ausgewdhlter Aufgaben (aufler 5) mit Blatt 14

Aufgabe 1 28 Punkte
(a) Sei A eine regulire Sprache mit Pumpingzahl ¢(A) und B ¢ A eine Sprache mit

Pumpingzahl ¢(B). Entscheiden Sie fiir jeden der folgenden Félle (1-5) ob (i)
B immer regulér ist, (ii) B reguldr sein kann, (iii) B niemals regulér ist, oder
ob (iv) dieser Fall nicht auftreten kann. (5 Punkte)
(1) A ist endlich

(2) ¢(B)<((A)

(3) 4(B)>£(A)

(4) ¢(B) = o

(5) £(B) = o0 und A ist endlich

Losung:

(1) B ist immer reguldr (auch endlich).

(2) B kann regular sein (reg: B = A = {a}, nicht reg: B = {aibjck |Z =0vj= k})

(3) B kann reguldr sein (A = ¥* = ¢(A) = 1, reg: B = L((ab)*), nicht reg:
B={a"b"}).

(4) B ist niemals regular (Pumpinglemma).

(5) Dieser Fall kann nicht auftreten (B endlich, d.h. £ = max({|z|+1|z € B} u
{0}) < 0).

Wandeln Sie den abgebildeten DFA M mit dem Verfahren aus der Vorlesung

in einen dquivalenten Minimal-DFA M’ um. Geben Sie dabei eine Tabelle mit
Unterscheidern minimaler Linge an (sofern existent). (7 Punkte)

M :




()

Losung:
Bei zwei durch Komma getrennten minimalen Separatoren, reicht die Angabe
von einem:

1 b
2 €
3 € € a,b
4 | abba | b € €
5 a ab | € e | a
6 € e |ab | - €| e
7 € € - ab|e|e|ab
0 1 2 3 45| 6
M’
1
a
a
—
b
b 5

Sei maxwdh(y,z) die grofite Zahl k, sodass y* Teilwort von z ist. Zeigen Sie,
dass folgende Sprache regulér ist: (8 Punkte)

Ly :={z € {a,b}" | maxwdh(a,x) > 2 A maxwdh(b,z) > 2}

Losung:

Sei Ly . = {z € {a,b}* | maxwdh(c,z) > 2} fiir c € {a,b}. Offensichtlich gilt L; . =
L((alb)*cc(alb)*) e REG. Wegen Ly = Ly ,nLq , und Abgeschlossenheit von REG
unter Schnitt ist auch L € REG.

Alternativ ldsst sich auch ein DFA/NFA/Grammatik angeben, dessen/deren
Korrektheit dann aber zu zeigen ist. Zudem ist es moglich alle Restklassen von
~r, zu bestimmen und so die Endlichkeit des Index zu zeigen.

Zeigen Sie, dass folgende Sprache nicht reguldr ist: (8 Punkte)

Ly :={z € {a,b}" | maxwdh(a,x) = maxwdh(b, z) > 2022}

Losung:

Betrachte die Worter a™ mit n > 2022. Alle sind paarweise beziiglich ~r,, ver-
schieden: Sei 2022 < n < m, dann ist ab" € Ly, aber a™b™ ¢ Lo, da bei letzterem
maxwdh(b,a™b™) = m > n = maxwdh(a,a™b™) gilt.



Aufgabe 2 14 Punkte
(a) Lokalisieren Sie folgende Sprachen moglichst exakt innerhalb der Chomsky-

(a)

Hierarchie, d.h. geben Sie ohne Begriindung jeweils das grofite i € {0,1,2,3} an,
sodass die Sprache L; eine Typ-i-Sprache ist. (8 Punkte)
(1) Ly = {a"bm |n,m eN,m—n ist gerade}
(2) Ly = {a”bm |n, meN,m—n ist positiv}
(3) Lz = {a"bmcl ’l =m- n}
(4) Ly = L(G);G = ({S, A, B}, {a,b} , P, $) mit

P:S— ASB,s;AA—a;B - b.

Losung:

(1) i =3, also regulér. ~z, hat nur 2 Aquivalenzklassen: L; und L;.

(2) i =2, also kontextfrei aber nicht regulir, a*b**! lisst sich nicht aufpumpen,
eine kontextfreie Grammatik fur Lo ist G = ({S}, {a, b}, {S — aSb, Sb, b}, S).

(3) i = 2, also kontextfrei aber nicht regulir, a‘b*c® lisst sich nicht pumpen,
wird akzeptiert durch PDA, der den momentanen Wert von #;, — (#, +
#.) auf dem Stack verwaltet; Grammatik ist G = ({S, 4,C},{a,b,c},{S -
AC; A - aAb;C - bCc}, S).

(4) i =2, die Sprache ist {a”b2” |n > 0}

Betrachten Sie die Sprache L = {w e{a,b,c}* | #ao(w) = #p(w) = #C(w)}. Ge-

ben Sie, ohne Begriindung, drei Teilsprachen L;cq, Lcfi, Leqr © L an, sodass

L,cq € REG, L.j; € CFL\ REG, L.g € CSL\ CFL gilt. (6 Punkte)

Losung:

Zum Beispiel: Lyeg = @, Lef = {(ab)”c” ’n > 0} und Leg = L. oder auch Ly =

{(abc)" ‘ n> O}, Leg = {a"b"c" | n> O}

Aufgabe 3 24 Punkte
Sei CFL; = {L(M) | M ist ein PDA mit nur einem Zustand}. Gilt dann CFL; €
CFL, CFL; 2 CFL oder CFL; = CFL? Begriinden Sie. (2 Punkte)
Losung:

Um PDAs in dquivalente kontextfreie Grammatiken zu transformieren, haben
wir in der VL die PDAs erst zu dquivalenten PDAs mit nur einem Zustand
umgewandelt, daher gilt CFL; = CFL.

Sei G = ({S,A4,B,C,D},{a,b,c}, P,S) mit

P. S—->ASC,B,bb A—-aa C—c,cD
B —>¢,b,BB D —e,c

Erzeugen Sie eine Grammatik G’ mit L(G’) = L(G)\{e} in Chomsky-Normalform
indem Sie die Schritte in folgender Reihenfolge durchfithren und das Ergebnis
nach jedem Schritt angeben: Terminale ersetzen, lange rechte Seiten auflosen,
e-Regeln entfernen, Variablenumbenennungen entfernen. (8 Punkte)



Losung:
Terminale ersetzen: G1 = (V1,{a,b,c}, P1,S) mit P;:
S > ASC,B, XXy A—X,X, C—c XD
B —»¢,b,BB D —ec
X, —>a X, —>b X.—c
und V3 ={S,A,B,C, D, X, Xp, X¢}.
lange rechte Seiten auflosen: Go = (Va,{a,b,c}, P»,S) mit Vo = V3 U {S;} und
PQS
S —>AS,B, Xp Xy, A->X, X, C->c¢,X.D
B —>¢,b,BB D—e,c S1 - SC
Xo—a Xp—b X.—c¢
e-Regeln entfernen: G3 = (Vs,{a,b,c}, P3,S) mit V3 = V5 und Ps:
S > AS1, B, XpXy A— XoX. C—c X.D,X,
B —b,BB,B D—c S, - SC,C
X, —>a Xp—>b X.—c
Variablenumbenennungen entfernen: G’ = (V’,{a,b,c}, P’,S) mit V' = V3 und
P
S - AS, Xp Xy, b, BB A-> X, X, C->c¢,X.D

B —-0b,BB D—-c S1—>85C, ¢, X.D

X, —>a X, —>b X.—c
Geben Sie eine Linksableitung in der Grammatik G und den dazugehorigen
Syntaxbaum fiir das Wort = = aabbc an. (5 Punkte)
Losung:

S = ASC = aaSC = aaBC = aaBBC = aabBC = aabbC = aabbc

Passender Syntaxbaum:
A S c
/ \ | |
a a B c
/ N\
B B

[
b b

Skizzieren Sie in Worten eine c-beschriankte &-NTM fir Ly = {a”2 ‘ n> 1}.
(Hinweis: Eine c-beschriankte k-NTM besucht bei Eingaben der Linge n hochs-
tens cn + ¢ Bandfelder.) (8 Punkte)
Losung:

Wir konstruieren eine 5-beschrankte 4-NTM M:

o M verwirft direkt falls die Eingabe leer ist.

e Wir erzeugen auf Band 4 die Worter der Form a fiir aufsteigendes n, sofern
sie nicht langer als die Eingabe sind, und vergleichen dann mit der Eingabe.



Bei Gleichheit akzeptiert M und ansonsten wird das nédchste Wort dieser
Form erzeugt.

e Uma™ zu erzeugen, schreibt M auf Band 2 das Wort o™ (dazu miissen wir
in jeder Iteration nur ein weiteres a auf Band 2 schreiben).

¢ Den Inhalt von Band 2 kopiert M auf Band 3 und fiir jedes a auf Band 3
fiigen wir einmal den Inhalt von Band 2 hinten auf Band 4 an.

e M bricht direkt ab und verwirft, falls der Inhalt von Band 4 jemals l&nger als
die Eingabe wird. Wenn M noch nicht akzeptiert hat, dann wird am Ende
der Iteration der Inhalt von Band 4 komplett geléscht.

Aufgabe 4 24 Punkte

Sei N = ({p,q,¢,z,e},{0,1},{0,1, X,u},d,p,{e}) eine 1-NTM mit

p0 - gXR, pl - plR, q0 - qOR, ql - q1R,
0: qu—>/LulL, {1 - /1L, 00 - z1L, 0 -z0L,
xl >x1L, X - plR, pu — euN, /(X -/XN.

(a) Eine 2-DTM M befinde sich in der Konfiguration K = (p,¢,a,be,ab,c,e) und

fiihrt die Anweisung pac - ¢gbbRN aus. Beschreiben Sie, was M dabei tut und
geben Sie die Folgekonfiguration K’ an. (38 Punkte)
Losung:

e M schreibt b jeweils auf Band 1 und 2,

o geht auf Band 1 nach rechts und behélt die Kopfposition auf Band 2 bei und
e wechselt in den Zustand gq.

Die Folgekonfiguration ist K’ = (¢, b,b,c,ab,b,€).

(b) Begriinden Sie, warum N deterministisch ist. (2 Punkte)

Losung:
Dies gilt, denn fiir jede Kombination aus Zustand und Bandzeichen existiert nur
maximal eine Anweisung,.

(¢) Geben Sie die Rechnungen von N(0) (N bei Eingabe 0) bis zur 4. und die von

N(00) bis zur 8. Konfiguration an, Startkonfiguration jeweils mitgezihlt. Die
Rechnung von N(00) beginnt mit p00 + X q0. (5 Punkte)
Losung:

PO+ Xqur XU+ /XU

P00+ Xq0 + X0qu+ X0u+ zX1u+ Iplu+ 11pu - 1leu

Geben Sie L(N) ohne Begriindung an. (2 Punkte)
Losung:

L(N) = {we{0,1}" |2 teilt #o(w)}.

Sei f die von N berechnete Funktion. Ist f eine totale Funktion von {0,1}"
nach {0,1}"? Begriinden Sie. (2 Punkte)




Losung:
Nein, denn bei ungerader Anzahl der 0 in w wird durch [X — /XN eine End-
losschleife erreicht und damit ist N(w) =1.

Sind folgende Aussagen korrekt? Begriinden Sie. (10 Punkte)
(1) Ly e RE mit Ly = {w € {0,1}" | My, (w) schreibt nie u}.

(2) L € RE mit Ly = {w € {0,1}" | M, (w) liest nie u}.

Hinweis: Wir sagen M liest ein a € I' und schreibt ein o’ € T, falls M eine
Anweisung der Form za — z’a’D ausfiihrt (a = a’ ist moglich).

Losung:

(1) falsch, d.h. L; ¢ RE: Wir reduzieren Hy auf L; mittels w = w’, wobei
M, bei Eingabe x diese ignoriert und stattdessen M, (e) ausfiihrt. Dabei
werden alle Blanks in der Uberfithrungsfunktion von M,, durch # ¢ Ty,
ersetzt und die Anweisung zu — z#N fir jeden Zustand z hinzugefiigt,
wodurch die Blanks auf dem Bank iibersetzt werden. Falls M, (e) hilt, so
schreibt M, (x) ein U. Dann gilt w € Hy < M, () 1< M, (w') schreibt
nie U < w’ € Ly. Damit ist L co-RE-hart und damit nicht in RE.

(2) wahr, d.h. Ly € RE: Eine DTM, die nie U liest kann die Eingabe nicht ver-
lassen und diese nicht durch Blanks {iberschreiben. Nach héchstens || Zay, ||+
|w| - | Tar, | Schritten kénnen wir entscheiden, ob jemals U gelesen wird,
da sich spétestens dann Konfigurationen nur noch wiederholen (wenn kein
U gelesen wurde).



Aufgabe 5 30 Punkte

(a)

Betrachten Sie die Formeln F = (21 V 23) A (=22 V -x1) A (~x3 V T2) sowie
G =(x1va)A(-xzoV-xy)A(-x1VEy)A(-z2 V). Geben Sie jeweils an, ob
F bzw. G erfiillbar ist und begriinden Sie jeweils Ihre Antwort. (5 Punkte)

Losung:

Die Belegung x1 = 1,22 = 0, z3 = 0 erfiillt die Formel F.

Jede Klausel einer KNF ldsst sich als eine (Teil)Belegung auffassen, die die
Klausel nicht erfiillt, z.B. ist durch z; v =22 die Belegung x; = 0,22 = 1 nicht
erfiillend. Die vier Klauseln von G schliefen alle Belegungen auf 2 Variablen
aus, daher ist G nicht erfiillbar.

Statt obigen Textes hétte man natiirlich auch fiir alle vier Belegungen die nicht
erfiillte Klausel einfach auflisten kénnen.

Klassifizieren Sie folgende Probleme fiir boolesche Formeln entsprechend ihrer
Komplexitét als effizient 16sbar (d.h. in P) bzw. als NP-hart oder co-NP-hart
(und damit vermutlich nicht effizient l6sbar). Begriinden Sie. (8 Punkte)

(1) Ly ={F | F hat mindestens zwei erfiillende Belegungen}
(2) Ly = {F | F hat eine erfiillende Belegung mit hochstens 2023 Einsen}

Losung:

(1) F — F A (yv7y) fiir eine neue Variable y ist eine Reduktion von SAT auf
Ly. Jede Losung von F' kann sowohl mit y = 0 als auch mit y = 1 zu einer
Losung fiir F' A (y vy) erweitert werden. Hat F' dagegen keine erfiillende
Belegung, so hat auch F A (y v ) keine. Daher gilt L; ist NP-hart.

(2) Lo € P,daman alle (2(;123) € O(n??3) moglichen Belegungen mit 2023 Einsen
durchprobieren kann.
Sei A # @ mit A € P und sei B eine co -NP-vollstindige Sprache, also B ist NP-
vollsténdig. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen unter der Annahme
P = NP: (8 Punkte)
(1) AP
(2) A<PB
(3) A< B
(4) B<P A

Losung:
(1) A <P @ stimmt nicht, da man fiir ein z € A kein f(z) € @ definieren kann
(2) A <P B stimmt: Da B € co-NPC liegt, gilt B #+ @. Da A € P, kann man in
Polynomialzeit fiir ein = entscheiden, ob x € A oder x ¢ A, und entsprechend
auf ein Element in B oder in B abbilden.
ODER:
AeP=>AecP = AecNP = Aecco-NP. Dann simmt die Aussage, da B eine
co -NP harte Sprache ist.



(3) A<P B gilt, da B e NPC und P c NP.
(4) B <P A stimmt nicht, sonst wire co-NP = P und dann auch NP = P.

(d) Betrachten Sie den untenstehenden Graphen G.

¢ @

Hat der Graph G einen Hamiltonpfad bzw. einen Hamiltonkreis? Begriinden Sie
jeweils. (4 Punkte)

Losung:
Hamiltonpfad: Ja, z.B. a,b,c, f,e,d, g, h,i,j
Hamiltonkreis: Nein, es existiert ein Knoten mit Grad 1.

(e) Betrachten Sie das Problem HAMQUARTERPATH: Entscheide fiir einen gege-
benen Graphen G' mit n Knoten, ob G einen Pfad mit mindestens 7 Knoten
enthélt. Zeigen Sie, dass HAMQUARTERPATH NP-hart ist. (5 Punkte)
Losung:

Reduziere von HAMPATH <P HAMQUARTERPATH: Kopiere einen Graphen G
mit n Knoten disjunkt 4-mal. Sei H der resultierende Graph.

Dann hat H einen Pfad der %” =n Knoten enthélt genau dann, wenn G einen
Hamiltonpfad hat, da keine Pfade Knoten aus mehr als einer Kopie von G
enthalten konnen und alle Pfade in G auch in H existieren.

Diese Reduktion ist in Polynomialzeit durchfiihrbar, da jeder Knoten und jede
Kante lediglich dreimal kopiert werden muss. Dies ist in Zeit O(n +m) durch-
fihrbar, wenn m die Kantenzahl von G ist.
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