1.5 Folgerungen aus dem Kolmogoroff- Axiomen-
system

Folg. 2 Sei($2, &, P) W.-raum.
Seiend, B, A, ..., A, Ereignisse. Es gelten die folgen-
den Aussagen:

1.
P(A) =1— P(A).

2. Fur das unnagliche Ereignis gilt:

P(p) = 0.

3. EsseieM, B € £ zwei Ereignisse mit C B. Dann
gilt:
(@) B\ A€,
(b) P(B\ A) = P(B) — P(A) (Subtraktivitt);
(c) P(A) < P(B) (Monotonie der Wahrscheinlich-
keit).
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P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB),
P(AUB) < P(A)+ P(B).
Sind A und B unvereinbar, so gilt die Gleichheit.

5. Es se{ A,: n € N} eine Folge von Ereignissen mit
der Eigenschafi4,, C A, 1, Vn € N. Dann gilt:

P ( lim An> = lim P(A,).

n—aoo n—aoo

Wir sprechen von dej Stetigkeit von unten bzw.
der Stetigkeit vorP fur eine wachsende Folge von
Ereignissen.

6. Es se{ A, : n € N} eine Folge von Ereignissen mit
der Eigenschafi4d,, O A, 1, Vn € N. Dann gilt:

P ( lim An> = lim P(A,).

n—:00 n—:~oo

Wir sprechen hier von derStetigkeit von oben* bzw.
von der Stetigkeit vo® fur eine fallende Folge von
Ereignissen.

Bewels:
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1.EsqgiltQ=AU(Q\A) = AUA,furalleA € &.
WegenA N A = () folgt:

1 = P(Q) = P(AUA)

— P(A) + P(A)

Wir stellen um und erhalte?(A) =1 — P(A).
2. Wegen) = Q \ Q = Q folgt aus Aussage 1:
P@)=1—- P(Q)=0.

3. Es seieM, B € £ zwel Ereignisse mid C B. Wir
zeigen die drei Aussagen:

(a) Es qilt:
B\ A=DBnA.
WegenB € £ und A € & folgt nach Def. 1.4.(2.),
dafd auch die MengB \ A Element der Mengé

ISt.
(b) AusB = AU (B\ A)undAN(B\ A) = 0 folgt:
P(B) = P(AU(B\ A))
= P(A)+ P(B\ A)
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Wir stellen um und erhalten:

P(B)— P(A)=P(B\ A).
(c) Wenn wir die Subtraktivitsgleichung etwas um-

stellen, erhalten wir:
P(B)=P(A)+ P(B\ A).

Wegen Definition 1.6.(1.) folgt daraus sofort:

P(A) < P(B).
4. trivial

5. Esseinuf{ A,,: n € N} eine Folge von Ereignissen
mit der Eigenschaftl,, C A, 1, Vn € N.
Nach Definition der Ereignisfolged,,) gilt:

lim A, = U Ay
n—oo k:1
Wir definieren:
Bl = A1
B2 = Ag \ Al

B, = A, \ A, USW.
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Offenbar qgilt tr alle:, j € Nmits # j:
Bz' M Bj — @

Weiterhin gilt:

UAk:UBk.

k=1 k=1

Daraus ergibt sich die folgende Gleichungskette:

() = () - (Un)

P(By) (Definition 1.6.(3.))

]2

i

1

== P(A1> + i P(Ak \ Ak—l)

— P(A)) + lim ZP(Ak\Ak_l)

n—00

- 7}52@( (Ay) +Z P(Aj_ 1)))

= lim P(A,)

Das ist die Aussage.
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6. Es seinu{ 4,,: n € N} eine Folge von Ereignissen

31

mit der Eigenschaftl,, O A, .1, Vn € N.
Dann gilt:

lim An = ﬁ Ak

Nn— 00
k=1

Unter Anwendung debE MORGAN'schen Regeln
erhalten wir:

AuRerdem gilt:4;, C A;,,. Dann dnnen wir die
folgende Gleichungskette ableiten:

P(ma) - r(U7)
=1—-P <U _k> (Aussage 1)

k=1
= 1P (i A)
= 1-— 11_)11;)1O P(A,) (Aussage4)
~ 1— lim (1 P(4,)

= lim P(A,)

n—:oo
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Folg. 3 (Subadditivitat von P)  SeienA,, A,, ... Er-
eignisse. Dann gilt:

P JA) <) PA)
Bewelis: h h
By = A4
By = Ay \ Ay

B, = A, \ (U AJ> USWw.
j<i

EreignisseB; sind paarweise disjunkz; C A,.
Uiz1 Bi=Uiz1 4i =

P( J4) = P(B)
1=1 1=1
= Y P(B;) (3.Axiom)
1=1
< P(A;) (Monotonie der Wkt.)
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Folg. 4 (Siebformel)SeienA,, ..., A, Ereignisse. Dann
gilt:

P Ja) = > (=ptp()4)

i=1 IC{1,...n} I#0 icl
= Y P(A) =) PANA)+—..
i=1 i<j

(D™t Y P AL

iW<ig<-<ip  v=1

Siebformel,

Prinzip von Inklusion und Exklusion
Formel von Poincare-Sylvester
(Montmort: Briefwechsel mit Bernoulli)

Beweis:(Induktion nachn)

34 W.Kossler, Humboldt-Universitat zu Berlin



1. 1A n = 1trivial, (n = 2 : Subtraktivifit)
P(A1U Ay) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ay)

=Y P(A)— >  P(ANA))

={1,2}

= ) (=yitp()A)

IC{1,...n},I£0 il

2. |S: Aussage der Folgerung gelte f.. Dann

n+1 n

P(U A;) = P JA) + P(Ap) = P40 Aniy))

wegen Subtraktivét. Auf den ersten und dritten Sum-
manden wird jewelils die IV angewendet. Der dritte
Summand ist gleich

n

- P(J(Ai 0 Aui))

1=1

=— > (=)VP(()(Ain Api))

JC{1,...n},JA£D ieJ

- > (—D)VELP(() A,

{n+1}CJC{L,...n+1},JA{n+1} ieJ

35 W.Kossler, Humboldt-Universitat zu Berlin



36

1. Summe: alle nichtleeren Teilmengen van. .., n}

3. Summe: alle nichtleeren Teilmengen von
{1,...,n+ 1}, die das Element + 1 enthalten

2. Summe: das Element+ 1.
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Bsp. 1.5 (Rencontre-Problem): Studenten sollen schrift-
lich von einerAnderung des Vorlesungstermins benach-
richtigt werden. Im irrtimlichen Glauben, dal3 jeder der
n Briefe den gleichen Inhalt aufweist, verteilt eine Se-
kretarin die Briefe willkirlich in die verschiedenen Um-
schige.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 mindestens
ein Brief in den richtigen Umschlag gelangt? Welchen
Wert erfalt man fir n — oo0?

Hinwelis: Sei A das Ereignis: “mindestens ein Brief
Im richtigen Umschlag” undA; das Ereignis: “Brief
: kommt in den richtigen Umschlag”. Wenden Sie auf
P(A) = P(U:_, A;) das Prinzip von Inklusion und Ex-
klusion (Siebformel) an.
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Sortierprobleme

geq.: Feld der Angen
Daten zuéllig angeordnet, gleichverteilt mit Wk;%.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal} mindestens ein
Feldelement schon an der richtigen Stelle liegt.? Wel-

chen Wert eralt man firn — oo?
das ist dasselbe wie beim Rencontre-Problem.

Wie grol3 ist die WKkt., dal’3 genduElemente bereits am
richtigen Platz stehen? Ubung
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Bem. 1 (Bonferroni-Ungleichungen)Die Ungleichung
P(AUB) < P(A)+ P(B)

heil3t Bonferroni-Ungleichung. Weitere (Bonferroni)- Un-
gleichungen erélt man durch Abbruch der Siebformel
nach Gliedern mit positivem<() bzw. negativemX)
Vorzeichen.

Bsp. 1.6
P(AUBUC) < P(A)+ P(B)+ P(C) (n=1)
P(AUBUC) > P(A)+ P(B)+ P(C) (n =2)

—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)

P(AUBUC) < P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNC)

(n=3, es gilt hier sogar Gleichheit)
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1.6 Die klassische Definition der Wahrscheinlich-
keit

Wir betrachten iir ein zufilliges Experiment die Men-

ge der ElementarereignisSe= {wy,...,wn}. Sei€ =

P(£2) und jedes Elementarereignis habe die gleiche Wahr-
scheinlichkeit (d.hP({w;}) =+, Vi=1,...,N).

Dann gilt fur die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
A:

P(A) _ #{w:weA} _ M

N N
+ der fur das Eintreten vorl gunstigen Ereignisse
# der noglichen Ereignisse
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Paradoxon vonDE MERE

Es wird ein Experiment mit drei \Wfeln durchgetihrt,
wobei die Wirfel gleichzeitig geworfen werden.
Folgende Ereignisse werden betrachtet:

A = Es fallen 11 Augen.
B = Es fallen 12 Augen.

Frage:P(A), P(B)?
Die Menge der Elementarereignisse ist
Q={(i,j,k): 1 <i,j,k <6}

Anzahl der Elementarereignisé := 6° = 216.

P((i, ], k) = 75

Sehen wir uns nun die beiden Ereigniséeind
B an. Dabei geben wir in der ersten Spalte an,
welche Ziffernkombinationen auftreterdoiknen.
In der zweiten Spalte steht jewells die Anzahl der
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Moglichkeiten fir die Anordnung der jeweiligen

Zifferntrios.
A B
Ereignisse # | Ereignisse #
6-4-1 6 | 6-5-1 6
6-3-2 6 | 6-4-2 6
5-5-1 3 | 6-3-3 3
5-4-2 6 | 5-5-2 3
5-3-3 3 | 5-4-3 6
4-4-3 3|4-4-4 1
n(A)=27 n(B)=25

Also:

P(A) = 2L > 2 = P(B).
Folglich ist das Werfen von 11 Augen wahrschein-

licher als das Werfen von 12 Augen!
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