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 Amortisierte Analyse



Bindre Suche - Schreibtischtest

. A: sorted int array;
c: int;
1l :=1;
r := |A|;
while 1<r do
m := (l+r) div 2;
if c<A[m] then
r := m-1;
9. else if c>A[m] then
10. l := mt+l;
11. else
12. return true;
13. end while,
14. return false;
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Source: railspikes.com

Fihren Sie einen Schreibtischtest fur die binare Suche durch,

bei dem das folgende Array A nach dem Wertc = 69

durchsucht wird. Geben Sie dazu an, mit welchen Werten die

Variablen 1, r und m nach jedem Aufruf von Zeile 6 belegt sind.

A=5,12,15,17,22,29,45,47,60,61,68,74,77]



Interpolationssuche

A Interpolationssuche
_ Input: sortiertes Array A der Lange n, zu suchende Zahl ¢
f(X) —IIlX—|—b Output: true falls ¢ in A, sonst false
Ll:=1r:=mn

2: while ¢ > AJl] and ¢ < A[r] do

3. diff := ¢ — A[l];
4:  range = Alr] — A[l];
5:  if range = 0 then
6: rank := [;
7. else
8: rank := [ + |(r — ) * diff / range|;
9:  end if
10:  if ¢ > Afrank| then
11: [ :=rank + 1;
12:  else
13: if ¢ < A[rank] then
14: r := rank — 1;
> 15: else
1 rank T 16: return true;
17: end if
18:  end if
19: end while
r—I1 rank—l 20: return false;

Alr]-A[l] c—AJ[l]
(r=D(c—-A[l]) _ m (r—1)-diff

*rank =1+ Alr]-A[l] - range
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Heaps

* Ein Heap ist eine auf Baumen basierende Datenstruktur zum
Speichern von Elementen, UGber deren Schlissel eine totale

Ordnung definiert ist
— Form Constraint: Der Baum ist fast vollstandig
= Alle Ebenen aulBer der untersten muissen vollstandig gefullt sein
= |n der letzten Ebene werden Elemente von links nach rechts aufgefillt

— Heap Constraint: Bei einem Min-Heap (Max-Heap) sind die Schlissel
jedes Knotens kleiner (grol3er) als die Schlissel seiner Kinder

* Heaps lassen sich als heapgeordnete Arrays reprasentieren




Aufgaben zu Min-Heaps

1. Geben Sie alle moglichen Min-Heaps zur Speicherung der
Zahlen 1, 2,3, 4 und 5 an.

2. Esseider folgende Min-Heap als heapgeordnetes Array
gegeben:

Wie sehen Heap und Array nach Anwendung der folgenden

Operationen (in der gegebenen Reihenfolge) aus?
deleteMin(), deleteMin(), add(14), add(8)
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Binarzahler

Geg.: k-Bit Binarzahler

Array von k Bits by, by, ..., br_1
— Entspricht Bindrzahl b,_,...b,b, bzw. Dezimalzahl 3 b2’

Operation: Zahl inkrementieren (um 1 erhéhen)

Kosten: Anzahl der Bitanderungen (jedes Bit kostet 1)

n-m----m

n ) 1 Bitwechsel
B® o o o o o o o

- ) 4 Bitwechsel
0o 0 0 1 1 0 0



Binarzahler - Kostenabschatzung

Gesucht: Kosten fur n Inkrement-Operationen, wenn Zahler
bei 0 beginnt

Best Case: Eine Bitanderung
Worst Case: Alle k Bits werden verandert
Ergibt Kosten: n - k = O(nk)

Problem
— sehr pessimistische Abschatzung, da Worst Case eher selten

n-mm---m

) k Bitwechsel
1 0 0 0 0 0 0
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Binarzahler - Kostenabschatzung (2)
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= Abschatzung zu pessimistisch

= Haufig geringe Kosten
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Amortisierte Analyse

 Amortisation: Anfangliche Aufwendungen fur spatere Ertrage

Gegeben: Datenstruktur D, Folge Q von Operationen

Voraussetzungen:
— die Kosten aufeinanderfolgender Operation schwanken stark

— teure Operationen bendtigen viele vorangehende glinstigere

Ziel: Bessere obere Schranke fur Zeit- oder Speicher-
komplexitat der Datenstruktur im Worst Case ermitteln

Grundidee: Betrachtung konstruierter, amortisierter Kosten
fur Operationen, die im Gegensatz zu den realen Kosten
— weniger stark schwanken und

— fur mehrere Operationen aufsummiert eine obere Schranke fur die
aufsummierten realen Kosten liefern
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Amortisierte Analyse - Verfahren

* Aggregatmethode: Ermitteln einer oberen Schranke (oder
eines exakten Terms) fir die aufsummierten Gesamtkosten

T'(n) von n Operationen

.. : T : )
— amortisierte Kosten ergeben sich als % und sind fur alle

Operationen identisch

 Guthabenmethode (Bankkontomethode): Fiir jede Operation
wird etwas Guthaben auf einem Konto eingezahlt /
abgehoben

— amortisierte Kosten ergeben sich aus den realen Kosten und dem
Guthabenzuwachs

e Potentialmethode: Ermitteln einer Potentialfunktion, die
jedem Zustand der Datenstruktur einen Wert zuweist und
hinreichend Potential flr spatere teure Operationen sammelt

— amortisierte Kosten ergeben sich aus den realen Kosten und dem
Potentialzuwachs

e Grundidee von Guthaben- und Potentialmethode:
Anfangliche (eigentlich glinstige) Operation teurer bewerten
um spatere (teure) Operationen auszugleichen
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Aggregatmethode - k-Bit Binarzahler

e Beobachtung (vgl. Vorlesung, Folie 7):
— Niedrigstes Bit andert sich bei jeder Inkrementation
— Zweitniedrigstes Bit andert sich bei jeder zweiten Inkrementation
— Drittniedrigstes Bit andert sich bei jeder vierten Inkrementation
— k-niedrigstes Bit dndert sich bei jeder 2¥~1ten Inkrementation

* FUr n Inkrement-Operationen ergeben sich Gesamtkosten

T =n+ 5|+ |7] + -+ 5] < 221

- 1
< nzg = 2n € 0(n)
i=0

* Als amortisierte Kosten pro Operation ergeben sich

Q<2€O(1)
n

14



Potentialmethode

* Potentialfunktion ®@: D; — R ordnet jedem Zustand der
Datenstruktur ein Potential zu

* Seien ¢; die realen Kosten der i-ten Operation

* Amortisierte Kosten d; = ¢; + ®(D;) — ®(D;_4)
— ergibt sich aus den realen Kosten und dem Potentialzuwachs

* Amprtisierfe Gesamtkosten:
Z d; = Z(a + B0 = O(D;_,) = Z ci + ®(Dy) — D(Dy)

. Z|eI. Fmde eine Potentialfunktion CID, so dass
1. ®(D) von einer Eigenschaft von D abhéngt,
2. ®(D;) = P(Dy),
3. d; lasst sich fur alle i berechnen.

e Dann sind die amortisierten Gesamtkosten obere Schranke fiir
die tatsachlichen Gesamtkosten

* Herangehensweise: Ermitteln einer Potentialfunktion, die
hinreichend (aber nicht unnotig viel) Potential fur spatere
teure Operationen sammelt
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Potentialmethode - Binarzahler

®(D;): Anzahl der Einsen im Zahler

In der i-ten Operation springen t; Bits auf O und 0-1 Bits auf 1
— Esfolgt:¢; <t; +1
Falls ®(D;) = 0,s0ist ®(D;_,) =k
Falls ®(D;) > 0,soist ®(D;) < ®(D;_y) —t; + 1
— In beiden Fallen gilt ®(D;) < ®(D;_,) —t; +1
Es folgt:
d; =c¢; + ®(D;) — ®(D;—_4)
d;<t;+1+dD;_y)—t; +1 —-d(D;_;) <2
Es gilt:
1. ®(D) hangt von einer Eigenschaft von D ab,
2. ®(Dy) = P(Dy),
3 d;<2.
n

Yi=1d;i < 2n € O(n) ist obere Schranke fiur die Komplexitat
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Ausblick: Nachste Woche

 Besprechung der Lésungen des vierten Ubungsblatts

* Fragen?



