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3.4 Anwendung bedingter
Wahrscheinlichkelten

Bsp. 23 Betrachtet werden mehrere Kanoneitirk € N
bezeichned; das Ereignis, dald Kanonesinen Schul’ abgibt.
A sel das Ereignis, dal3 ein Treffer erzielt wird. Nun kann die
WahrscheinlichkeiP(A/A;) ermittelt werden, also die
Wahrscheinlichkeit, dal3 Kanorneinen Treffer erzielt.

modifiziert alsUA.
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Bsp. 24 Aufbau eines Expertensystems

Vgl. UA.

Aufbau der Wissensbasis

K; Py(Ki)

Sym
Sym
Sym

otom Nr. 1 P(S,/K;) P(5,/K;)
otom Nr. 2 P(S,/K;) P(S,/K;)

otom Nr. 3 P(S5/K;) P(Ss;/K;)

K; — bestimmte Ereignisse (z.B. Krankheiten)

Fo(K) =
P(S/K) =
P(S/K) -
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a—priori-Wahrscheinlichkeitif K
Wkt fur Symptoms, falls K vorliegt
Wkt fur Symptoms, falls K nicht vorliegt
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“Inferenzmaschine”

P(K|S) =

Arbeitsweise
Krankheitenk, ..., Kg

SymptomeS;, ..., Sg
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Iy=A{1,...,K}; J=A{1,...,S5}

l=0;,FP =P, V(ij)elxJ:

P(S;) = P(S;|K;) - P(IG) + P(S;1K5) - B(K)
e [
P(K[S)) = B(sjg%.;-@l(&)

a: ({ = 0: arztliches Wissen)

r(j) ==Y |P(Ki|S;) — P(Ki[S;)| ¥ je€J;

1€1;
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ji »= argmax_ ;r(j) das Symptom mit dem gRtenr(yj).
b: Frage an den Patienten nach Symptpm

P(K;) wird aktualisiert (Abbildung).
Dann wiedeW(z, j) € I;xJ:

Pra(Sy) = P(SG) - P (K3 + P(S1KG) - Pya(K)
P (K)S)) PS5 |K;))(S§+1(KZ)
Pi(Ki|S;) = P(SJUZ)(EP)ZH(KJ
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™M 1= max |PLoa(KG|S)) — Py (KG1S5)|, Vi€ I

[l—|—1 = [l\{iE[lImi<C}
J1 = J\A{nk

[ =[]+ 1;
[* Abbruchbedingung, z.B.
L =1111,S), = Sj,,, Iiyn = {i} oder gy = 0¥
goto a;
end.
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Bsp. 25 Langzeitverhalten eines
Ein—Prozessorsystems mit einer I/O—Einheit

Wir betrachten ein Ein—Prozessorsystem, das auf folgende
Weise arbeiten soll: Wenn ein Programm beendet wird, so
wird mit Wahrscheinlichkeip (0 < p < 1) die I/O—Einhelt
aktiviert, und mit Wahrscheinlichkejt= 1 — p erfolgt ein
erneuter Programmstart. Nach Beendigung eines
I/O—Vorgangs wird immer ein neues Programm gestartet.

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das
System im—ten Zyklus im Programmzustand?

Wir legen festig = 1,2, 3,...):
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A, - Ereignis, dald inn—ten Zyklus ein Programm startet

A,, - Ereignis, dald inn—ten Zyklus die I/O—Einheit aktiviert
wird

gesucht:P(A,) . Langzeitverhaltenlim P(A,)).

n—aoeo
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P(A;) =1, denn es wird beim Einschalten des Systems
Immer mit einem Programm begonnen.

Aus der anfangs angegebenen Beschreibung der Arbeitsweise
des Systems folgt:

P(Ap/An) = ¢ = 1—p
P(Apt1/4n) = p
P(Api1/An) = 0
P(AnJrl/A_n) = 1

Wir bezeichneny, := P(A,). Wir ermitteln die ersten drei
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Werte:

G2 =

q3 =

P(A) =1

P(A;)

P(Az/A1) - P(A1) + P(A2/ A1) - P(Ay)  (totale Wkt.)
¢g=1-p )

P(A;)

P(A3/As) - P(A3) + P(As/A3) - P(A)
¢-q+1-(1-q)=0—-p’+p=1-p+p°
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Vermutung:

Beweils: (vollstandige Induktion):
IA: Essein=1. ¢ = 1.

IS: Wir nehmen an, dal3 die Formeirfn gilt. Wir zeigen die
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Gultigkeit furn + 1:

Gny1 = P(Any1)
= P(Ap1/An) - P(Ay) + P(Ana/An) - P(A,)

= ¢ ¢o+1-(1—qg)=14+(qg—1) qn

= 1—p- nz_:(—p)i (nach IV)

= 1+ (=p)' =) _(-p)

1=0
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Untersuchen wir noch das Langzeitverhalten:

lim P(A,) = lim ¢,
= > (-p)
i=0
1 1

l—(-p) 1+p

geometrische Reihe mit- p| < 1.

)

Frage: Sind die Ereignissé,.; und A,, unablangig? Nach
der Formel @r die bedingte Wahrscheinlichkeit
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(vgl. Definition 9) qilt:
P(An+1 A An) — P(An+1/An) ' P(An)

Waren die beiden Ereignisse unalblgig, so
mufdte gelten (vgl. Definition 10):

P<An+1/An) — P(An—H)
qd = dn+1

Aber, furn > 2 qgilt ¢ # g,,1. Also sind die
EreignisseA,, und A,,.; nicht unablangig.

Der gesamte Ablaufil3t sich eindeutig in Matrixform
darstellen:
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/O | O 1
Al p 1-p

Weitere Anwendungen

Bsp. 26 (Zuverlassigkeitstheorie) Wir betrachten ein

Reihen-System mit 2 Bauteilen, die unafiig voneinander
ausfallen,

—
—

p,;. Ausfallwkt. fir Bauteil:

Fall: Systemdllt (innerhalb eines best. Zeitraumes) aus. Wie
grold ist Wkt., dass genau das erste Bautell
ausgefallen ist?
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A;: Ereignis, dass BauteilausaAllit.
geg..P(A;) =p;,t =1,2
geS.:P(Al M ZQ|A1 U AQ)?

P((A; N A) N (AU Ay))
P(A, U Ay)
P(A; N AY)

— Distr.gesetz
P(A, U Ay) Y

P(A; N AyA U Ay) =

P(Ay) - P(As) o
— UA, Subtraktivifat
P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ay)

p1<1 — p2)
D1+ P2 — P1D2
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Analog

_ 1 —
P(Ay N A A, U Ay) — P2 =PV

Wkt. fur Ausfall beider BauteileJA
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Bsp. 27 (Munzwurf-Spiel) A und B spielen: NMAnze wird
abwechselnd geworfen. Es gewinnt, wer zuerst Blatt hat.

B: Ereignis, dass bei einem Wurf Blatt kommt
Z: Ereignis, dass bei einem Wurf Zahl kommt
E: Ereignis, dass A gewinnt
F: Ereignis, dass B gewinnt
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G: Spiel endet nicht.

P(E) = P(B)
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P(F) = P(ZB)+ P(ZZZB)+ P(ZZZZZB) + - --

11 1
IR
11 1
4443

oder (unter Anwendung der bedingten Wktn.)

P(F) = P(F|B)-P(B)+ P(F|Z)-P(Z)

= 0- % + P(E) - % 2. wird 1. Spieler
P(F) = P(E|B)-P(B)+ P(E|Z)-P(Z)
1 1

lineares Gleichungssystelisen— obiges Ergebnis.
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Bsp. 28 (Ruin des Spielers)irrfahrt auf der Geraden mit 2
absorbierenden Zughden,a unda + b

a. Startkapital Spieler A
b: Startkapital Spieler B

E\.: Ereignis, dass der Spieler, dérEuro besitzt, ruiniert
wird.

pr = P(E})
A_1: Ereignis, im rachsten Schritt ein Euro zu verlieren.

A, q: Ereignis, im rachsten Schritt ein Euro zu gewinnen.
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pe = P(ELA_)) - P(A_)) + P(E,|AL,) - P(AL,) totale Wkt.

1

5(]%—1 + pk+1)

Daraus folgt:

20k = Pr+1 + Pr—1
Pk+l1 — Pk = Pk — Pk—1 =2 d
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Offenbarpyo =1, pasp =0

Pk

Pa-+b

Pk

Pa

Pb

Pk — Pk—1 +Pk—1 — T+ P1 — Po+Po

_d —d
kd + 1
1
bldd+1=0=d = —
(@ +b)d + = p——?
k
1 _
a-+b
L a b
a+b a+b
a
a-+b

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



138

4 Klassische Wahrscheinlichkeitsaume

4.1 Binomiale Wahrscheinlichkelten

Wir betrachten Versuche mit zweidglichen Aus@ngen:
A (gut) undA (schlecht).

QO = {A A}
= {,gut’, ,schlecht}
E = {0,A A Q}
P(A) = p
P(A) = g=1-p
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Beispiele:

Munzwurfip = 1

2
Warfeln:p = 2
Qualitatskontrolleyp - 100% die Ausschul3quote.

2—malige Durchfihrung (unabhangig voneinander):

Elementarereignisse:

(A, A), (A, A), (A, A), (A,2A).
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mit den Wahrscheinlichkeiten

P((A,A) = p’
P((A,A) = p-(1-p)
P((A,A)) = p-(1—-p)
P((A,A)) = (1-p)’

B;.: Ereignis, daf¥ k—mal auftritt, wobek = 0, 1, 2.
P(By) = (1—]?)2
P(B1) = 2-(p-(1—-p)
P(By) = p?
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Man kann leichtiberptifen, daf} allgemein qilt:

P = ;)i - p

zweilfaches BRNOULLI-Schema.

n—malige Durchfihrung: Analog zum vorigen Experiment
sel jetztB;, das Ereignis, dald genauk—mal auftritt.
Jetztk =0,...,n.

analog zu oben:

P(By) = (7)p*(1 —p)"*.
Formel {ir dasn—fache BEERNOULLI-Schema

BezeichnungB(p, n) oder auchBi(p, n)
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Die Wahrscheinlichkeite®’( B, ) bezeichnen wir auch als
Binomialwahrscheinlichkeiten

Offenbar:

S P(B) - .n (Z)p%l—p)”-@'

1=0
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Bsp. 29 Wir betrachten das Experiment, bei deinfimal ein
Mlnze geworfen wird.

A bezeichne das Ereignis, dald bel einem Wudhl“ fallt,
P(A)=p=3

Bs: Ereignis, dal3A dreimal auftritt:

P(B3)

|
N\
o Ot
v
e
N —
N——
w
A
[
|
N —
N—
T
w

|

N\
w Ot
N

~—~

DN | —

N—"
Ot
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4.2 Multinomiale Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten ein z@iliges Experiment mit den Augaggen
Aq, Ay, ... A WIr setzen

[
1=1
Ein Beispiel ist das folgende Experiment:

Es sei ein Bedlter mitk Kugeln in/ verschiedenen Farben
gegeben, wobet; Kugeln die Farbe (: = 1,...,[) besitzen,

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Es soll die Wahrscheinlichkeit untersucht werden, mit der
eine Kugel einer bestimmten Farbe aus demédiehn
enthnommen wird:

P(Kugel der Farbe) = p; = %.

Das Experiment soll nun—mal wiederholt werden.

By ns...n,s  das Ereignis, dafd die Ereignisde n,—mal, A,
no—mal,. . ., undA; n,—mal eintreten.

n!

P(B = e R
( nl,ng,...,nl) TLl! . TLQ! L nl! 1 2 [

Derartige Wahrscheinlichkeiten bezeichnen wir auch als
multinomiale Wahrscheinlichkeitgipolynomiale Wkitn.)
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Vergleichen Sie:

n!
(CL1‘|—---‘|—Cbl)n:Z ' 'a?l...a?l
ny!---ny!

wobei die Summéiber alle Tupeln4,...,n;) gebildet wird
mit Zizl n; = n.
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Bsp. 30 Bel einem Fragebogen wird (u.a.) nach dem Alter
der befragten Personen gefragt. Das Alter ist in Klassen
eingeteilt, 10-20, 21-40, 41-6Qber 60 Jahre. Der
Bewlkerungsanteil betgt jewellsp; fur die i-te Altersklasse,

?::1,...,4, Zzplzl
Es werden n=1000 Personen von einem Interviewer befragt.

Wie grol3 ist die Wkt., dal®lechsteni 0% der befragten bis zu
20 Jahre, und aul3erdem bis ¥ der Befragterilter als
60 Jahre alt waren?

Sele = (Xﬂ, X,LQ, Xz'g, Xz'4)’ WObeiXij — 1 falls Person:
zur J-ten Altersklasse géint, und X;; = 0 sonst.
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Dann ist
X = zn:Xz =: (Y1,..., Y4) ~ Mult(n, p1, pa, p3, pa)
1=1
und (seia := 100)
PY,Y,<a) = PVi<a,Yo+Ys=n-Y, Y, Y, <a)

= Y Y PMi=iYa+Ys=n—i—jY;=j)

i=1 j=1

- n! o o
— 1, n—i—Jj
— ZZ i!j!(n—i—j)!plm(pQ —|—p3)

i=1 j=1
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4.3 Poisson-Wahrscheinlichkeiten
Beispiele, bel denendisson-Wahrscheinlichkeiten
auftreten, sind

e die Anzahl von Verkehrsuaflen in einem Ort In einem
bestimmten Zelitintervall,

e die Ankiinfte von Kunden an einem Schalter oder
e der radioaktive Zerfall voa—Teilchen.

e In einer Telefonzentrale wird ermittelt, wieviel Anrufe In
einer bestimmten Zeiteinheit ankommen.
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Elementarereignisse sind hier alsodlifje Anzahlen.
Q=A{wi,wo,...,wn,...} =4{,0°,1% ...,,n, ...}

Das Ereignisy; ist z.B. das Ereignis, dal3 in einer Zeiteinheit
genauw Anrufe eintreffen. Die Wahrscheinlichkeit dieses
Elementarereignisses ist gegeben durch:

)\z’

P(WZ) — ,—€_>\.

2!
A Ist dabei ein noch unbestimmter Parameter. Er kann als
mittlere Rate aufgefaldt werden. Diese Wahrscheinlichkeit
bezeichnen wir als ®sson-WahrscheinlichkeitFur die
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Wahrscheinlichkeit voi gilt dann:

P(Q) = ) Plw)=)Y e
1=0 1=0
— e )Z‘—, 1
1=0
A

Wir werden spter sehen, dal} diese Verteilung ‘imdith” ist.
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