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Entscheidbare und semi-entscheidbare Sprachen 22

Definition

e Eine NTM M halt bei Eingabe x (kurz: M(x) =), falls alle
Rechnungen von M(x) eine endliche Lange haben.

e Falls M(x) nicht halt, schreiben wir auch kurz M(x) =1.

@ Eine NTM M entscheidet eine Eingabe x, falls M(x) halt oder eine
Konfiguration mit einem Endzustand erreichen kann.

@ Eine Sprache L € X* heiBt entscheidbar, falls eine DTM M mit
L(M) = L existiert, die jede Eingabe x € ¥* entscheidet.

@ Jede von einer DTM M erkannte Sprache heiBt semi-entscheidbar.

Bemerkung

o Die von M akzeptierte Sprache L(M) heiBt semi-entscheidbar, da M
zwar alle Eingaben x € L entscheidet (aber eventuell nicht alle x € L).

@ Spater werden wir sehen, dass genau die Typ-0 Sprachen
semi-entscheidbar sind.




Berechnung von Funktionen e

Definition

e Eine k-DTM M = (Z,%,T,0, qo, E) berechnet eine Funktion
f:X*—T7% falls M bei jeder Eingabe x € ™ in einer Konfiguration

K =(q,u1,a1,vi,..., Uk, ak, Vk) mit ug = f(x)

halt (d.h. Kx +* K und K hat keine Folgekonfiguration).

@ Hierflir sagen wir auch, M gibt bei Eingabe x das Wort f(x) aus und
schreiben M(x) = f(x).

@ f heiBt Turing-berechenbar (oder einfach berechenbar), falls es eine
k-DTM M mit M(x) = f(x) fir alle x e £* gibt.

@ Aus historischen Griinden werden berechenbare Funktionen auch
rekursiv (engl. recursive) genannt.




Berechenbarkeit von partiellen Funktionen i

Definition
@ Eine partielle Funktion hat die Form f:X* - " u {1}.

Fir f(x) =1 sagen wir auch f(x) ist undefiniert.

@ Der Definitionsbereich (engl. domain) von f ist

dom(f) = {x e T* | f(x) #1}.

Das Bild (engl. image) von f ist
img(f) ={f(x)|x e dom(f)}.

f heiBt total, falls dom(f) = X" ist.

Eine k-DTM M = (Z,%,T,0, qo, E) berechnet f, falls M(x) fir alle
x € dom(f) das Wort f(x) ausgibt und fir alle x ¢ dom(f) keine
Ausgabe berechnet (d.h. M(x) =1).




Berechen- und Entscheidbarkeit 275

Wir fassen die entscheidbaren Sprachen und die (partiellen) berechenbaren
Funktionen in folgenden Klassen zusammen:

REC = {L(M) | M ist eine DTM, die jede Eingabe entscheidet},
FREC = {f | f ist eine berechenbare (totale) Funktion},
FREC, = {f | f ist eine berechenbare partielle Funktion}.
Dann gilt:
e FREC ¢ FREC, und
@ REG ¢ DCFL ¢ CFL ¢ DCSL < CSL ¢ REC ¢ RE.




Berechenbarkeit von partiellen Funktionen 276

@ Bezeichne x* den lexikografischen Nachfolger von x € ¥*.

e Fir X = {0,1} ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

x| 0 1 00 01 10 11 000
x*10 1 00 01 10 11 000 001

@ Betrachte die auf X* definierten partiellen Funktionen fi, f>, f3, fz mit

A(x) =0, .
f(x) = x, und f4(x)={’ e
Ax) = x* S

e Da f1,h, f3, f4 berechenbar sind, gehoren die totalen Funktionen fi, f, f3
zu FREC und die partielle Funktion f4 zu FREC,. <]

o’




Berechenbarkeit von charakteristischen Funktionen 217

@ Eine Sprache A c ¥ * ist genau dann entscheidbar, wenn ihre
charakteristische Funktion x4 :X* — {0,1} berechenbar ist:

L
0, x¢A.

X €A,

xa(x) = {

@ Eine Sprache A c ¥* ist genau dann semi-entscheidbar, falls ihre
partielle charakteristische Funktion 4 :X* — {1,1} berechenbar ist:

Ca(x) = 1, x€eA,
e 1, x¢A

Beweis

Siehe Ubungen.




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen 28

Definition
Eine Sprache A € X* heiBt rekursiv aufzdhlbar, falls A = & oder das Bild
img(f) einer berechenbaren Funktion f: " — ¥* ist.

Folgende Eigenschaften sind aquivalent:

@ A ist semi-entscheidbar (d.h. A wird von einer DTM akzeptiert),
© A wird von einer 1-DTM akzeptiert,

© A wird von einer 1-NTM akzeptiert,

Q@ Aist vom Typ O,

© A wird von einer NTM akzeptiert,

Q A ist rekursiv aufzahlbar.

Beweis

Die Implikation @ = @ ist klar. Die Implikationen @ = @ = @ werden
in den Ubungen gezeigt. Hier zeigen wir @ = @ und @ = @ = @.




Simletien @lner fBTM dreh cine TDTR 219

Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM}c{L(M)|M ist eine 1-DTM}
@ Sei M=(Z,%,T,0,q0,E) eine k-DTM mit L(M) = A.
e Wir konstruieren eine 1-DTM M’ = (Z' )X, T",4', zy, E) fiir A.
@ M’ simuliert M, indem sie jede Konfiguration K von M der Form

e
1

durch eine Konfiguration K’ folgender Form nachbildet:

COIC)

o




Simulation einer k-DTM durch eine 1-DTM 280

Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM}c{L(M)|M ist eine 1-DTM}
@ Das heiBt, M’ arbeitet mit dem Alphabet

M=Tu(Tu{alael})k

@ und erzeugt bei Eingabe x = x1...x, € ¥* zuerst die der
Startkonfiguration

Ky = (qo,&,X1,X2 . .. Xp, €,U,€, ..., E,LL,€)

von M bei Eingabe x entsprechende Konfiguration

'3<>

X2 Xn

r_ o0 W L
Ky =aqo : e
W W W




Simletien @lner fBTM dreh cine TDTR 281

Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine DTM}c{L(M)|M ist eine 1-DTM}

@ Dann simuliert M’ jeweils einen Schritt von M durch folgende Sequenz
von Rechenschritten:
o Zuerst geht M’ solange nach rechts, bis sie alle mit ~ markierten
Zeichen (z.B. 31,..., 3«) gefunden hat.
o Diese Zeichen speichert M’ in ihrem Zustand.
o AnschlieBend geht M’ wieder nach links und realisiert dabei die

durch 6(q, ay, ..., ax) vorgegebene Anweisung von M.
o Den aktuellen Zustand g von M speichert M’ ebenfalls in ihrem
Zustand.

@ Sobald M in einen Endzustand iibergeht, wechselt M’ ebenfalls in einen
Endzustand und halt.

@ Nun ist leicht zu sehen, dass L(M") = L(M) ist. a]




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen 22

Beweis von @ = @: {L(M)|M ist eine NTM} c {L|L ist rek. aufzahlbar}
@ Sei M=(Z,%X,T,8,q0,E) eine k-NTM und sei A=L(M) # @.
@ Sei [ das Alphabet Z UT U {#}.

e Wir kodieren eine Konfiguration K = (q, u1, a1, va, ..., Uk, ak, vk ) durch
das Wort

code(K) = #q#um#FHar#vi# .. . #uHadtvi#
und eine Rechnung Ko + --- + K; durch code(Kp) ... code(Kz).

@ Dann lassen sich die Wérter von A durch folgende Funktion f:[* — £*
aufzahlen (dabei ist xg ein beliebiges Wort in A):

vy, x kodiert eine Rechnung Ko+ --- - K; von M mit
f(x) = Ko =K, und Ky e Ex (" x T xT*)k

Xp, sonst.

e Da f berechenbar ist, ist A =img(f) rekursiv aufzihlbar. a]




Charakterisierung der rekursiv aufzahlbaren Sprachen A

Beweis von @ = @: {L|L ist rek. aufzahlbar} c {L(M)|M ist eine DTM}
@ Sei f: " - X* eine Funktion mit A = img(f) und sei M eine k-DTM,
die f berechnet.
@ Betrachte folgende (k +1)-DTM M’, die bei Eingabe x

o auf dem 2. Band der Reihe nach alle Woérter y in ' erzeugt,

o fir jedes y den Wert f(y) durch Simulation von M(y) berechnet,
und

o ihre Eingabe x akzeptiert, sobald f(y) = x ist. u]




Charakterisierung der entscheidbaren Sprachen 2

A ist genau dann entscheidbar, wenn A und A semi-entscheidbar sind, d.h.
REC = RE n co-RE.

Beweis.

e Falls A entscheidbar ist, ist auch A entscheidbar, d.h. A und A sind
dann auch semi-entscheidbar.

e Fiir die Riickrichtung seien i, : [* - ¥ Turing-berechenbare
Funktionen mit img(f1) = A und img(f) = A.

@ Wir betrachten folgende DTM M, die bei Eingabe x fiir jedes y € ['* die
beiden Werte f1(y) und f(y) bestimmt und im Fall
o fi(y) = x in einem Endzustand halt,
o f(y) = x in einem Nichtendzustand halt.

e Da jede Eingabe x entweder in img(f;) = A oder in img(f) = A
enthalten ist, halt M bei allen Eingaben. o




Kodierung (Godelisierung) von Turingmaschinen 2

@ Sei M=(Z,%,T,0,qo,E) eine 1-DTM mit
o Zustandsmenge Z ={qo,...,qm} (0.B.d.A. sei E ={qm}),
o Eingabealphabet ¥ = {0,1,#} und
o Arbeitsalphabet ' = {ay, ..., a/}, wobei wir 0.B.d.A. ap =, a1 =0,
a> =1 und a3z = # annehmen.

@ Dann kénnen wir jede Anweisung der Form g;a; — gjrajsD durch das
Wort

#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j")#bp#
kodieren.

@ Dabei ist bin(n) die Binardarstellung von n und
0, D=N,
bp =41, D=1,
10, D=R.




Kodierung von Turingmaschinen 2

@ M lasst sich nun als ein Wort tiber dem Alphabet {0,1,#} kodieren,
indem wir die Anweisungen von M in kodierter Form auflisten.

e Kodieren wir die Zeichen 0,1, # binar (z.B. 0~ 00, 1~ 11, # ~ 10),
so gelangen wir zu einer Binarkodierung wjy, von M.

e Die Zahl (wp)2 wird auch die Godel-Nummer von M genannt.

@ M, ist durch Angabe von w bis auf die Benennung ihrer Zustidnde und
Arbeitszeichen eindeutig bestimmt.

@ Ganz analog lassen sich auch DTMs mit einer beliebigen Anzahl von
Bandern (sowie NTMs, Konfigurationen oder Rechnungen von TMs)
binar kodieren.

@ Umgekehrt kénnen wir jedem Binéarstring w € {0,1}* eine DTM M,,
wie folgt zuordnen:

M. - M, falls eine DTM M mit wy, = w existiert,
" My, sonst (dabei sei My eine beliebige DTM).




Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Definition
@ Das Halteproblem ist die Sprache
w,x €{0,1}* und
H =1{w#x [die DTM M, halt
bei Eingabe x

@ Das spezielle Halteproblem ist

die DTM M,,
halt bei Eingabe w

Kz{we{O,l}*

v

K € RE \ co-RE. \

287

XH | X1 X2 X3
wip |0 1 O
w | 0 1 1
wy | 1 1 0
XK‘
w1 0
wo 1

0

w3

v




Semi-Entscheidbarkeit des speziellen Halteproblems 288

Beweis von K € RE

@ Sei wy die Kodierung einer DTM, die bei jeder Eingabe (sofort) halt
und betrachte die Funktion

w, x ist Kodierung einer haltenden Rechnung einer

f(x) = DTM M,, bei Eingabe w,
wp, sonst.
@ Da f berechenbar und img(f) = K ist, folgt K € RE. a]
Bemerkung

Ganz ahnlich lasst sich H € RE zeigen.




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

289

Beweisidee

Da K € RE ist, gibt es in der Matrixdarstellung von xy eine Zeile w
(bzw. eine DTM M = M,,), die mit der Diagonalen der Matrix
ibereinstimmt.

Beispielsweise konnen wir fir M eine DTM wahlen, die die partielle
charakteristische Funktion Y, von K berechnet.

Wire auch K ¢ RE, so wiirde eine DTM M’ existieren, deren Zeile
invers zur Zeile von M und damit zur Diagonalen ist.

Unter der Annahme K € RE kdnnen wir namlich fir M’ eine DTM
wahlen, die die partielle charakteristische Funktion {z von K berechnet.

Da in keiner Matrix eine Zeile existieren kann, die invers zur Diagonalen
ist, fitlhrt dies auf den gewiinschten Widerspruch.




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems 290

Beweis von K ¢ RE
@ Angenommen, die Sprache
K = {w | M, (w) halt nicht} (%)

XH | X1 X2 X3

wip |0 1 O
ware semi-entscheidbar. w |0 1 1
@ Dann existiert eine DTM M,,/, die die ws |1 1 0
partielle charakteristische Funktion : :
von K berechnet, d.h. es gilt
M, (w) halt < weK (*%) W' ‘ 1 0 1

e Fur die Kodierung w’ von M,/ folgt dann aber

o (+) i
w' e K < M,/ (w') hilt nicht < w'¢ K 4 (Widerspruch!)




Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems 201

REC ¢ RE. l

Beweis
Klar, da K € RE - REC. DJ




Der Reduktionsbegriff 292

Definition
Eine Sprache A< X* heiBt auf B ¢ I'* reduzierbar (kurz: A < B), falls eine
berechenbare Funktion f: ¥* - ' ex., so dass gilt:

VxeXl":xe A< f(x)€eB.

| A\

Beispiel
Es gilt K < H mittels f : w » w#w, da fir alle w e {0,1}" gilt:

weK < M, ist eine DTM, die bei Eingabe w halt
< w#HweH. 4




Abschluss von REC unter < 293

Definition

@ Eine Sprachklasse C heiBt unter < abgeschlossen, wenn fiir alle
Sprachen A, B gilt:

A<BABeC=AcC.

Die Klassen REC und RE sind unter < abgeschlossen.

Beweis

@ Gelte A < B mittels f und sei B € REC.

@ Dann ex. eine DTM M, die xg berechnet.
@ Betrachte folgende DTM M":

o M’ berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann M bei Eingabe f(x).




Abschluss von REC und RE unter < 294

Die Klasse REC ist unter < abgeschlossen.

Beweis.

@ Gelte A< B mittels f und sei B € REC.

@ Dann ex. eine DTM M, die xg berechnet.
@ Betrachte folgende DTM M’:

o M’ berechnet bei Eingabe x zuerst den Wert f(x) und
o simuliert dann M bei Eingabe f(x).

@ Wegen x € A< f(x) e Bist xa(x) = xg(f(x)) und daher folgt
M'(x) = M(f(x)) = x8(f(x)) = xa(x).
@ Also berechnet M’ die Funktion x4, d.h. A€ REC. o

Bemerkung

Der Abschluss von RE unter < folgt analog (siehe Ubungen).




Der Vollstandigkeitsbegriff 295

Definition
@ Eine Sprache B heiBt hart fiir eine Sprachklasse C (kurz: C-hart oder
C-schwer), falls jede Sprache A € C auf B reduzierbar ist:

VAeC:A<B.
@ Eine C-harte Sprache B, die zu C gehort, heiBt C-vollstandig.

| A

Beispiel

Das Halteproblem H ist RE-vollstandig. Es gilt namlich
e HeRE und

@ VAeRE:A<H

mittels der Reduktionsfunktion x — w#x, wobei w die Kodierung einer
DTM M,, ist, die xa berechnet. <

v

Bemerkung

Auch das spezielle Halteproblem K ist RE-vollstandig (siehe Ubungen).
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Korollar
e A<BAA¢REC = B¢REC,
e A<BAA¢RE= B¢RE.

Beweis

Aus der Annahme, dass B entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, folgt
wegen A < B, dass dies auch auf A zutrifft (Widerspruch). o

v

Bemerkung
Wegen K < H tbertragt sich somit die Unentscheidbarkeit von K auf H.

D—

H ¢ REC.




Das Halteproblem bei leerem Band 297

Definition XH | X1 X2 X3
Das Halteproblem bei leerem Band ist die
Sprache = 8 1 (1)
.| die DTM M,, W
Hp = 0,1
0 {WE{ } halt bei Eingabe 5} V‘,/3 11 O

Ho ist RE-vollst3ndig. \ Xro | X1 (=€)

w1 0

Beweis

wy | 0
@ Hy € RE folgt wegen Hy < H € RE mittels wy | 1
der Reduktionsfunktion w — w#e. : 2




Hy ist RE-vollstandig 298

Beweis

@ Hp € RE folgt wegen Hp < H € RE mittels der Reduktionsfunktion
W > WHeE.

@ Sei A€ RE und sei w die Kodierung einer DTM, die x4 berechnet.
Um A auf Hy zu reduzieren, transformieren wir x € {0,1}* in die
Kodierung wy einer DTM M, die zunachst ihre Eingabe durch x ersetzt
und dann M,,(x) simuliert. Dann gilt

XEA < wy € Hg

und somit A < Hp mittels der Reduktionsfunktion x — w,.

v

Ho ¢ REC. l




Der Satz von Rice 299

Frage

@ Kann man einer beliebig vorgegebenen DTM ansehen, ob die von ihr
berechnete Funktion eine gewisse Eigenschaft hat?

@ Kann man beispielsweise entscheiden, ob eine gegebene DTM eine
totale Funktion berechnet?

Antwort

Nein (es sei denn, die fragliche Eigenschaft ist trivial, d.h. keine oder jede
DTM berechnet eine Funktion mit dieser Eigenschaft).




Der Satz von Rice 300

Definition
@ Zu einer Klasse F von Funktionen definieren wir die Sprache

Ly = {W €{0,1}* | die DTM M,, berechnet eine Funktion in .7-'}.
e Die Eigenschaft F heiBt trivial, wenn Ly = @ oder Ly ={0,1}* ist.

Der Satz von Rice besagt, dass Lz nur fiir triviale Eigenschaften
entscheidbar ist.

Satz (Satz von Rice)
Fiir jede nicht triviale Eigenschaft F ist Lz unentscheidbar.
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Beispiel
@ Die Sprache
L={we{0,1}* | M,(0") =0™" fiir alle n>0}
ist unentscheidbar.
@ Dies folgt aus dem Satz von Rice, da die Eigenschaft
F={f|f(0") =0 fir alle n> 0}
nicht trivial und L = L ist.
@ F ist nicht trivial, da z.B. die berechenbare partielle Funktion
F(x) = {0"*1, x =0" fir ein n>0

1, sonst

in F und die konstante Funktion g(x) = 0 nicht in F enthalten ist.
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Satz (Satz von Rice)

Fir jede nicht triviale Eigenschaft F ist die Sprache Lz unentscheidbar.

Beweis

e Die Idee besteht darin, Hy auf Lz (oder auf L) zu reduzieren, indem
wir fiir eine gegebene DTM M,, eine DTM M, konstruieren mit

w € Hy < M,, berechnet (k)eine Funktion in F.

@ Hierzu lassen wir M, bei Eingabe x zunachst einmal die DTM M,, bei
Eingabe € simulieren.

e Falls w ¢ Hp ist, berechnet M,,» also die tiberall undefinierte Funktion u
mit u(x) =1 fir alle x € {0, 1, #}".

@ Damit die Reduktion gelingt, miissen wir nur noch dafiir sorgen, dass

My, im Fall w € Hy eine Funktion f berechnet, die genau dann die
Eigenschaft F hat, wenn u sie nicht hat.

@ Da F nicht trivial ist, gibt es eine DTM M, die eine solche Funktion f
berechnet.
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Beweis (Schluss)
@ Da F nicht trivial ist, gibt es eine DTM M, die eine solche Funktion f
berechnet.
@ Betrachte die Reduktionsfunktion
h(w) = w’, wobei w’ die Kodierung einer DTM ist, die bei Ein-
gabe x zunachst die DTM M,, (¢) simuliert und im Fall,
dass M, () halt, mit der Simulation von M(x) fortfahrt.
@ Dannist h: w~ w’ eine totale berechenbare Funktion und es gilt

weHy = M, berechnet f
wé¢Hy = M, berechnet u.

o Dies zeigt, dass h das Problem Hy auf Lx (oder auf Lr) reduziert, und
da Hp unentscheidbar ist, muss auch Lz unentscheidbar sein. m]




Der Satz von Rice fiir Akzeptoren 304

Der Satz von Rice gilt auch fiir Eigenschaften, die das Akzeptanzverhalten
einer gegebenen Turingmaschine betreffen.

Satz (Satz von Rice fiir Spracheigenschaften)

Fiir eine beliebige Sprachklasse S sei
Ls={we{0,1}" | L(My) € S}.
Dann ist Ls unentscheidbar, auBer wenn Lg € {@,{0,1}*} ist.

Beweis

Siehe Ubungen.




Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) 208

Definition

@ Sei X ein beliebiges Alphabet mit # ¢ ¥

@ Das Postsche Korrespondenzproblem tiber ¥ (kurz PCPy) ist:

gegeben: k Paare (x1,¥1),- .., (Xk, k) von Wértern in *.
gefragt: Gibt es eine Folge a = (i1,...,i,), n>1, von Indizes
fje{l, ...k} mit x; ...x;, = Yi ... Yi,?

e Das modifizierte PCP iiber ¥ (kurz MPCPyx) fragt nach einer Lésung
o= (il,...,in) mit i = 1.

@ Wir notieren eine PCP-Instanz meist in Form einer Matrix (;1;9 und
kodieren sie durch das Wort x1#y1# . .. #Xk#Yk.

|

Beispiel

Die Instanz /= (7*°2°%) = (2 ab %) besitzt wegen
YiY2 y3 aca bc aa

X1X3XoX3 = acaaabcaa
Y1Y3Yays = acaaabcaa
die PCP-Lésung o = (1,3,2,3), die auch eine MPCP-Ldsung ist. <
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Lemma

Fir jedes Alphabet ¥ gilt PCPy < PCPy, 4.

Beweis

@ Sei ¥ ={ay,...,am}. Fiir ein Zeichen a; € ¥ sei c(a;) = ab’~! und fiir
ein Wort w=wy ... w, € X* mit w; € X sei c(w) =c(wy)...c(wp).

e Dann folgt PCPyx < PCPy, ) mittels der Reduktionsfunktion

() (o)

Beispiel

| \

Sei X ={0,1,2}. Dann ist ¢(0) = a, ¢(1) = ab und ¢(2) = abb. Somit ist
f( 0 01 200) _( a aab abbaa)
020 12 00/ \aabba ababb aa
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einfach PCP (bzw. MPCP).

MPCP < PCP. \

Beweis
e Wir zeigen MPCP < PCPy fir X ={a,b,(,],)}.

@ Fir ein Wort w =wy ... w, sei

Im Folgenden lassen wir im Fall X = {a, b} den Index weg und schreiben J

<« «— — —_
w w w w

(wal|...lwn|  (wal...lwn |wal...lwn  wal...|wp
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@ Fir ein Wort w = wy ... w, sei

<~ — «— —
w w w w

(wal...|wn|  wa|...lwa|l  (wa|...|wn  |wa|...|wp,

@ Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:
(Xl...Xk) XHIZE )
f: = <« —
Y1 Yk oy -y )
@ Dabei nehmen wir an, dass (x;,y;) # (g,¢) ist, da wir diese Paare im
Fall i > 1 einfach weglassen und im Fall i =1 f(/) = (z) setzen konnen.

Beispiel

PN L b bab bb . (lala| ala| b| bla|b| b|b| )
‘\aabbb a b (|alalb |alalb |blb |a |b )
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@ Fiir ein Wort w = wy ... w, sei

<~ — «— —
w w w w

(wal...|wn|  wa|...lwa|l  (Iwa|...|wn  |wa|...|wp,

@ Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:
(Xl...Xk) ZE; >
f: = <« —
Y1 Yk iyt ooyl
@ Da jede MPCP-Lésung o = (1,42, ..., ip) fir | auf eine PCP-Lésung

o =(Lih+1,...,in+ 1, k+2) fur £(I) fuhrt, folgt
I e MPCP = (/) ¢ PCPs.
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@ Wir reduzieren MPCP mittels folgender Funktion f auf PCPy:

(Xl...Xk) ZEE )
f: = <« —
Y1 ... Yk Yiye ooy l)

o Fiir die umgekehrte Implikation sei ' = (i1, ..., in) eine PCP-Ldsung fiir
Fy= (20 )
iyiee-yel)

@ Dann muss i; =1 und i, = k+ 2 sein, da das Lésungswort mit ( beginnen
und mit ) enden muss (und f (/) nicht das Paar (¢,¢) enthalt).

e Wahlen wir @’ von minimaler Lange, so ist ij € {2,..., k+ 1} fur
j=2,...,n-1

e Dann ist aber o= (i1, —1,...,ip-1 — 1) eine MPCP-Lésung fir I. o

v




Das Postsche Korrespondenzproblem L

PCP ist RE-vollstandig und damit unentscheidbar. \

Beweis.
@ Es ist leicht zu sehen, dass PCP € RE ist.

@ Um zu zeigen, dass PCP RE-hart ist, sei A eine beliebige Sprache in
RE und sei G=(V,%,P,S) eine Typ-0 Grammatik fiir A.

e Wir zeigen A< MPCPr fur = VuXu{(,|,)}.
o Wegen MPCP < PCP folgt hieraus A< PCP.

Beweisidee fiir die Reduktion A < MPCPr:

),

so dass a = (i, ...,in) genau dann eine MPCP-Lésung fiir f(w)

Transformiere eine Eingabe w € £* in eine Instanz f(w) = (

ist, wenn das zugehdrige Losungswort X, ...X;, = yi, ...y, eine
Ableitung S = ag = -+ = am, = w von w kodiert.




Das Postsche Korrespondenzproblem e

Beweis von A< MPCPr
e Wir bilden f(w) aus folgenden Wortpaaren:

o ((,{[5). »Startpaar*
o fir jede Regel I — rin P: (I,r), ~Ableitungspaare"
o firalleae Vuxu{|}: (4,2),

o sowie das Paar (w|),)) Abschlusspaar"

@ Nun l3sst sich leicht aus einer Ableitung S =ag = - = am = w von w
in G eine MPCP-Lésung mit dem Ldsungswort

(laoloa]...lam])
angeben.

@ Umgekehrt l3sst sich aus jeder MPCP-Lésung auch eine Ableitung von
w in G gewinnen, womit

weL(M) < f(w)e MPCPr
gezeigt ist. o
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Beispiel
@ Sei G=({S},{a,b},{S » aSbS,e},S) und w = aabb.
@ Die MPCP-Instanz f(aabb) enthélt dann die acht Wortpaare

( s s aabb))

f(aabb):( (IS aSbS e >

@ Der Ableitung S = aSbhS = aaSbSbS = aaSbbS = aabb$S = aabb
entspricht dann das MPCP-Loésungswort

(|S|aS S S S|aabb|)
(|S|aSbS|aaSbS

@ Das kiirzeste MPCP-Lésungswort fiir f(aabb) ist
(|S|aSbS|aaSbSh|aabb|)
(|S|aSbS|aaSbs )

@ Dieses entspricht der ,parallelisierten” Ableitung
S = aSbhS =2 aaSbSbh =2 aabb q




Das Schnittproblem fiir CFL ist unentscheidbar e

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken
Gegeben: Zwei kontextfreie Grammatiken G; und Go.
Gefragt: Ist L(G1) n L(Gp) + @7

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist RE-vollstandig.

Beweis

@ Es ist leicht zu sehen, dass das Problem semi-entscheidbar ist.
@ Um PCP auf dieses Problem zu reduzieren, betrachte fiir eine Folge
s=(xy,...,xx) von Strings x; € {a, b}* die Sprache
Ls=Ain...n#xiyx, |n>1,1<i,...,in < k}.
e L wird von der Grammatik Gs = ({A},{1,...,k,#,a,b}, Ps, A)
erzeugt mit
Ps: A— 1Axq, ..., kAxi, 1#xq, . .., k#xy
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Reduktion von PCP auf das Schnittproblem fiir CFL
@ Zu einer PCP-Instanz [/ = (;1;9 bilden wir das Paar (Gs, G;), wobei
s=(x1,...,xk) und t = (y1,...,yk) ist.
@ Dann ist L(Gs) n L(G;) die Sprache
{i,,...il#x,-l c X | 1<n, Xjg -+ Xiy = Vi ...y,'n}.
e Folglich ist = (i1,...,in) genau dann eine Losung fiir /, wenn
in... I'1:/§5X,'1 ... X, € L(Gs) ) L(Gt) ist.

@ Also vermittelt f : | » (Gs, G;) eine Reduktion von PCP auf das
Schnittproblem fir CFL. |
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Beispiel
@ Die PCP-Instanz
/= (X1 X0 X3) _ ( a aab abbaa)
y1y2Y3 aabba ababb aa

wird auf das Grammatikpaar (G, G;) mit folgenden Regeln reduziert:
Ps: A — 1Aa, 2Aaab, 3Aabbaa,
14#a, 2#aab, 3#abbaa,
P:: A — 1Aaabba, 2Aababb, 3Aaa,
14 aabba, 2#ababb, 34 aa.

@ Der PCP-Lésung « = (1,3,2,3) entspricht dann das Wort

3231#x1x3x0x3 = 32314 aabbaaaababbaa
= 3231#aabbaaaababbaa = 3231#y1y3yoy3

im Schnitt L(Gs) n L(Gy). <
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Das Inklusionsproblem fiir DPDAs
Gegeben: Zwei DPDAs M; und Ms.
Gefragt: Gilt L(My) € L(M2)?

| A

Korollar
@ Das Schnittproblem fiir DPDAs ist RE-vollstandig.
@ Das Inklusionsproblem fiir DPDAs ist co-RE-vollstandig.

Beweisidee.

Die kontextfreie grammatik Gs in obigem Beweis lasst sich leicht in
DPDAs Ms und M, tberfiihren mit L(Ms) = L(Gs) und L(Ms) = L(Gs)
(siehe Ubungen).




Weitere Unentscheidbarkeitsresultate fur CFL

Korollar

318

Fiir kontextfreie Grammatiken sind folgende Probleme unentscheidbar:

Q Ist L(G)=%X"7? (Ausschopfungsproblem)
Q Ist L(Gy) = L(Gy)? (Aquivalenzproblem)
© Ist G mehrdeutig? (Mehrdeutigkeitsproblem)
© Das Ausschopfungsproblem fiir CFL ist co-RE-vollstandig

Wir reduzieren das Komplement von PCP auf das Ausschopfungs-
problem fiir kontextfreie Grammatiken. Es gilt

I¢PCP = Lsnli=@ = L,ul;=X".

Daher vermittelt die Funktion f : | = G, wobei G eine kontextfreie
Grammatik mit

L(G) :Zs Uzt

ist, die gewlinschte Reduktion.
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Korollar
Fiir kontextfreie Grammatiken sind folgende Probleme unentscheidbar:

Q Ist L(G)=X*7 (Ausschopfungsproblem)
Q Ist L(Gy) = L(Gy)? (Aquivalenzproblem)
© Ist G mehrdeutig? (Mehrdeutigkeitsproblem)

vy

@ Das Aquivalenzproblem fiir CFL ist co-RE-vollstindig

Wir reduzieren das Ausschopfungsproblem fiir CFL auf das
Aquivalenzproblem fiir CFL.

Dies leistet beispielsweise die Reduktionsfunktion
f:Gw~ (G, Gap),

wobei G, eine kontextfreie Grammatik mit L(G,y) = £* ist. O
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© Das Mehrdeutigkeitsproblem ist RE-vollstandig
@ Wir reduzieren PCP auf dieses Problem.

@ Hierzu uberfithren wir eine PCP-Instanz | = (;1;:) in die Grammatik

G=({S,AB},{a,b1,....k},Pu{S—>AS—> B})S)
mit den Regeln
P: A— 1Axy, ..., kAxg, 1#x1, . .., k#xk,
B > 1By1,...,kByi, 1#y1, ..., k#yk.

@ Da alle von A oder B ausgehenden Ableitungen eindeutig sind, ist G
genau dann mehrdeutig, wenn es ein Wort w € L(G) gibt mit

S=A="w und S=B="w.

@ Wie wir gesehen haben, ist dies genau dann der Fall, wenn / eine
PCP-Loésung hat. o
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Das Leerheitsproblem fiir DLBAs

Gegeben: Ein DLBA M.
Gefragt: Ist L(M) = &7

Das Leerheitsproblem fiir DLBAs ist co-RE-vollstandig. \

Beweis.

@ Wir reduzieren PCP auf das Leerheitsproblem fiir DLBAs.
@ Hierzu transformieren wir eine PCP-Instanz / = (;1;:) in einen DLBA
M fiir die Sprache Lsn Ly, wobei s = (x1,...,xx) und t = (y1,...,Yk)

ist (siehe Ubungen).
e Dann gilt / ¢ PCP < L(M) = 2. o
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Dagegen ist es nicht schwer,

@ fir eine kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob mindestens ein
Wort in G ableitbar ist (Leerheitsproblem fir CFL), und

o fiir eine kontextsensitive Grammatik G und ein Wort x zu entscheiden,
ob x in G ableitbar ist (Wortproblem fiir CSL).

@ Das Leerheitsproblem fiir CFL ist entscheidbar.

@ Das Wortproblem fiir CSL ist entscheidbar.

Beweis.

Siehe Ubungen. a)




Uberblick der (Un-)Entscheidbarkeitsresultate e

In folgender Tabelle fassen wir nochmals zusammen, wie schwierig die
betrachteten Entscheidungsprobleme fiir die verschiedenen Stufen der
Chomsky-Hierarchie sind.

Wort- Leerheits- Aus-  Aquivalenz- Inklusions-  Schnitt-
problem problem schépfung problem  problem  problem
xel? L=@g? L=%*7 L[1=L1,7 Licl, Link+@?

REG ja ja ja ja ja ja

DCFL  ja ja ja ja? nein nein
CFL ja ja nein nein nein nein
DCSL  ja nein nein nein nein nein
CSL ja nein nein nein nein nein
RE nein nein nein nein nein nein

“Bewiesen in 1997 von Géraud Sénizergues (Univ. Bordeaux).




Die Registermaschine (random access machine, RAM) S

il | Programm
th
2: /2

= O

m:l,

v Speicher

IC
Steuereinheit D

o fiihrt ein Programm P = Iy,..., I, aus, das aus einer endlichen Folge
von Befehlen (instructions) /; besteht,

@ hat einen Befehlszahler (instruction counter) /C, der die Nummer des
nichsten Befehls angibt (zu Beginn ist /C = 0),

e verfiigt lber einen frei adressierbaren Speicher (random access memory)
mit unendlich vielen Speicherzellen (Registern) r;, die beliebig groBe
natiirliche Zahlen aufnehmen kénnen.
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In GOTO-Programmen sind folgende Befehle zulassig (i, j, c € N):

Befehl Semantik

ri=r+c setzt Register r; auf den Wert r; + ¢
rii=r=c setzt Register r; auf den Wert max(0, r; - c)
GOTO setzt den Befehlszéhler /C auf den Wert j
IF r,=c THEN GOTO j setzt /C auf j, falls r; den Wert ¢ hat
HALT beendet die Programmausfiihrung

Falls nichts anderes angegeben ist, wird zudem /C auf den Wert /C + 1
gesetzt.
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Definition
Eine partielle Funktion f : N > Nu {1} heiBt GOTO-berechenbar, falls es
ein GOTO-Programm P = (ly, ..., l,) mit folgender Eigenschaft gibt:

Wird P auf einer RAM mit den Werten r; = n; fir i=1,...,k, sowie IC=0
und r; =0 fir i =0,k +1,k+2,... gestartet, so gilt:

@ P hélt genau dann, wenn (ny, ..., ng) € dom(f) ist, und
e falls P hilt, hat ry nach Beendigung von P den Wert f(ny, ..., ng)

Beispiel

| A

Folgendes GOTO-Programm berechnet die Funktion f(x,y) = xy:
IF =0 THEN GOTO 4

0 ) r3:=nrn

1 ni=n-=-1 6 IF ;=0 THEN GOTO 3
2 m:=r+rn GOTOS5 7 n=nr3-1

3 GOTOO 8 rni=rn+l

4  HALT 9 GOTO®6 «




DTMs und GOTO-Programme sind gleichmachtig S20

o Da DTMs auf Woértern und GOTO-Programme auf Zahlen operieren,
missen wir Wérter durch Zahlen (und umgekehrt) kodieren.

@ Sei X ={ag,...,am-1} ein Alphabet. Dann kénnen wir jedes Wort
X =aj ...aj, € X" durch eine natirliche Zahl numy(w) kodieren:

m"-1

n-1 n
numy(x) =Y m + ) im"J = p—

0  j4

Tr (il oo i,,)m.

@ Da die Abbildung numy : X* — N bijektiv ist, kdnnen wir umgekehrt
jede natiirliche Zahl n durch das Wort strs(n) = nums *(n) kodieren.

| A

Beispiel
Fir das Alphabet X = {a, b, ¢} erhalten wir folgende Kodierung:

w € ab c aa ab ac ba bb bc ca cb cc aaa ...
numy(w)|0123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...
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e Ist ¥ = {0,1}, so lassen wir den Index weg und schreiben einfach num
und str anstelle von nums und stry.

@ Zudem erweitern wir die Kodierungsfunktion str : N — {0,1}* zu einer
Kodierungsfunktion str, : N — {0, 1, #}* wie folgt:
str(ny, ..., ng) =str(ny)# ... #str(ng).
@ Nun kénnen wir eine partielle Funktion f : N > Nu {1} durch folgende
partielle Wortfunktion f:{0,1,#}* — {0,1}* U {1} reprasentieren:
. str(n), w=stre(ny,...,ng) und f(ny,...,nx)=neN,
F(w) =
T, sonst.

o Es ist klar, dass f durch eindeutig bestimmt ist. Wir nennen f die
numerische Reprasentation von f.

Sei f die numerische Reprasentation einer partiellen Funktion 3
Dann ist f genau dann GOTO-berechenbar, wenn f berechenbar ist.




Simulation eines GOTO-Programms durch eine DTM S2d

o Sei f eine partielle Funktion, deren numerische Reprasentation f von
einem GOTO-Programm P auf einer RAM R berechnet wird.

Dann existiert eine Zahl k', so dass P nur Register r; mit i < k" benutzt.

Daher lasst sich eine Konfiguration von R durch Angabe der Inhalte des
Befehlszdhlers /IC und der Register ry, ..., ri beschreiben.

Wir konstruieren eine (k' +2)-DTM M, die
o den Inhalt von /C in ihrem Zustand,

o die Registerwerte rq,..., re auf den Bandern 1,..., k" und
o den Wert von ry auf dem Ausgabeband k' + 2 speichert.

Ein Registerwert r; wird hierbei in der Form str(r;) gespeichert.

Band k" + 1 wird zur Ausfithrung von Hilfsberechnungen benutzt.




Simulation eines GOTO-Programms durch eine DTM =50

e Die Aufgabe von M ist es, bei Eingabe w = stri(n1, ..., nx) das Wort
str(f(ny,...,nk)) auszugeben, wenn (ny,...,ng) € dom(f) ist, und
andernfalls nicht zu halten.

@ Zuerst kopiert M die Teilworter str(n;) fir i=2,... k auf das i-te
Band und léscht auf dem 1. Band alle Eingabezeichen bis auf str(ny).

e Da das leere Wort den Wert num(e) = 0 kodiert, sind nun auf den

Bandern 1,..., k" und auf Band k' + 2 die der Startkonfiguration von R
bei Eingabe (ny, ..., nx) entsprechenden Registerinhalte gespeichert.

@ Danach filhrt M das Programm P Befehl fiir Befehl aus.

@ Es ist leicht zu sehen, dass sich jeder Befehl / in P durch eine Folge von
Anweisungen realisieren lasst, die die auf den Bandern gespeicherten
Registerinhalte bzw. den im Zustand von M gespeicherten Wert von /C
entsprechend modifizieren.

@ Sobald P stoppt, halt auch M und gibt das Wort
str(rg) = str(f(ni,...,nk)) aus.




Simulation einer DTM durch ein GOTO-Programm Sl

@ Sei f: NK > Nu {4} eine partielle Funktion und sei
M=(Z,%,T,9,qo, E) eine DTM mit Eingabealphabet ¥ = {0, 1, #},
die die zugehorige Wortfunktion £ : X* — {0,1}* u {1} berechnet.

@ M gibt also bei Eingabe stry(ny, ..., nx) das Wort str(f(ny,...,nk))
aus, falls f(ny,...,nk) definiert ist, und halt andernfalls nicht.

e Wir konstruieren ein GOTO-Programm P, das bei Eingabe (ny,...,ng)
die DTM M bei Eingabe w = stri(n1, ..., nk) simuliert und im Fall,
dass M(w) halt, den Wert num(M(w)) = f(n1,..., ng) berechnet.

@ Wir kénnen annehmen, dass M eine 1-DTM ist.

@ Sei Z={qo,...,q-y und I ={ag,...,am-1}, wobei wir annehmen, dass
ag=U, a1 =0, ap =1 und a3z = # ist.
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Eine Konfiguration K = ug;v von M wird wie folgt in den Registern
ro, r, r2 gespeichert. Sei v =a; ...a;, und v=a; ...a;,.

o n = (il...i,,)m,

°orn =i

°n= (jn’ .- -jl)m-

@ P besteht aus 3 Programmteilen P = Py, P;, Ps.

in

@ P; berechnet in Register r, die Zahl (j,...j1)m, wobei (ji,...,j,) die
Indexfolge der Zeichen von stri(ny,...,ng) = aj, ... aj, ist.

@ Die Ubrigen Register setzt P; auf den Wert 0.

° P1 stellt also die Startkonfiguration K, = gow von M bei Eingabe
= stri(ny,...,ng) in den Registern rg, r1, r> her.

@ AnschlieBend fiihrt P, eine schrittweise Simulation von M aus.

@ Hierzu tberfiihrt P> solange die in ry, r1, r» gespeicherte Konfiguration
von M in die zugehodrige Nachfolgekonfiguration, bis M halt.




Simulation einer DTM durch ein GOTO-Programm S

@ Das Programmstiick P, hat die Form
M, r3:=r MOD m
IF 1 =0Ar3=0THEN GOTO M

IF n=rAarn=m-1THEN GOTO M, 1

@ Die Befehle ab Position M;; hangen von §(gq;, a;) ab. Wir betrachten
exemplarisch den Fall §(gqi, a;) = {(qi, ay, L) }:
M;; n = i’
ni=nr DIV m
ry:=rom+j'
ry:=rom+ (rp MOD m)
ro:=rp DIV m
GOTO M,
e Im Fall 6(gi, aj) = @ erfolgt ein Sprung an den Beginn von Pxs.

@ P53 transformiert den Inhalt ro = (j1...jn)m von Register ry in die Zahl
num(aj, ... a;j,) und halt.




WHILE- und LOOP-Programme SR

@ Die Syntax von WHILE-Programmen ist induktiv wie folgt definiert
(i,j,c eN):
o Jede Wertzuweisung der Form x; := x; + ¢ oder x; := x; = c ist ein
WHILE-Programm.

o Falls P und @ WHILE-Programme sind, so auch
e P;Q und
o IF x;=c THEN P ELSE Q END
o WHILE x; + c DO P END

@ Die Syntax von LOOP-Programmen ist genauso definiert, nur dass
Schleifen der Form LOOP x; DO P END an die Stelle von
WHILE-Schleifen treten.

@ Die Semantik von WHILE-Programmen ist selbsterklarend.

@ Eine LOOP-Schleife LOOP x; DO P END wird sooft ausgefiihrt, wie
der Wert von x; zu Beginn der Schleife angibt.
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e Eine partielle Funktion f : N¥ - Nu {1} heiBt WHILE-berechenbar, falls
es ein WHILE-Programm P mit folgender Eigenschaft gibt:

Wird P mit den Werten x; = n; fir i = 1,..., k gestartet, so gilt:

o P halt genau dann, wenn (ny,...,nx) € dom(f) ist, und
o falls P halt, hat xp nach Beendigung von P den Wert f(ny,...,ng).

@ Die LOOP-Berechenbarkeit von f ist entsprechend definiert.

Beispiel
Die Funktion f(x1,x2) = x1xo wird von dem WHILE-Programm
WHILE x; + 0 DO
Xp = Xp + X2,
X1 :=X1 — 1
END
sowie von folgendem LOOP-Programm berechnet:

LOOP X1 DO Xp == Xp + X2 END q
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Eine partielle Funktion f : N¥ - Nu {1} ist genau dann
GOTO-berechenbar, wenn sie WHILE-berechenbar ist.




Simulation von WHILE- durch GOTO-Programme S0

Sei P ein WHILE-Programm, das f berechnet.
Wir Gbersetzen P wie folgt in ein dquivalentes GOTO-Programm P’.

P’ speichert den Variablenwert x; im Register r;.

Damit lassen sich alle Wertzuweisungen von P direkt in entsprechende
Befehle von P’ transformieren.

Eine Schleife der Form WHILE x; # c DO @ END simulieren wir durch
folgendes GOTO-Programmstiick:

My IF r;=c THEN GOTO M,
Q/
GOTO M,

M,

@ Ahnlich lasst sich die Verzweigung IF x; = ¢ THEN Q; ELSE @, END
in ein GOTO-Programmstiick transformieren.

@ Zudem fiigen wir ans Ende von P’ den HALT-Befehl an.




Simulation von GOTO- durch WHILE-Programme =30
e Sei P=(lo,...,Im) ein GOTO-Programm, das f berechnet, und sei
rz, z > k, ein Register, das in P nicht benutzt wird.

e Wir iibersetzen P wie folgt in ein dquivalentes WHILE-Programm P’:
Xz :=0;
WHILE x, + m+1 DO
IF x, =0 THEN P} END;

IF x,=m THEN P;, END
END
@ Dabei ist PJ’ abhangig vom Befehl /; folgendes WHILE-Programm:
O I[I=r+C. X=Xk +C, Xz =X+ 1,
@ (=~ Cl X[ =X =C, Xz =Xz + 1,
o GOTO k: x, := k,
o IF r,=c THEN GOTO k:
IF x; =c THEN x, := k ELSE x, :=x, +1 END
o HALT: x, :=m+1.

@ Man beachte, dass P’ nur eine WHILE-Schleife enthilt.
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@ Es ist leicht zu sehen, dass sich jedes LOOP-Programm durch ein
WHILE-Programm simulieren Iasst.

@ Offensichtlich kdnnen LOOP-Programme nur totale Funktionen
berechnen.

@ Daher kann nicht jedes WHILE-Programm durch ein LOOP-Programm
simuliert werden.

o Mittels Diagonalisierung lasst sich eine totale WHILE-berechenbare
Funktion f angeben, die nicht LOOP-berechenbar ist.

@ Ein bekanntes Beispiel einer totalen WHILE-berechenbaren Funktion,
die nicht LOOP-berechenbar ist, ist die Ackermannfunktion a(x,y), die
induktiv wie folgt definiert ist:

y+1, x =0,
a(Xay): a(X_la]-)a levy:()?
a(X_lva(Xay_l))7 X,)/Zl-
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