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Aufgabe 42 (miindlich)

a) Bestimmen Sie in Zs[z]/322 + 1 den Représentanten fiir die Restklasse, in
der das Polynom 22° + 2% + 4x + 3 enthalten ist.

b) Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome m(x) vom Grad 2 in Z,[z]. Stel-
len Sie jeweils die Additions- und Multiplikationstafeln fiir den Polynom-
restklassenring Zs[x]/m(z) auf.

¢) Seim(z) = 22 + 2. Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln fiir
den Polynomrestklassenring Z[z|/m(x) auf. Ist Zs[z]/m(x) ein Korper?

d) Berechnen Sie das multiplikative Inverse von g(z) = 2! + 2% + 22 in
Zs[z]/m(z), wobei m(z) = 22% + 2 + 22 + 2 ist. Ist m(z) irreduzibel
iiber Z3?

Aufgabe 43 (miindlich)

Seien a, b Elemente einer abelschen Gruppe G mit Ordnungen ord(a) und ord(b).

a) Zeigen Sie, dass ab die Ordnung ord(ab) = ord(a)ord(b) hat, falls ord(a)
und ord(b) teilerfremd sind.

b) Lisst sich die Aussage in Teilaufgabe a) zu ord(ab) = kgV (ord(a), ord(b))
verallgemeinern?

Aufgabe 44 (miindlich)

a) Zeigen Sie, dass ein Polynom p(x) € F[z] vom Grad n > 1 iiber einem
Korper F hochstens n Nullstellen besitzt.

b) Finden Sie ein Polynom ¢(z) € Zg[z] vom Grad 2 mit moglichst vielen
Nullstellen.

Aufgabe 45 (miindlich)

Zeigen Sie, dass die multiplikative Gruppe * eines endlichen Korpers I zyklisch
ist.

Hinweis: Sei h = Ilp;" die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung h = ||F*|.

Finden Sie Elemente b; € F* der Form b; = a?/ 7 mit ord(b;) = p;’, indem Sie
die Anzahl der Nullstellen des Polynoms 2/?: — 1 abschitzen, und verwenden Sie

Aufgabe 43.

Aufgabe 46 (miindlich)

a) Zeigen Sie, dass der Polynomrestklassenring Z,[x]/m(x) genau dann ein
Korper ist, wenn m/(z) irreduzibel iiber Z, ist.

b) Zeigen Sie, dass zu jedem Polynom f(z) in Z,[z] ein endlicher Kérper K
existiert, der Z, als Unterkorper enthilt und in dem f(z) in Linearfaktoren
zerfillt (der kleinste solche Korper K, (f(z)) ist bis auf Isomorphie eindeu-
tig bestimmt und heifit der Zerfillungskérper fur f(z) tiber Z,).

c) Zeigen Sie, dass der Zerfillungskorper K = K,(z*" —z) genau p" Elemente
enthilt. Schliefen Sie hieraus auf die Existenz eines irreduziblen Polynoms
m(z) vom Grad n tiber Z,, indem Sie zu einem beliebigen Erzeuger ¢ der
multiplikativen Gruppe K* von K ein Polynom m(x) kleinsten Grades mit
m(g) = 0 bestimmen.

Aufgabe 47 (schriftlich, 10 Punkte)

a) Bestimmen Sie in Z;[z]/322 + 1 den Reprisentanten fiir die Restklasse, in
der das Polynom p(z) = 22° + 2* + 42 + 3 enthalten ist.

b) Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome m(z) vom Grad 2 in Z3[x].
c¢) Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln fiir den Polynomrest-

klassenring Z[z]/m(x) auf, wobei m(z) das lexikographisch kleinste irre-
duzible Polynom vom Grad 2 in Z3[z] ist.




