16 Markoff'sche Ketten

Beispiele
Irrfahrten (auf der Geraden, der Ebene, Im Raum)
Ruin des Spielers
Markov Chain Monte Carlo (z.B. Simulated Annealing)

Fragestellungen
RuUckkehrwktn., Absorptionswktn.
Erste Rickkehr
Statiorare Verteilungen
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16.1 Definitionen und einfache
Zusammenhange

{ X, }1er: Famile von Zufallsgol3en.

T': total geordnete Menge (mit kleinstem Elemeéy)t
T endlich, 0.B.d.AT ={0,1,2,...,k} oder

T abzhlber, 0.B.d.AT € {0,1,2,...} =N

Wir betrachten ein System, das aus einem Anfangszustand
furt = ty schrittweisalbergeht in Zustnde fir
t=1t,t=ty,....
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Menge der Zustnde: Zustandsrau),
S=411,2,...,m} oderS = NoderS = Z.

Fur jedest wird der (aktuelle) Zustand durch eine
ZufallsvariableX,; beschrieben,

P(X,€S)=1, Ff2):=P(X, <)
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Def. 55 Es seil’, T' C Z™, eine abahlbare Menge und,
S C Z (Zustandsraum) einedechstens alihlbare Menge.
Die Elemente vo' nennen wir Zustnde Es sel nun

{ X, }ier eine Familie von zdiligen GroRRen, f@ir die gelte:

P(X;eS)=1, VvteT.

Diese Familie von Zufalls@fien heil3t
MARKOFF'sche Kettefalls gilt:

P(Xpi1 = §1 Xp =i, X1 = i1, Xo = ig) =
P(Xi1 = j| Xy = i) = plY).

Die Anfangsverteilung devlARKOFF'schen Kette
bezeichnen wir mip” = P(X, = 7).
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Bem.: Wir stellen uns also vor, daf} wir, beginnend im
Zustand;y, tuber die Zusindei, ..., 7,1 In den Zustand
gelangt sind und nun in einen weiteren Zustabergehen
wollen. Eine Familie von Zufalls@f3en ist eine
MARKOFF'sche Kette, wennifr denUbergang in diesen
Zustand nur der unmittelbar vorangegangene Zustand, also
der Zustand, relevant ist. (Markoff-Eigenschatft)

Def. 56 Eine MARKOFF'sche Kette heil3t homoggwenn tir

allei,j € Sund frallet € T gilt, daBp’ = p;, d.h. wenn
die Ubergangswahrscheinlichkeiten undrtyig vom
jeweiligen Schritt sind.

Dij heiRtUbergangswahrscheinlichkeit vom Zustarid den
Zustandj.
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Def. 57 Die Matrix M = (p;;); jes,

/pll P12 P13z .. \
P21 P22 D23
P31 P32 P33

e

heiRtUbergangsmatrixder M ARKOFF'schen Kette, falls
folgendes gilt:

pij >0, VijesSund) p;=1 Vies,

JES
d.h. die Wahrscheinlichkeit, in irgendeineaahmsten Zustand
j zu gelangen, ist Eins.
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Wir werden in diesem Kapitel ausschlief3lich homogene
MARKOFF'sche Ketten betrachten.

Es sei nun X, },cr eine solche homogene ARKOFF'sche
Kette. Wir definieren:

pz’j(”) = P<Xm+n — ,7| Xm = Z)

Das ist die Wahrscheinlichkeit, dal} man nac8chritten aus
dem Zustand in den Zustang gelangt. Da die Kette
homogen ist, gilt:

pii(n) = P(X,| Xo =1).

Wie kann nun die Matrixir die Wahrscheinlichkeitep;;(n)
aus der, Ein—Schritt-Ubergangsmatrix‘ berechnet werden?
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Annahme: Anfangszustand und
Ubergangswahrscheinlichkeitm bekannt.

Es qilt:

1 ,fallsi=j:
pij(0) =
0 ,sonst.
pi;(1) = pij.
Untersuchen wir die Wahrscheinlichkeit (2):
pij(2) = P(X;=j|Xo=1)

= Y P(Xy=j,X1 = k| X, =1i)
keS
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Wir wenden nun die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
(vgl. Seite 108) an, und zwar mit

o Aj:={X; =14, furallei € S,denn:(J 4; = Qund
A;NA; =0, furallei,j € S miti # ;ES
e A:={Xy,=j}.
Dann erhalten wir:

pij(2) = ZP(X2 =Jj| X1 =k, Xo=1) - P(X1 = k| Xo =1)

keS

= Y P(Xy=j| X, =k)  P(X; = k| Xo = i)
keS

= Zpk:j ‘Pik = (MQ)z'j
keS
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Allgemein gilt die Rekursion von Chapman-Kolmogorov

M, =
pz‘j(n) = szk n—m pk]( )
kes
= sz’kz(n_l Prj,  (m=1)
keS

Folg. 9
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Beweis: Es qilt:

pj:P(Xn:])a pT:(plap27"')
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Bsp. 113 (Ein-Prozessorsystem)
mit einer I/O—Einheit, vgl. Bsp. 25

S ={1,2}

1. Programmestatus, in dem sich das System befindet, wenn es
ein Programm abarbeitet (Prozessor aktiv)

2: 1/0-Status, der dann angenommen wird, wenn die
I/O—Einheit aktiviert wird.

Fur jeden Schritth, den das System macht, definieren wir
eine Zufallsgbl3eX,,, die die Elemente der Mendgtals
Werte annehmen kann, je nachdem, in welchem Zustand
sich das System in diesem Schritt befindet. Dann haben
wir fur die Ubergangswahrscheinlichkeiten:
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X,=1 = X, =1, mit Wahrscheinlichkeity =1 — p
X,=1 = X, =2, mit Wahrscheinlichkeip
X, =2 = X, =1, mit Wahrscheinlichkeil
X, =2 = X, =2, mit Wahrscheinlichkeif
Ubergangsmatrix:
1 _
M — p D
1 0

Die Anfangsverteilun@go) = P(X, =) mussen wir
festlegen. Sie ist, entsprechend der Arbeitsweise des
Systems, wie folgt definiert:
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e p\” = 1, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit
Eins die Austihrung eines Programms;

o ng> = 0, d.h. die erste Aktion ist mit Wahrscheinlichkeit
Null die Aktivierung der I/O—Einheit.
(1-=p)*+p p(l-p)
1—p p

M, =
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16.2 Klassifikation der Zustnde

Def. 58 Ein Zustand; heil3t vom Zustanglaus erreichbayr
wenn es eine Zahi gibt, so dal3 gilt:;p;;(n) > 0.

Bez..:. — j.

Def. 59 Zwel Zushnde: und ; kommuniziererwenn qgilt:
» — 7 undj — 7. Wir schreiben danni «—— 7.

Die Relation,«—" ist eine Aquivalenzrelation:
1. Sieistreflexiv. Es gilt:7 <—— ¢ wegenp;;(0) = 1.
2. Sie istsymmetrisch
L +— 7 gdw. j «—— 1.
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3. Sie isttransitiv .

Es geltes —— 5 undj «—— k. D.h. es existieren Zahlen
m,n > 0, so dal3 gilt:

pw(m) > O, p]k(n) > (.

Dann folgt aus der Chapman—Kolmogorov Rekursion

pik(m+mn) = szz - pie(n

> pij(m) - pjx(n) >0

Nachm + n Schritten erreicht man folglich vom Zustand
v aus den Zustankl. Es gilt alsoz — k. Mit Hilfe der
Symmetrieeigenschaft der Relatipp—", angewendet
auf die Voraussetzung, folgt— 7 qilt.
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Folg. 10 Es seiS der Zustandsraum eindvl ARKOFF'schen
Kette. Es gibt eine Zerlegung vehin Aquivalenzklassen
bzgl. der Relation «——".

Die kommunizierenden Zughde lassen sich welter
unterteilen.

Def. 60 Gibt es fir einen Zustand einen Zustand und eine
Zahln > 0, so dal3

pij(n) > 0, aberp;;(m) =0, Vm €N

gilt, so heil3t; unwesentlicheoder auch
vorubergehender Zustand
Andernfalls heil3t wesentlicheZustand
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Bsp. 114 Wir betrachten den Zustandsrausn= {1, 2, 3, 4}.
Eine MARKOFF'sche Kette auf diesem Zustandsraum habe
die folgendeUbergangsmatrix\/:

(05 3 0)
N
00}
\0 0 5 )

Die Zustindel und2 sind hier unwesentliche Zstde. Rir
den Zustand existiert der Zustand, fur den gilt, daf3
pis(1) = 1 > 0 ist. Eine Zahlm, fur die ps;(m) > 0 gilt, 1ait
sich jedoch nicht finden. Vergleichen wir die ZArsde2 und
4, kommen wir zu einehnlichen Ergebnis.
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Die Zusinde3 und4 sind dagegen wesentlich.
An der MatrixM laldt sich das in diesem Fall alles ablesen.

Die Elemente des Zustandsraumes sind in diesem Beispiel
bereits so sortiert, dal’ die unwesentlichen Aosge vorn
stehen. Wir sehen, dal3 in der Matrix in den ersten beiden
Spalten im unteren Bereich nur noch Nullen stehen. Man
sollte sich folgendes klarmachen: Diese Nullen zeigen, daf3
man aus den durch die Zeilennummern der Nullen
bezeichneten Zuwmtden nicht mehr in die Zustde, die

durch die betreffenden Spaltennummern gekennzeichnet
werden, zuiickkehren kann.
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Verallgemeinerung Durch eine geeignete Numerierung der
Zustande kann diéJbergangsmatrid/ einer
MARKOFFschen Kette wie in der

Abbildung (s. Tafel)
dargestellt werden.

Dabei sind dies; die Zustandsklassen, in die der
Zustandsrauns bzgl. derAquivalenzrelation,«——" zerlegt
werden kannsg Ist die Klasse der unwesentlichen Zarstle,
dies; ( > 1) sind die Klassen der wesentlichen Zrsie.
Die schraffierten Felder sind Tellmatrizen der Mathik die
mit Ubergangswahrscheinlichkeiten bestzt sind. Man sieht
auch, dafJbergange nur innerhalb einer Zustandsklasse
moglich sind.
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Def. 61 Besteht eind\quivalenzklasse; bzgl., ——" nur
aus einem einzigen Zustang & {j;}), so heil3t dieser
Zustand absorbierender Zustand

Def. 62 Eine MARKOFFsche Kette heildt irreduzibeder
unzerlegbarwenn der Zustandsraulsiaus genau einer

Klasse wesentlicher Zustde besteht.
Bsp. 115 S ={1,2}, Ubergangsmatrix:

L 0 L 0
I 0 I 0

{X,} istreduzibel! Zustand 1 ist absorbierend!!
{1} ist die einzigeAquivalenzklasse.
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Bsp. 116 S ={1,2,3}, Ubergangsmatrix:

1 1
/220\
_ 1 1 1
M 2 4 4 )
12)
KO33
/1 3 1\
2 8 8
_M2=]3 1 1
M, =M 8 48 48
\11_1£
6 36 36

{ X, } istirreduzibel! Offensichtlich kommunizieren hier alle
drei Zustnde miteinander.
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