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Bsp. 72 Box—MULLER-Transformation) Es seierl/;
und U, zwei unabBngige,uber dem Intervall0, 1|
gleichverteilte ZufallsgiRen U; ~ R(0,1),7 =1, 2),

U = (U,,U,)! ein zuélliger Vektor. Wir betrachten den
zufalligen VektorV = ¢(U) = (X,Y)?, wobei:

X = gl(Ul,UQ) — \/—2111U1 . COSQWUQ
Y = gg(Ul, Ug) — \/—2111 U1 . Sil’l27TU2

Wir suchen die Dichtefunktionenif die zuglligen Variablen
X undY . Wir bestimmen zuachst die Umkehrfunktion zur
Abbildung g. Es qilt:

U= g_l(v) — (¢1(X» Y)7¢2(X7 Y))
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Wir ermitteln die Tellfunktionen); und+,. Dazu berechnen
Wir
X2 +Y? = (=2InU -cos’(2nls)) + (—2In U, - sin*(27U,))

= (=2InU,) - (cos*(27Usy) + sin®(27Us))
— —2In U1

Durch Umstellen erhalten wir:
U, = wl(Xa Y) _ 6_%(X2+Y2).

Weiterhin gilt:
r tan 2mU
— = tan 2mUs.
X 2
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Daraus folgt:

Us =1(X,Y) = o arctan (Z) .

1

-

X

Bestimmung von.J|. Wir wissen bisher:

Dann gilt fur

¢1<£IZ, y)
?ﬁg(ﬂ?, y)

1
— arctan
2T
oY1 oY1
ox oy
oY 0o
ox Oy

2):u1

()
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—x-exp(—5(z* +y?)) —y-exp(—3(z* +y?))

|‘]| — 1 —yY 1
27 (1_|_z_§).:c2 2T (1_|_m_§).x
1 Lo o, 9 v Y’
N QWeXp( Q(x +y)) <x2+y2+x2+y2
_ ie 5 (2% +2?)
2T

Fur die Dichtefunktion des zafligen VektorsV gilt nach der
Transformationsformel:

fV(xa y) — fU(wl(xa y)7 ¢2(x7 y)) ) |J|
Da die Zufallsgol3enU; und U; unablangig sind, gilt:

v, y) = fu,(Vi(z,y)) - fuu(alz,y)) - |J].
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Nun sindUy, U, ~ R(0, 1). Daraus folgt aber:

1 1 2 2 1 1 9 1 1 9
X, — | J| = _6—5(16 +y°) _ e 27 . o3V
fv(z,y) | J| o — —
— fX(x)’fY(y)-
mit
Fx(@) L 402
X = e 2
* \ 2T
1 1 9
fY(y) \/%

Das bedeutet, dal’ die ZufallsefgenX undY unablangig
und standardnormalverteilt sind:

X ~N(0,1), Y ~ N(0,1).

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



435

Bsp. 73 (Treffen einer Zielscheib&) Es seien folgende
Bedingungen et

e V1: Die Randverteilungen vo undY seien stetig

e V2: Die Dichteh(z,y) von(X,Y) hangt nur vom
Abstand,/z2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

e V3: Die Fehler inxz- undy-Richtung sind unakingig.

SeiZ die zuéllige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann
ISt

7 ~ N(0,0°).
Beweis:Seienp(x) undq(y) Randdichten vori.X, V). Aus
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V2 und V3 folgt

p(x)q(y) = s(r), r°=a"+y° (3)

Substitutionsmethode:

z = 0:p(0)g(y) = s(y), p(0) #0

y=0:q0)p(z) =s(x), q(0)#0x=y:plx)=qg(r)und
damitp(0)p(y) = s(y)

Teilen obige Funktionalgleichung durg0)?,

p(z)ply)  s(r)  p(r)

p(0) p(0)  p(0)2  p(0)
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Logarithmieren

y =0, =—z: f(-2) = f(lz]) wegenf(0)=0.
r? = 1% + T3

f(r)y=fy)+ f(x)+ f(z2), 7°=y*+zi+a;
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Wiederholtes Einsetzen:

fr) = f)+f@a) .+ flae), =) 7

r=">,m € Z:
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fur alle rationalen:. Wegen der Stetigkeit (V1)
folgt diese Relationdr allex € R.

| = /_ " () dz = p(0) / T e g = p(0)oy/2r

oo — 00

6_ 202

oV 2T
Gemeinsame Dichte vonX, Y):

1 x2+y2

p(x)p(y) = —55-¢ ¥
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Fehler in einer beliebigen Richtung},0 < 6 < 2
Z = X cos(0) + Y sin(6)

Variablentransformation
z = wxcos(f)+ ysin(d)
u = xcos(f)— ysin(0)
1 0

Jacobi-Determinantg: J = =|—-1]=1
0 —1

Quadrieren liefert

2 = a°cos*(0) +y*sin?(0) + 2zy cos(6) sin(0)
uw? = x°cos’*(0) + y*sin®(0) — 2zy cos(6) sin(H)

Addition: 22 + y? = 2% + «? also gemeinsame Dichte von
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(Z,U):

I 2242 1 o221 W2
€ 202 = € 202 € 202

022 o\ 2T o\ 2m

hi(z,u) =

d.h.Z undU sind unabBhngig,h,(z,u) = hz(z)hy(u) und

1 %
hz(z) = e 202

o\ 2T
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Satz 32 (Transformationssatz fur EW)

Es seiX = (X,...,X,)’ ein zuéilliger Vektor und
g: RP — R eine Abbildung.

a) Es selX diskret mit Wkt.funktion @hldichte) f. Falls
Y lgIf(x) <00 sogilt  E(g(X)) =) g(x)f(x

b) Es seiX stetig. f: R? — R sei die Dichtefunktion des
zufalligen VektorsX. Falls

/|ga:1,... o) - flxg,. .o xp)dey .. dx, < 00
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Bem.: Der Bewels des Satzes erfordert Mal3theorie. Wir
haben eine eingesdmkte Version bereits im Abschnitt
Erwartungswerte gezeigt.

Bsp. 74 Es seiX = (X, X,)! ein stetiger z\#lliger Vektor
mit Dichtefunktionf (X, z5). Wir definieren die Funktion
g: R* — R durchg(X) := X + X,. Dann gilt:



E(X; + X5)
/g(xla $2) ' f(l”l, 552) dxy dxs

+00 +00

/ / I1 —|—5132 5131,5132) dil?l dZIZQ

/ 331f(£€1,332) dﬂ?l dﬂ?g -+ / SCQf(Jfl,ZCQ) dl’l dl’g
R2 R2

+00 +0o0

/ I1 / f(il?l, SCQ) dl’g dl’l -+

—+ 00

+00
/SCQ /f(SCl,SCQ) dl’l dl’g

— 00
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400 400

Eg(X) = / X1 - le (SCl) dﬂ?l + / Xo * fX2 (332) dl‘g

— 0 — OO

= EX;+ EX,

Allgemeiner erhalten wir alsaif zwei stetige zdllige
VariablenX; und X5:

E(CX1+CZX2):CEX1—|—CZEX2

Das ist ein Beweis der Aussage 5 in Satz dddtetige
zufallige Variablen.
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