
Bsp. 72 (BOX–M ÜLLER–Transformation) Es seienU1

undU2 zwei unabḧangige,über dem Intervall[0, 1[

gleichverteilte Zufallsgr̈oßen (Ui ∼ R(0, 1), i = 1, 2),

U = (U1, U2)
T ein zuf̈alliger Vektor. Wir betrachten den

zuf̈alligen VektorV = g(U) = (X,Y )T , wobei:

X = g1(U1, U2) =
√

−2 lnU1 · cos 2πU2

Y = g2(U1, U2) =
√

−2 lnU1 · sin 2πU2

Wir suchen die Dichtefunktionen für die zuf̈alligen Variablen

X undY . Wir bestimmen zun̈achst die Umkehrfunktion zur

Abbildungg. Es gilt:

U = g−1(V) = (ψ1(X,Y ), ψ2(X,Y )).
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Wir ermitteln die Teilfunktionenψ1 undψ2. Dazu berechnen

wir

X2 + Y 2 = (−2 lnU1 · cos2(2πU2)) + (−2 lnU1 · sin2(2πU2))

= (−2 lnU1) · (cos2(2πU2) + sin2(2πU2))

= −2 lnU1

Durch Umstellen erhalten wir:

U1 = ψ1(X,Y ) = e−
1

2
(X2+Y 2).

Weiterhin gilt:
Y

X
= tan 2πU2.
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Daraus folgt:

U2 = ψ2(X,Y ) =
1

2π
arctan

(

Y

X

)

.

Bestimmung von|J |. Wir wissen bisher:

ψ1(x, y) = e−
1

2
(x2+y2) = u1

ψ2(x, y) =
1

2π
arctan

(y

x

)

= u2

Dann gilt für

|J | =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y

∂ψ2

∂x

∂ψ2

∂y

∥

∥

∥

∥

∥

∥
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|J | =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

−x · exp(−1
2
(x2 + y2)) −y · exp(−1

2
(x2 + y2))

1
2π

· −y
“

1+ y2

x2

”

·x2

1
2π

· 1
“

1+ y2

x2

”

·x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∣

∣

∣

∣

− 1

2π
exp

(

−1

2
(x2 + y2)

)

·
(

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2

)∣

∣

∣

∣

=
1

2π
e−

1

2
(x2+x2)

Für die Dichtefunktion des zufälligen VektorsV gilt nach der
Transformationsformel:

fV(x, y) = fU(ψ1(x, y), ψ2(x, y)) · |J |.

Da die Zufallsgr̈oßenU1 undU2 unabḧangig sind, gilt:

fV(x, y) = fU1
(ψ1(x, y)) · fU2

(ψ2(x, y)) · |J |.
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Nun sindU1, U2 ∼ R(0, 1). Daraus folgt aber:

fV(x, y) = |J | =
1

2π
e−

1

2
(x2+y2) =

1√
2π
e−

1

2
x2 · 1√

2π
e−

1

2
y2

= fX(x) · fY (y).

mit

fX(x) =
1√
2π
e−

1

2
x2

fY (y) =
1√
2π
e−

1

2
y2

Das bedeutet, daß die ZufallsgrößenX undY unabḧangig
und standardnormalverteilt sind:

X ∼ N (0, 1), Y ∼ N (0, 1).
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Bsp. 73 (Treffen einer Zielscheibe∗) Es seien folgende

Bedingungen erfüllt

• V1: Die Randverteilungen vonX undY seien stetig

• V2: Die Dichteh(x, y) von(X,Y ) hängt nur vom

Abstand
√

x2 + y2 vom Nullpunkt ab (Radialsymmetrie)

• V3: Die Fehler inx- undy-Richtung sind unabḧangig.

SeiZ die zuf̈allige Abweichung in beliebiger Richtung. Dann

ist

Z ∼ N (0, σ2).

Beweis:Seienp(x) undq(y) Randdichten von(X,Y ). Aus
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V2 und V3 folgt

p(x)q(y) = s(r), r2 = x2 + y2 (3)

Substitutionsmethode:

x = 0: p(0)q(y) = s(y), p(0) 6= 0

y = 0: q(0)p(x) = s(x), q(0) 6= 0 x = y: p(x) = q(x) und

damitp(0)p(y) = s(y)

Teilen obige Funktionalgleichung durchp(0)2,

p(x)

p(0)

p(y)

p(0)
=

s(r)

p(0)2
=
p(r)

p(0)
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Logarithmieren

ln(
p(x)

p(0)
) + ln(

p(y)

p(0)
) = ln(

p(r)

p(0)
)

Mit f(x) := ln(p(x)
p(0)

):

f(x) + f(y) = f(r), r2 = x2 + y2

y = 0, x = −x1: f(−x) = f(|x|) wegenf(0) = 0.

x2 = x2
1 + x2

2:

f(r) = f(y)+f(x1)+f(x2), r2 = y2 +x2
1 +x2

2
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Wiederholtes Einsetzen:

f(r) = f(x1)+f(x2)+. . .+f(xk), r2 =
k

∑

i=1

x2
i

k = n2, x = x1 = . . . = xk:

f(nx) = n2f(x) ⇒x=1 f(n) = n2f(1)

x = m
n
,m ∈ Z:

n2f(
m

n
) = f(n

m

n
) = f(m) = m2f(1)

⇒ f(m
n
) = f(1)

(

m
n

)2 ⇒

f(x) = cx2, c = f(1)
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für alle rationalenx. Wegen der Stetigkeit (V1)
folgt diese Relation f̈ur allex ∈ R.

p(x) = p(0)ecx
2

p(x) > 0 da Wkt.dichte, c < 0, c := − 1
2σ2 .

1 =

∫

∞

−∞

p(x) dx = p(0)

∫

∞

−∞

ecx
2

dx = p(0)σ
√

2π

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

x
2

2σ2

Gemeinsame Dichte von(X,Y ):

p(x)p(y) =
1

σ22π
e−

x
2
+y

2

2σ2 .
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Fehler in einer beliebigen Richtung,θ, 0 ≤ θ ≤ 2π:
Z = X cos(θ) + Y sin(θ)

Variablentransformation

z = x cos(θ) + y sin(θ)

u = x cos(θ) − y sin(θ)

Jacobi-DeterminanteJ : J =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1 0

0 −1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= | − 1| = 1

Quadrieren liefert

z2 = x2 cos2(θ) + y2 sin2(θ) + 2xy cos(θ) sin(θ)

u2 = x2 cos2(θ) + y2 sin2(θ) − 2xy cos(θ) sin(θ)

Addition: x2 + y2 = z2 + u2 also gemeinsame Dichte von
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(Z,U):

h1(z, u) =
1

σ22π
e
−

z
2
+u

2

2σ2 =
1

σ
√

2π
e
−

z
2

2σ2
1

σ
√

2π
e
−

u
2

2σ2

d.h.Z undU sind unabḧangig,h1(z, u) = hZ(z)hU(u) und

hZ(z) =
1

σ
√

2π
e−

z
2

2σ2

2
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Satz 32 (Transformationssatz für EW)

Es seiX = (X1, . . . , Xp)
T ein zuf̈alliger Vektor und

g : R
p −→ R eine Abbildung.

a) Es seiX diskret mit Wkt.funktion (Z̈ahldichte)f . Falls
∑

x

|g(x)|f(x) <∞ so gilt: E(g(X)) =
∑

x

g(x)f(x).

b) Es seiX stetig.f : R
p −→ R sei die Dichtefunktion des

zuf̈alligen VektorsX. Falls
∫

Rp

|g(x1, . . . , xp)| · f(x1, . . . , xp) dx1 . . . dxp <∞
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gilt, so:

Eg(X) =

∫

Rp

g(x1, . . . , xp) · f(x1, . . . , xp) dx1 . . . dxp.

Bem.: Der Beweis des Satzes erfordert Maßtheorie. Wir

haben eine eingeschränkte Version bereits im Abschnitt

Erwartungswerte gezeigt.

Bsp. 74 Es seiX = (X1, X2)
T ein stetiger zuf̈alliger Vektor

mit Dichtefunktionf(X1, x2). Wir definieren die Funktion

g : R
2 −→ R durchg(X) := X1 +X2. Dann gilt:



Eg(X) = E(X1 +X2)

=

∫

R2

g(x1, x2) · f(x1, x2) dx1 dx2

=

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

(x1 + x2) · f(x1, x2) dx1 dx2

=

∫

R2

x1f(x1, x2) dx1 dx2 +

∫

R2

x2f(x1, x2) dx1 dx2

=

+∞
∫

−∞

x1





+∞
∫

−∞

f(x1, x2) dx2



 dx1 +

+∞
∫

−∞

x2





+∞
∫

−∞

f(x1, x2) dx1



 dx2



Eg(X) =

+∞
∫

−∞

x1 · fX1
(x1) dx1 +

+∞
∫

−∞

x2 · fX2
(x2) dx2

= EX1 + EX2

Allgemeiner erhalten wir also für zwei stetige zuf̈allige

VariablenX1 undX2:

E(c ·X1 + d ·X2) = c · EX1 + d · EX2.

Das ist ein Beweis der Aussage 5 in Satz 11 für stetige

zufällige Variablen.
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