‘Darstellung von Funktionen

Eine n-stellige Funktion f(x1,...,xn) ist als
(n+1)-stellige Relation r(x1,...,xn, f(x1,...,xn)) darstellbar

addiere(Summandl,Summand2,Summe)

nachfolger(Zahl ,Nachfolger)

Der Funktionswert muss nicht an der letzten Stelle stehen.
[multipliziere(Produkt,Faktorl,Faktor2)
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‘Relationen und Funktionen

Modellierung von Aufgabenbereichen erfordert
Strukturierung

Beschreibung von Objekten

Beschreibung von Zusammenhangen
Beschreibung von Verfahren

Formale Modelle sind entscheidend fir die
- Entwicklung

- Beschreibung

- Bewertung

- Validierung

von Konzepten und Verfahren
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Modellierung (z.B. Sprachverarbeitung) ‘

Strukturen z.B.:

* Worter

¢ Satzstruktur (Syntax, Grammatik)

« Bedeutungsstruktur (Akteure, Handlung, ...)

Hans kauft das rote Fahrrad von Fritz.

Fritz schenkt Hans sein rotes Fahrrad.
Hans klaut das rote Fahrrad von Fritz.

Fritz verkauft sein rotes Fahrrad an Hans.

Verfahren z.B.

* Worter erkennen
« Satze erkennen
« Bedeutung erfassen
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‘ Modellierung

Sprache kann beschreiben

* Objekte (z.B. Substantive: Fahrrad)
« Eigenschaften (z.B. Adjektive: rot)
* Beziehungen (z.B. Verben: besitzt)

‘ Hans besitzt ein rotes Fahrrad.

Pradikatenlogisch:

« Pradikate/Relationen beschreiben
Eigenschaften und Beziehungen

« Terme beschreiben Objekte
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Modellierung: Eigenschaften ‘

Das rote Fahrrad ist drei Jahre alt, leicht reparaturbedirftig
und in sehr gutem Zustand. Es kostet 100 € .

Attribut-Werte-Paare:

{ [Farbe,rot], [Alter, 3Jahre], [Zustand, sehr gut],
[Funktionsfahigkeit, leicht reparaturbedurftig], [Preis, 100 €]}

Vektor von Attribut-Werten:
[rot, 3, sehr gut, leicht reparaturbedurftig, 100]

€ WFarbe X WAlter X qustand X WFunktionsféhlgkeit X WPreis
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‘Modellierung: Relation (Eigenschaften)

Fahrrad-Angebote

< WFarbe X WAIter X qustand X WFunktionsféhigkeit X WPreis

Farbe Alter Zustand | Fkts-féhig. Preis
rot 3 sehr gut |Leicht rep. 100
rot 2 mittel Ersatzteile 20

gelb 2 gut ja 100

[blau, 1, sehr gut, sehr gut, 10] ¢ Fahrrad-Angebote

Fahrrad-Angebote(blau, 1, sehr gut, sehr gut, 10) = falsch
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‘ Modellierung: Relation (Beziehungen) ‘

‘ Hans besitzt das Fahrrad. ‘

‘ besitzen < Gegenstande x Menschen ‘

Gegenstande | Menschen
Fahrrad Hans
Kleingeld Hans
Villa Fritz
[Villa, Hans] ¢ besitzen
besitzen(Villa, Hans) = falsch
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‘ Relation

Eine n-stellige Relationen ist definierbar als
« Teilmenge R c W, x..x W, bzw.
¢ Pradikat W, x ...x W,, — {wahr,falsch}

Endliche Relationen kdnnen als Tabellen dargestellt werden
(Datenbank), z.B. als Faktenmenge in Prolog.

Relationen kénnen z.B.
« Eigenschaften von Objekten (z.B. Datenbank) oder
« Beziehungen zwischen Objekten oder
« Beschrankungen (Constraints)
beschreiben
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Modellierung: Relation (Beschrankungen)‘

Falls das Fahrrad nicht funktionsfahig ist, soll der
Zustand hochstens ,schlecht” sein.

Durch Beschrankungen (Constraints)

C c Wix..xW, Beispiele:

kann verlangt werden, dass nur bestimmte

« Stundenplanung
Wertekombinationen zul&ssig sind.

 8-Damenproblem

Constraint-Satisfaction-Problem (CSP).
Bestimme n-Tupel [w,, ..., w,] € Wy x .XxW,,
das gegebenen Beschrankungen Cy,...,C, € W, X..Xx W,

genigt: [wy, ..., w,] € Cy, ..., [wy, ..., w] € C,
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‘Fallstudie: 8-Damen-Problem

8 Damen auf dem Schachfeld so platzieren,
dass keine eine andere angreifen kann

(im Beispiel nichterfullt)*w. B E B
HEEEN
|
H E EyvE
=

e

1234586 78]

‘n—\mwbmo\loo
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Fallstudie: 8-Damen-Problem ‘

Modellierung:
Position p; der i-ten Dame (i = 1,...,8) beschrieben durch
p; = xly; mit Spalte x; €{1,...,8} , Zeile y; €{1,...,8}

Menge der mdglichen Positionen
P={xly | xe{1,..,8},y€{1,..8} }

Lésungen haben Form
I=[Xqlys, . s Xglyg ] e PXPXPXPXPXxPXPxP

Losungsmenge LcPXxPxXxPxPXxPxPxPxP
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‘Fallstudie: 8-Damen-Problem

Lésungen mussen Constraints erfiullen:
Keine Dame darf eine andere angreifen.
Formulierung:
Dame d; auf x|y, greift Dame d, auf x,|y, an,
falls x; = x, odery; =y, oder x-y; = XYy, oder X+y; = X, +y,

Constraint C; beziiglich Dame d,und d, (miti=k)
(Constraint beschreibt zulassige Werte)
Cic= { XalYrr- XalYs ] | XX AY#Yi AXRY; #X Yl AXHY; # Xty }

Losungen: L=n { Cy | 1<i<k<8}
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Fallstudie: 8-Damen-Problem

Andere Formulierung:
Dame d; steht in Spalte i, Losungen haben Form I =[y;,..., yg]

Dame d; auf ily; greift Dame d, auf kly, an,
falls y, =y, oder i-y; = k-y, oder i+y, = k+y,

Constraint C;, beziiglich Dame d, und d,
(Constraint beschreibt zulassige Werte)
Cic= {YrYa] 1YY A1y 2KYie ATty 2ty

Vorteil:
Suchraum

Losungen: L=n { Cy | 1<i<k<8} .
ist einfacher
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‘Fallstudie: 8-Damen-Problem

Vergleich der beiden Formulierungen:
Mdoglichkeiten bei 1. Formulierung:
Dame jeweils auf ein freies Feld stellen

6463+62261+60259+5857 ~ 3 +104 Mdglichkeiten

Mdoglichkeiten bei 2. Formulierung:
Dame jeweils auf ein Feld in ihrer Spalte stellen
8 8 ¢8 8 +8 8 +8 «8 = 88 Mglichkeiten
Zusétzliche Verbesserung:
Dame jeweils auf bisher nicht angegriffenes Feld stellen
2057 Moglichkeiten
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Fallstudie: 8-Damen-Problem
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‘ Definition von Relationen

Relationen kénnen kombiniert werden z.B.
Mengentheoretisch

(Durchschnitt, Komplement, Projektion...)
Logisch

(Konjunktion,Quantifizierung, ...)

Prolog-Prozeduren definieren neue Relationen (Kopf) aus
gegebenen Relationen (Korper). Variable, die im Kopf nicht
vorkommen, sind im Koérper existentiell quantifiziert.

grandfatherl(X,Zz):-father(X,Y),father(Y,Z).
grandfatherl(X,Zz):-father(X,Y) ,mother(Y,Z).
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Funktionen

Funktionen beschreiben z.B. Abh&angigkeiten oder eindeutige
Zuordnungen. Im PK1 werden Funktionen syntaktisch
durch Terme dargestellt.

Vater(Ares) = Zeus
Kinder(Hera,Zeus) = {Ares, Hephaistos, Hebe}

Vater: Gotter — Gotter
Kinder: Gotter x Gotter — 2otter
2M ={N | N < M } bezeichnet die Potenzmenge

Funktionen kdnnen Argumente

von Relationen oder von Funktionen sein.
Vater(Vater(Ares)) = Kronos

Verheiratet(Vater(Ares),Mutter(Ares))
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‘Funktion als Relation

Eine n-stellige Funktion W, x ..x W, - W
kann aufgefasst werden als
n+1 stellige Relation R € W, x ..x W, x W

mit [wy, ..., W, W e R & flw,...,w,))=w

‘ Hans besitzt das Fahrrad. ‘
‘ besitzen < Gegenstande x Menschen ‘

‘ Besitzer(Fahrrad) = Hans ‘
‘ Besitzer: Gegenstande — Menschen ‘
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Typen, Signaturen

Im Gegensatz zu anderen Programmiersprachen verlangt
Prolog i.a. keine Deklaration von Typen fir die Argumente
(Wertebereiche W;) von Relationen/Funktionen. Der Typ
eines konkreten Arguments ergibt sich aus der
Schreibweise.

Allerdings werden bei einigen Pradikaten bestimmte
Anforderungen an die Argumente (z.B. Bindung an eine
Zahl) verlangt.

Einschréankungen kann es auch geben bzgl.

- Eingabeparametern (mussen instantiiert sein)
- Ausgabeparametern (werden durch Pradikat instantiiert)
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‘Darstellung von Funktionen in Prolog

Ideales Prinzip: Es kann nach Funktionswert
und/oder nach Argumentwerten gefragt werden

?- addiere(a,b,Summe).
?- addiere(Summand,b,s) .
?- addiere(a,Summand,s) -

?- addiere(Summandl,Summand2,s) -

?- addiere(Summandl,Summand2,Summe) -
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Darstellung von Funktionen in Prolog

Umkehrfunktionen unmittelbar definierbar

subtrahiere(Minuend,Subtrahend,Differenz)

:=addiere(Differenz,Subtrahend,Minuend) .
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‘ Primitiv-rekursive Funktionen

zahl(0).
zahl (s(X)) :-zahl (X) -

Verwenden o als spezielle Konstante fir die kleinste Zahl

kleinergleich(o,X):- zahl(X).
kleinergleich(s(X),s(Y)):-kleinergleich(X,Y).

Prolog unterscheidet keine Typen.
Damit X explizit auf Zahlen beschrénkt ist:
kleinergleich(o,X):-zahl(X).
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Primitiv-rekursive Funktionen

identitaet-i(X1,...Xi,...,Xn,Xi).
constante-c(X1,...,Xn,c).
nachfolger(X,s(X))-

substitution(X1,...,Xn,F)
-f1(X1,...,Xn,F1),..., fm(X1,...,Xn,Fm),
g(F1,...,Fm,F).

rekursion(X1, ...,Xn,0,F):-g(X1,...,Xn,F).
rekursion(X1, ...,Xn,s(X),F)
-rekursion(X1,...,Xn,X,R),h(X1, ..., Xn,X,R,F).

P12 Sommer-Semester 2007 Hans-Dieter Burkhard 23

‘ Primitiv-rekursive Funktionen

add(o,X,X) -

add(s(X),Y,s(2)):- add(X,Y,Z).
mult(o,X,0).-

mult(s(X),Y,Z2):- mult(X,Y,W),add(W,Y,Z).
exp(s(0),0,0).-

exp(0,s(X),s(0))-
exp(s(N),X,Y) - exp(N,X,Z),mult(Z,X,Y).

Es kann bei nicht gebundenen Argumenten Probleme geben,
deshalb besser expliziter Bezug auf Zahlen:

ladd(0,X,X):- zahl(X). |
und analog furr die anderen Funktionen.
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Primitiv-rekursive Funktionen

factorial (0,s(0))-
factorial(s(N),F):-
factorial(N,F1) ,mult(s(N),F1,F).

minimum(X,Y,X):-kleinergleich(X,Y).
minimum(X,Y,Y):-kleinergleich(Y,X).

mod(X,Y,Z):-
kleiner(Z,Y) ,mult(Y,Q,W),add(W,Z,X).

Alternativ:

mod(X,Y,X):-kleiner(X,Y).
mod(X,Y,Z):-add(X1,Y,X),mod(X1,Y,Z).
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‘Ackermann—Funktion (Péter-Funktion)

ackermann(o,N,s(N)).-

ackermann(s(M),o0,V):- ackermann(M,s(0),V).

ackermann(s(M),s(N),V):-
ackermann(s(M),N,V1), ackermann(M,V1,V).
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Prolog-Arithmetik

?7-X=1+2 %3 .

X=1+2 %3 * Behandlung als Term

?-Xis 1+ 2 %3 .
X =7

¢ Behandlung als auszuwertender
Arithmetischer Ausdruck
is/2
zweistelliges Pradikat in infix-Schreibweise

Links: ungebundene Variable oder Zahl
Rechts: auswertbarer arithmetischer Ausdruck
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‘ Prolog-Arithmetik

value is expression

Abarbeitung:
e expression wird vom Arithmetik-Evaluierer

als arithmetischer Ausdruck ausgewertet

« Resultat wird mit value unifiziert _
?—Xisl+2*3.‘

X =7

?2-7 is 1+ 23 .

yes

?-3+410s 1+ 2 %3 .

no
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Prolog-Arithmetik

Verfugbare arithmetische Operationen (,reelle* Zahlen):
+,-,%*, [,/l, mod und ggf. weitere

Verflugbare arithmetische Vergleichsoperationen:
>, <, >= =<, ==, =/= (und ggf. weitere)
Vergleiche fur numerisch auswertbare Ausdriicke
auf beiden Seiten
Unterschied:
is erlaubt Ausdruck nur rechts,
ggf. Unifizierung mit Variabler auf linker Seite
=:= Uberprift Identitat zweier Ausdriicke
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‘ Prolog-Arithmetik

factorial(0,5(0)).
factorial(s(N),F) :- factorial(N,F1), mult(s(N),F1,F).

Urspriingliche
Definition

erlaubt Anfrage | ?- factorial(X,Y).

Bei Prolog-Arithmetik ist diese Anfrage nicht mdglich
factorial(0,1).
factorial(N,F) :- N> 0, N1 is N-1, factorial(N1,F1), Fis N * F1.

Speziell bei ungebundenen Variablen:
Zwang zu ,prozeduraler* Reihenfolge der subgoals

P12 Sommer-Semester 2007 Hans-Dieter Burkhard 30




‘Operatoren

Prolog-Arithmetik

Standard-Schreibweise in Prolog:
Struktur/Term: funktor(Argumente)
Alternativ: Operator-Schreibweise fir bessere Lesbarkeit

Ursprungliche
Definition \ add(Summand1,Summand2,Summe)

erlaubt Definition
Funktor
\minus(Minuend,Subtrahend,Diﬁerenz) - add(Subtrahend,Differenz,Minuend) Infix-Operator 7+9 fur Struktur + (7,9) 2
Ao @ ar ) .
Bei Verwendung der Prolog-Arithmetik ist das nicht mdglich. Pref|>.( Operator 9 fur Stru.l.<tur ©)
Postfix-Operator 9! (Fakultat) 1
addiere(X,Y,S) :- Sis X +Y Zu Klaren:
entspricht nicht frtherem add(X,Y,S) Prioritit: 7+9%2=7+(9%2)
Assoziativitat: 7-9-2 =(7-9)-2
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Operatoren ‘ Operatoren

Festlegung der Assoziativitat durch Typen:
- Infixoperatoren xfx, xfy, yfx,
op( 500, yfx, "-* ) - Préfixoperatoren fx, fy,
op( 500, yfx, "+ ). - Postfixoperatoren xf, yf.
op( 400, yfx, "*" ).

Operatoren deklarieren mittels
op(Prioritat, Typ, Name)

op( 500, yfx, "-" ).

Vergabe von Prioritaten: 0,...,1200 (Maximum) op( 500, yfx, "+* ).
op( 400, yfx, "*" ).

g:g:ﬁ: gn;zz;?rms: Prioritat des Hauptfunktors £ Funktor
Atome (auf3er Operatoren), Zahlen, Variable, x: Term ml_t genngerer P_norltat e_lls op .
Zeichenketten, y: Term mit maximal gleicher Prioritat wie op

in Klammern eingeschlossene Terme (andernfalls Klammern notwendig)

34
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Beispiele fur Operatoren J ‘Rekursive Definitionen
Standardmafig im Prolog-Interpreter
1200 xfx -
1200f 2 (built-in-Operatoren) zahl(0).
- zahl(s(X)):-zahl1(X).
1100 xfy (C1¢)) )
1000 xfy
900fy  not ancestor(X,Y) :- parent(X,Y).
700 xfx =, \= (Unifikation) ancestor(X,Y) :- parent(X,Z), ancestor(Z,Y).
==, \== (Identitat fur Terme)
<, ==, >, =<, >3, =\= s (Arithmetik) erreichbar(X,X) .
500 yix  +, - erreichbar(X,Y)
500+, -, :- benachbart(X,Z2),erreichbar(Z,Y).
400 yfx  *,/, //,mod
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‘Transitiver Abschluss von Relationen

Logisch &quivalente rekursive Definitionen:
erreichbar(X,Y):- benachbart(X,Z), erreichbar(Z,Y).
erreichbar(X,X).

erreichbar(X,X).
erreichbar(X,Y):- benachbart(X,Z), erreichbar(Z,Y).

erreichbar(X,X).

erreichbar(X,Y):- erreichbar(Z,Y), benachbart(X,Z).

erreichbar(X,Y):- erreichbar(Z,Y), benachbart(X,Z).
erreichbar(X,X).

Inhaltlich &quivalent z.B. auch:
erreichbar(X,Y) :- erreichbar(X,Z), benachbart(Z,Y).
erreichbar(X,X).
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‘Unendliche Beweisversuche ‘

‘erreichbar(X,Y):—erreichbar(X,Z),benachbart(Z,Y)

‘ ?-erreichbar(uim,Zz).

[erreichbar(ulm,z1)] [benachbart(Z1,2) -

[erreichbar(ulm,Z2). ‘ benachbart(Z2,71)|.
[erreichbar(ulm,z3). ‘ benachbart(z3,z2)|-
[erreichbar(ulm,Z4). ‘ benachbart(Z4,Z3)|.
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‘ Deklarative vs.prozedurale Semantik

Unterschiedliche Resultate bei

deklarativer und prozeduraler Semantik
‘?—erreichbar(ulm,z).

[erreichbar(ulm,Z1) | benachbart(Z1,2).

benachbart(Z2,72).

erreichi erreichbar(X,Y) :- erreichbar(Z,Y), benachbart(X,Z).
erreichbar(X,X).

[erreichbar(uim,z2).

reicl
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‘ Deklarative vs.prozedurale Semantik

Januskopf von Prolog:
Unterschiedliche Resultate
bei deklarativer und prozeduraler Semantik

Reihenfolge der Beweisversuche

(Auswirkungen z.B. auf rekursive Klauseln, Negation)
(zusétzliche) Arithmetik
Abhangigkeit von , Seiteneffekten”,

z.B. Eingabe-/Ausgabe-Abhangigkeit

Eingriffe in Beweisversuche (cut)
Meta-logische Pradikate
Programm-Modifikation
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Eingriff in die Abarbeitung: Cut

Verandern der Suchstrategie: Pradikat 1/0 (Cut)

1/0 gelingt stets und I6scht Choice-Points fir
— aktuelle Klausel
— subgoals im Klauselkorper, die vor dem Cut stehen
— subgoals dieser subgoals usw.

Folge:
Gefundene Lésung wird ,,eingefroren”
Alternativen fur Backtracking entfallen
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Eingriff in die Abarbeitung: Cut

?- prinz(X).

X =hermes ;

X = hephaestus ;
X =apollo ;

X = hephaestus ;
no

prinz(X):-grandchild(X,cronus),male(X).

?- kronprinz(X).
X =hermes ;
no

kronprinz(X):-grandchild(X,cronus),male(X),!.

kronprinz(X):-grandchild(X,cronus),!,male(X) .
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prinz(X):-grandchild(X,cronus),male(X).

grandchild(X,cronus)

grandfather(cronus,X) |:

grandfather(cronus,X):- grandfather(cront

father(cronus,Y),father(Y,X). father(cronus,Y),
I

/ .

‘father(cronus,Y):-parent(cronus,Y),male(cronus). ‘ ‘father(Y,X):-parent(Y,X),maIe(Y). ‘
L N 4 N
‘parent(cronus,V). ‘ ‘male(cronus). ‘parent(Y,X). ‘male(Y). ‘

prinz(X):-grandchild(X,cronus),male(X).

grandfather(cronus,X)

N\

grandfather(cronus,X):-
father(cronus,Y),mother(Y,X).

.

andfather(cronus,X):-
|ther(cronus,Y),father(Y,X).

L i

kronprinz(hermes)
kronprinz(X):-grandchild(X,cronus),!,male(X).

grandchild(hermes,cronus) || male(hermes) IIl

S

grandfather(cronus,hermes)

randfather(cronus,hermes):-
fther(cronus,zeus), father(zeus,hermes).

L .

father(cronus,zeus). father(zeus,hermes).

us,zeus):-parent(cronus,zeus),male(cronus). ‘ ‘father(zeus,hermes):-parent(zeus,hermes),ma

N P N
Cronus,zeus). ‘ ‘male(cronus). ‘ ‘parent(zeus,hermes). ‘male(zeus). ‘

nus, cronus). I ‘ r‘n‘ale(uranus). riparefﬁ;@/anus, conus). T.}/ méI'e () [—‘

‘Cut zur Beschleunigung

(unnétige) Alternativen vermeiden

maximuml(X,Y,X) - X >=Y, L.
maximuml(X,Y,Y) - X < Y .
Griiner cut: gleiches Resultat ohne Cut

maximum2(X,Y,X) - X >=Y, L.
maximum2(X,Y,Y).
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