10 Transformation von
Zufallsvariablen

Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx(x) = P(X < x).

Wir betrachten eine Funktion: R — R und sel
ZufallsvariableY : @ — R mitY = g(X).

Y : QLRLR.

Y(w)=g(X(w)),Vw € Q.
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Diese zuéllige Variable besitzt die Vertellungsfunktion

Fy(y) = PY <y)=P{w:Y(w) <y})
= P({w: g(X(w)) <y})
= P(X e{z: g(x) <y}) = P(g(X) <y)

N

= P(Xeg(y)

Bem.: {z: g(z) < y} € B* gilt, wenn die Funktiory
meldbar ist.
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Frage: Wie berechnen wiry (y)?

Fall 1: F' diskret.
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Bsp. 56 SeiY = X?, wobei
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Fall 2: I’ stetig. Drei Schritte:
1. Finde Ur jedesy:
Ay =A{z:g(z) <y}
2. Die Verteilungsfunktion vory” ist
Fy(y) = P <y)=P9(X) <vy)
= Plage) <p) =P = [ I de

3. Dichte vonY:

d

fr(y) = @FY(ZJ)
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Bsp. 57 X ~ R(0, 5)., d.h.X hat die Dichte

y

SIS

falls0<x < Z
f(z) =« A

0 ,sonst

\

Welche Verteilung hat die Z¥ = sin(X) ?
1. Finde fur jedesy, y € (0,1)

Ay = {z:g(x) <yt ={z:sin(z) <y}
= {xz:x < arcsin(y)}

OffenbarA, = 0 fury <O0undA, =Rfury > 1
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2. Die Verteilungsfunktion volr ist

Fe(y) = P(Y <y)= /fX

9 arcsin(y)
= —/ dr = — arcsm(y)
T Jo 7

3. Dichte vonY: Fury € (0,1):

d 2 1

fy(y) = d_yFY< y) = iy

fy(y) = 0 sonst.
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Bsp. 58 SeiX stetig undX ~ F'x, d.n..X hat die Dichtefy.
Welche Verteilung hat die ZW = Fx(X) ?
1. Finde fur jedesy, y € (0,1)

Ay = {z: Fx(z) <y}
= {z:2<Fy' ()}

OffenbarA, = 0 fury <OundA, =R fury > 1
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2. Die Verteilungsfunktion volr ist

Fy(y) = P(Y <y)=P(Fx(X)<vy)
= P(X < Fx'(y))

/fX dﬂ?—/ 1(y)fX(37)d37

= ' (y) = Fx(~00) =y

3. Dichte vonY:

1 y € (0,1)

0 sonst

fY(y) =
D.h.Y ~ R(0,1)
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Bsp. 59 Sei umgekeh®/ ~ R(0,1) und F’ eine
Verteilungsfunktion mit Dichté.

Welche Verteilung hat die ZW = F~1(U) ?

1. Finde fr jedesy

A

Y

{u: F7'(u) <y}
{u:u<F(y)}t =(0,F(y)).
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2. Die Verteilungsfunktion volr ist

Fy(y) = P(Y <y)=P(F ' (U)<y))
= PU < F(y))

= / fulu du—/ y)fU(U)du
:/o du = F(y).

AlsoY ~ F.
3. Dichte vonY:
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Wir fassen die Ergebnisse in einem Satz zusammen.

Satz 29 Es seiX eine, auf dem Intervalk, b] definierte

(a = —00,b = +oc Ist erlaubt) Zufallsgdl3e mit der stetigen
Dichtefunktionf. Die Funktion

g: R — R sei differenzierbar und es geligx) # 0 fur alle
r € |a,b]). Dann hat die zu@#llige VariableY = ¢(X) die
Dichtefunktion

1) = fla™ )| 2| = L

Bem. 14 Die Voraussetzung'(xz) # 0 fur alle z € |a, b

bewirkt, dal3 die Funktiog auf dem Intervalla, b] streng
monoton ist.
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Beweis: Wir unterscheiden dieddle ¢’ > 0 undg¢’ < 0.

Fall 1. Essei¢’(z) > 0, fur allex € |a, b], Da also die
Funktiong streng monoton wachsend ist, ist die Menge
A, = (—00,9 (y)) ein Intervall und die Dichte volr
ISt gegeben durch

d d

oYW = 7 (Fx(g7 () = Fx(~00)),

Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

Fall 2. Esgiltg'(z) < 0, fur allex € [a,b], Da also die
Funktiong streng monoton fallend ist, ist die Menge
A, = (g7 (y), 00) ein Intervall und die Dichte voir ist
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gegeben durch

d d

—Fy(y) = —(F — Fx(g7'(v)).

7 v (y) dy( x(00) = Fx (9™ (y))
Anwendung der Kettenregel liefert die Behauptung.

[

Bem. 15 Beachten Sie, dass in der Formel des Satzes
Betragsstriche stehen.

Die Ableitungsregeliir die Umkehrfunktional3t sich wie folgt
herleiten:

1= (g9(g " () =g (¥)g ") (y).

Die folgenden drei Beispiele wurden bereits oben behandelt
Sie folgen jetzt nochmal, diesmal direkte Anwendung des
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Bsp. 60 Es seiX ~ R(0, 7)., d.h.X hat die Dichte

y

3 e

fallsO<ax < I
fla) = < v

0 ,sonst

\
Wir betrachten die Funktion,
y = g(xr) =sinx.

Furallez € [0, 5| gilt: 0 < g(z) < 1. Die Umkehrfunktion
vong Ist

g ' (y) = arcsiny.
Wir betrachten eine ZufallsgfieY mitY = sin X. Dann gilt
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fur die Dichte vonY nach Satz 29:

d arcsin

h(y :farcsiny-| y|
W) = flaeing) | “2ER
flaresing) - ———
= arcsiny) -
W) 0
2_1 Jfallso <y <1
_ T 1_y2
0 , SONsSt.
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Bsp. 61 Es selX eine zudllige Variable mit einer auf einem
bestimmten Intervall differenzierbaren Verteilungstiork
F(x) = P(X < z) € |0,1[ und Dichtef.

Die Dichte der Zufallsvariablety” = F'(X) ist mittels Satz
29:

h) = S W) )
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Das gilt fur alley € |0, 1], d.h.:

)
1 ,falls0<y<1

h(y) = <
0 , Sonst

\

Folglich gilt: Y ~ R(0,1)!

Bem.. Wir haben also gezeigt: WenXi ~ F' so ist die
transformierte Zufallsvariable

Y = F(X) ~ R(0,1)

Umgekehrt gilt: IstV ~ R(0,1) und istF eine beliebige
Verteilungsfunktion, soist’ = F~}(U) ~ F.
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Anwendung: Zufallszahlen (vgl. Kapité@f).

Bsp.62 EsseiX: Q—RmitX ~ Fxp(A),d.h.X
besitzt die Verteilungsfunktion

F(z)=1—e "7, xr > 0.

WegenJ := F(X) ~ R(0,1) gilt far alle w €

Wir bezeichneny := U(w) undx := X (w). Dann gilt:

y = Fla)=1—e"

e = 1—y

v = —%ln(l )
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Das istaquivalent zu:
1

X(w) = —Xln(l —U(w)).
Folglich gilt: Die Zufallsgiol3e
X = —%111(1 —U) ~ Exp()\).

ISt exponentialvertellt mit dem Parameter

Bsp. 63 Es selX eine Zufallsgblde mit der Dichtefunktion
f. Desweiteren seaj die wie folgt definierte Funktion:

g(x) =ax + 0.
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Wir betrachten nun eine weitere Zufall§fgeY’,
Y =9g(X)=aX+b, a#0.
Wir bezeichnery := g(x). Dann gilt:

—1 o _y—b
g (y) == —

Fur die Dichte der Zufallsvariablé” gilt nach Satz 29:

) = )| Y] =1 ()

dy a .m

Bem.: Im Fall der NormalverteilungX ~ N (i, 0?), o > 0,
haben wir dieses Ergebnis implizit bereits in Abschnitt 9.1
(Satz 22) erhalten.

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



bzw. X =Y + p.

Nach der in diesem Abschnitt hergeleiteten Formel ergibt
sich die Dichtefunktiorh der Zufallsgbl3eY:

hy) = — (y_b>=éf(y+g)=0f(0y+u)

la] "\« :
(o)

1 6_%(ay+au—u) B 1 6_%y2

V2o  Vor

Dichtefkt. einer Normalverteilung mji = 0 undo = 1!

— O
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Das heildt: Eine normalverteilte Zufallgdde wird in eine
standard—normalverteilte Zufall<i$e transformiert, indem
der Parametet subtrahiert und anschliel3end durch den
Parametes dividiert wird. Sei alsaX ~ N (u, o),

X — _
po_z—p

o o
N——
=Y

- Py <TH) e ()

Esgilt: Y ~ (0,1). (vgl. auch Satz 22)

Flxr) = P(X<uxz)=P
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