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6. Multivariate Verfahren Korrelation und Unabhangigkeit

Korrelation und Unabhangigkeit

Unabhangigkeit und Unkorreliertheit, Wdh.

Die Zufallsvariablen Xy, ..., Xy heil3en unabhangig, falls fur alle
X1, ..., X8 €ER

P(Xl <X1,...,XN < XN) = P(Xl < X]_)"'P(XN < XN)
Die Zufallsvariablen Xy, ..., Xy heil3en unkorreliert, falls

E(Xy---Xn) = E(X1) - - E(Xn).

Unabhangigkeit = Unkorreliertheit
<=
Unabhangigkeit < Unkorreliertheit falls X; ~ N
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Korrelation und Unabhangigkeit

Fall a) Stetige (metrische) Merkmale
Seien (X, Y;), i =1,...,N unabhangige bivariate
Zufallsvariablen.
Pearson-Korrelation
- (X —_Y)(Yi - V)_
VI = X2 (Y - Y)?2
ToVWN—2-—X _ <ty

1 - riy

wird in SAS zur Berechnung der p-Werte verwendet.

Weitere Korrelationskoeffizienten:
Spearman, Kendall

wenn keine NV vorliegt, so diese nehmen!
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Korrelation und Unabhangigkeit

a) Metrisch skalierte Merkmale
PROC CORR PEARSON SPEARMAN KENDALL,;

VAR vars;
RUN:;

b) Ordinal oder nominal skalierte Merkmale

PROC FREQ;
TABLES varl*var2 / CHISQ;
RUN:;

Descr_Scatter. sas
Descr_Scatter_Heroin. sas
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Korrelation und Unabhangigkeit

Ordinal oder nominal skalierte Merkmale

Frage: Bestehen Abhangigkeiten?

Geschlecht - Studienfach
Studiengang - Note
Geburtsmonat - 1Q

Antwort: y? - Unabhangigkeitstest (Pearson, 1908)

Annahme:
X hat Auspragungen ay, . .., an
Y hat Auspragungen by, ... b

(sind die Daten metrisch, so wird automatisch eine
Klasseneinteilung vorgenommen.)

PX=a)=p.  P(Y=Db)=p,
P(X=a,Y =) =py
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Unabhangigkeitstests

Haufigkeitstabelle (= Kontingenztafel)

XY| b b -+ b - b
a | hy hp -+ hy -+ hy| hy
a | Py hp - hy - hy| hy
aa hih hig - hy - hin| hi
J N W W
ha hy -~ hy -+ hy|h=

hij: Haufigkeiten
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Unabhangigkeitstests

Die Haufigkeiten h; werden verglichen mit den theoretischen
Haufigkeiten np;;.

Ho: pj = pi-p;, i=1..mj=1.l
Hi: py # p.-pj, furein Paar(i,j)

Ho: Xund Y sind unabhéngig.
Hy:  Xund Y sind abhangig.

Betrachten zunachst die Stichprobenfunktion

(hj — np;)?
T- ZZ B
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6. Multivariate Verfahren

Unabhangigkeitstests

Konstruktion der Teststatistik

Korrelation und Unabhangigkeit

Problem: p;. und p; sind unbekannt. Sie miissen also geschatzt

werden,

das sind m+ 1| — 2 Parameter (3 _pi. =>_p; =1)

b h;. b h;
= — ==
N PN
| m
ho=>h  h=) h
J J J
=1 i=1
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Unabhangigkeitstests

Einsetzen der Schatzungen in T (unter Hp)

hIJ —npip;)?
Q = Z Z "B,
hy — )2
- ”Z ZJ: ARy
~ Xim1g_1 @pProx. unterHo
Die Anzahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus:
m-1—1— (m+1-2)

————
#geschatzte Werte

Hoy ablehnen, falls
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Korrelation und Unabhangigkeit

Faustregel fur die Anwendung des y?-Unabhangigkeitstests:

e alle hij > 0.

e hj > 5 fur mindestens 80% der Zellen,
sonst Klassen zusammenfassen.

Descr _Freq_Heroi n_Unabhaengi gkei t st est
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Korrelation und Unabhangigkeit
Weitere Unabhangigkeitstests (1)

e LQ-y2- Unabhéangigkeitstest
h..
2 . 2
G = ZZZ hij In hi I’J]j ~ X{(m-1)(1-1)
| ] o

e Continuity Adjusted y? (bei SAS nur: 2x2-Tafel)

hi.hj
= 0.5)2 )

maX(O, |hij —
Q=N Z Z hh, ~ X{m-1)(1-1)
| ] o

e Mantel-Haenszel (rxy: Pearson-Korrelation)
Qur = (N — D)rgy ~ x3
e Phi-Koeffizient

h11hzo —hiohpg | =
— J vhihyhiho m=| 2
Vv Qp/N sonst
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Weitere Unabhangigkeitstests (2)

¢ Kontingenzkoeffizient
| Qe
P e
Qp+N

e Fishers Exact Test (bei 2x2-Tafeln)

durch Auszahlen aller Tafel-Moglichkeiten bei gegebenen
Randern.

(gilt als etwas konservativ.)

e Cramers V

Qp/N

min(m—1,1—1)

v iiJ falls 2x2 Tafel
N sonst
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Weitere Unabhangigkeitstests (2)

Anmerkungen

e Mantel- Haenszel Test verlangt ordinale Skalierung, vgl.
(N—=Drgy
‘gut’ gegen lineare Abhangigkeit.

e Der x? Unabhéangigkeitstest testet gegen allg. Unabhangigkeit.
e Der LQ-Test G? ist plausibel und geeignet.

e Der LQ-Test G? und der y? Unabhéangigkeitstest sind
asymptotisch aquivalent.
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Unabhangigkeitstests

d-Koeffizient (2x2 Tafel)

Y X Sportler Nichtsportler | Summe
w P11 P12 P
m P21 P22 P2.
Summe P4 P2 1

X~Bi(1,p2) Y~Bi(1p2)

E(X) = p2 var(X)
E(YY) = p. var(Y)

P2(1—p2) = Pp2p1
P2.(1—p2) = Papr

cov(X,Y) = E(X-Y) — E(X)E(Y) = px2 — p.2p-.
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Unabhangigkeitstests

Korrelationskoeffizient in einer 2x2 Tafel
p= P22 — P.2P2. _ P11P22 — P12P21
v/P2P1.P2.P1 v/P2P2.P1.P1

P22 — P2P2 = P22 — (P21 + P22) (P12 + P22)
= Pz — (PaaP12 + P22P12 + P21P22 + P5,)
= Pz2(l— P2 — Pa — P2) — Pa1P12
= P22P11 — PP

Fur m= | = 2ist der Phi-Koeffizient eine Schatzung des
Korrelationskoeffizienten.
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