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1 Einleitung

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. In
dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit mathematischen Modellen
fiir Maschinentypen von unterschiedlicher Berechnungskraft. Unter
anderem lernen wir das Rechenmodell der Turingmaschine (TM) ken-
nen, mit dem sich alle anderen Rechenmodelle simulieren lassen. Ein
weiteres wichtiges Thema der Vorlesung ist die Frage, welche Probleme
algorithmisch 16sbar sind und wo die Grenzen der Berechenbarkeit
verlaufen.

Schliefllich untersuchen wir die Komplexitat von algorithmischen Pro-
blemen, indem wir den benétigten Rechenaufwand méglichst gut nach
oben und unten abschétzen. Eine besondere Rolle spielen hierbei die
NP-vollsténdigen Probleme, deren Komplexitat bis heute offen ist.

Themen der Vorlesung
o Welche Rechenmodelle sind fiir bestimmte Aufgaben adédquat?
(Automatentheorie)

o Welche Probleme sind 16sbar? (Berechenbarkeitstheorie)
o Welcher Aufwand ist zur Losung eines algorithmischen Problems
notig? (Komplexitatstheorie)

In den theoretisch orientierten Folgeveranstaltungen wird es dagegen
um folgende Themen gehen.

Thema der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen
o Wie lassen sich praktisch relevante Problemstellungen moglichst
effizient 16sen? (Algorithmik)

Thema der Vorlesung Logik in der Informatik
o Mathematische Grundlagen der Informatik, Beweise fiihren,
Modellierung (Aussagenlogik, Pradikatenlogik)
Der Begrift Algorithmus geht auf den persischen Gelehrten Muhammed
Al Chwarizmi (8./9. Jhd.) zuriick. Der alteste bekannte nicht-triviale
Algorithmus ist der nach Fuklid benannte Algorithmus zur Berechnung
des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen (300 v.
Chr.). Von einem Algorithmus wird erwartet, dass er jede Problemein-
gabe nach endlich vielen Rechenschritten 16st (etwa durch Produktion
einer Ausgabe). Eine wichtige Rolle spielen Entscheidungsprobleme,
bei denen jede Eingabe nur mit ja oder nein beantwortet wird. Proble-
meingaben kénnen Zahlen, Formeln, Graphen etc. sein. Diese werden
iiber einem FEingabealphabet ¥ kodiert.

Definition 1.

a) Ein Alphabet 3 ={ay,...,a,} ist eine geordnete Menge von
endlich vielen Zeichen.

b) Eine Folge x = x1...x, von n Zeichen heifst Wort (der Ldnge

¢) Die Menge aller Worter tiber ¥ ist

s =,
n>0
wobei X" = {xy...x, | n20undx; € X firi=1,...,n} alle

Worter der Lange n enthdlt.

d) Das (einzige) Wort der Linge n = 0 ist das leere Wort, welches
wir mit € bezeichnen.

e) Jede Teilmenge L € ¥* heifst Sprache tber dem Alphabet .

Das zu einer Sprache L gehorige Entscheidungsproblem ist die Frage,
ob ein gegebenes Wort x in L enthalten ist oder nicht.
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2 Regulare Sprachen

Wir betrachten zunachst Einschrankungen des TM-Modells, die viel-
faltige praktische Anwendungen haben, wie z.B. endliche Automaten
(DFA, NFA), Kellerautomaten (PDA, DPDA) etc.

2.1 Endliche Automaten

Eingabe-
band -

/ Lesekopf

Ein endlicher Automat fiihrt
bei einer Eingabe der Lange n

nur n Rechenschritte aus. Um Steuer-
die gesamte Eingabe lesen zu einheit
konnen,

muss der Automat also in jedem Schritt ein Zeichen der Eingabe
verarbeiten.

Definition 2. Fin endlicher Automat (kurz: DFA; deterministic
finite automaton) wird durch ein 5-Tupel M = (Z,%,0,qo, E') beschrie-
ben, wobei

o 7 + @ eine endliche Menge von Zustdanden,
e Y das FEingabealphabet,

e 0:ZxX — Z die Uberfiihrungsfunktion,
e (o€ Z der Startzustand und

o ECZ die Menge der Endzustande ist.

Die von M akzeptierte oder erkannte Sprache ist

HQ17"'7Qn—1€Z7QnEE: }

L(M) = Ty €2 ir
(M) {xl nt 6(¢is Ti1) = w1 firi=0,...,n-1

Beispiel 3. Betrachte den DFA M =
(Z2,%2,6,0,E) mit Z = {0,1,2}, ¥ =
{a,b}, E = {1} und der Uberfihrungs-

funktion

Graphische Darstellung:

slo 1 2

all 2 0
b2 0 1

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzustande
werden durch einen doppelten Kreis gekennzeichnet. <

Bezeichne & (¢,x) denjenigen Zustand, in dem sich M nach Lesen von
x befindet, wenn M im Zustand ¢ gestartet wird. Dann kénnen wir
die Funktion X
0: x> 7
induktiv wie folgt definieren. Fiir g€ Z, x € ¥* und a € 3 sei
0(g,e) = q,
0(q,za) = 0(6(q,x),a).
Die von M erkannte Sprache lasst sich nun auch in der Form
L(M) ={zeX*|6(qo,2) € E}
schreiben.
Behauptung 4. Der DFA M aus Beispiel 3 akzeptiert die Sprache
L(M)={xeX*|#a(x)-#p(xr) =1 mod 3},

wobei #,(x) die Anzahl der Vorkommen des Zeichens a in x bezeich-
net und 7 = k mod m bedeutet, dass j — k durch m teilbar ist. Fiir
Letzteres schreiben wir auch kurz j =, k.
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Beweis. Da M nur den Endzustand 1 hat, ist L(M) = {z € X |
6(0,2) =1}, d.h. wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:
0(0,2) = 1 & #a(x) - #() =5 1

Hierzu reicht es, die Kongruenz

8(07'1') =3 #a(m) - #b(x)
zu beweisen, wofiir wir Induktion iiber die Lange n von = benutzen.
Induktionsanfang (n = 0): klar, da §(0,e) = #4(¢) = #,(g) = 0 ist.
Induktionsschritt (n~ n+1): Sei z = z7...2,,1 gegeben und sei
i=0(0,2q...2,). Nach IV gilt dann
i =3 Ha(xr.. . 20) = Fp(x1. .. 2).
Wegen §(i,a) =34+ 1 und 0(i,b) =37 — 1 folgt
6(17 xn+1) =3 1+ #a(xn+1) - #b(xn+1)
=3 #a(xl cee :Un) - #b(xl .. xn) + #a(xn+1) - #b(xrwl)
= #ta(x) = #o(2).
Folglich ist
S(O,x) = 5(5(0,x1 ), g1 ) = 0(1, Tpe1) =3 #Hal) — F(2).
]

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wird als regulér bezeichnet.
Die zugehorige Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.
Um ein intuitives Verstdndnis fiir die Berechnungskraft von DFAs zu
entwickeln, werden wir Antworten auf folgende Frage suchen.

Frage: Welche Sprachen gehoéren zu REG und welche nicht?

Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges aber fest gewihl-
tes Alphabet X = {ay,...,a,,} zugrunde.

2.1 Endliche Automaten

Beobachtung 5. Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort x =
x1...T, € X% bestehen (diese Sprachen werden auch als Singletonspra-
chen bezeichnet), sind reguldr. Fir folgenden DFA M, gilt ndmlich
L(M,) ={z}.

T T2 T3
RO
a + 9 a + I3
a+ T

a€ex

Formal ist M, also das Tupel (Z,%,0,q0, E) mit Z = {qo, ..., qn, €},
E ={q,} und der Uberfiihrungsfunktion

Giv1, q=¢; fuirenimit 0<i<n—-1 und a; = T
5(q7aj):

e, sonst.

Als néchstes betrachten wir Abschlusseigenschaften der Sprachklasse
REG.

Definition 6. Fin k-stelliger Sprachoperator ist eine Abbildung
op, die k Sprachen Ly, ..., Ly auf eine Sprache op(L1, ..., Ly) abbildet.

Beispiel 7. Der Schnittoperator n bildet zwei Sprachen Ly und Lo
auf die Sprache Ly n Ly ab. <

Definition 8. Eine Sprachklasse K heifst unter op abgeschlossen,
wenn gilt:

Ll,...,LkE’C=>Op(L1,...,Lk)EIC.

Der Abschluss von IC unter op ist die bzgl. Inklusion kleinste Sprach-
klasse K', die KC enthdlt und unter op abgeschlossen ist.
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Beispiel 9. Der Abschluss der Singletonsprachen unter Vereinigung
besteht aus allen nichtleeren endlichen Sprachen. N

Definition 10. Fir eine Sprachklasse C bezeichne co-C die Klasse
{L|LeC} aller Komplemente von Sprachen in C.

Es ist leicht zu sehen, dass C genau dann unter Komplementbildung
abgeschlossen ist, wenn co-C = C ist.

Beobachtung 11. Mit L,,L, ¢ REG sind auch die Sprachen
Li = ¥*~\Ly, Ly n Ly und Ly U Ly requldr. Sind ndmlich M; =
(Z:,%,0:,q0, E;), i = 1,2, DFAs mit L(M;) = L;, so akzeptiert der
DFA

M1 = (Zl,E,él,qo,Zl AN El)

das Komplement Ly von Ly. Der Schnitt Ly 0 Ly von Ly und Lo wird
dagegen von dem DFA

M = (Zl x 2272757 (q07q0)7E1 x EQ)

mit
3((q,p),a) = (61(g. a), 02(p, a))
akzeptiert (M wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Wegen

LiU Ly = (Ly n Ly) ist dann aber auch die Vereinigung von L, und
Lo reguldr. (Wie sieht der zugehorige DFA aus?)

Aus Beobachtung 11 folgt, dass alle endlichen und alle co-endlichen
Sprachen regulér sind. Da die in Beispiel 3 betrachtete Sprache weder
endlich noch co-endlich ist, haben wir damit allerdings noch nicht alle
reguldren Sprachen erfasst.

Es stellt sich die Frage, ob REG neben den mengentheoretischen
Operationen Schnitt, Vereinigung und Komplement unter weiteren
Operationen wie etwa der Produktbildung

LiLy={zxy|veLly,yeLy}

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

(auch Verkettung oder Konkatenation genannt) oder der Bildung
der Sternhiille
L* — U Ln
n>0
abgeschlossen ist. Die n-fache Potenz L™ von L ist dabei induktiv
definiert durch
LY ={e}, L™ = L"L.

Die Plushiille von L ist
Lt = U L"=LL".

n>1

Ist Ly = {z} eine Singletonsprache, so schreiben wir fiir das Produkt
{x} Ly auch einfach xLs.

Im iiberndchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die Klasse REG
als der Abschluss der endlichen Sprachen unter Vereinigung, Produkt-
bildung und Sternhiille charakterisierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fiir das Produkt Lq Lo zwei-
er regularer Sprachen zu konstruieren, st6ft man auf die Schwierigkeit,
den richtigen Zeitpunkt fiir den Ubergang von (der Simulation von)
M zu My zu finden. Unter Verwendung eines nichtdeterministischen
Automaten lasst sich dieses Problem jedoch leicht beheben, da dieser
den richtigen Zeitpunkt ,erraten kann.

Im néchsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auch nichtde-
terministische endliche Automaten nur regulére Sprachen erkennen
koénnen.

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 12. FEin nichtdeterministischer endlicher Au-
tomat (kurz: NFA; nondeterministic finite automaton) N =
(Z,%,0,Q0, F) ist ahnlich aufgebaut wie ein DFA, nur dass er mehre-
re Startzustinde (zusammengefasst in der Menge Qo € Z) haben kann
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und seine Uberfihrungsfunktion die Form
0:Zx%->P(2)

hat. Hierbei bezeichnet P(Z) die Potenzmenge (also die Menge aller
Teilmengen) von Z. Diese wird auch oft mit 2% bezeichnet. Die von
N akzeptierte Sprache ist

L(N) = {zl...xnez*

HQOEQ07q17"'7Qn—1EZ?QnEE:
i+1 65(%,95“1) Jirt=0,...,n-1 .

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere verschiedene Rech-
nungen ausfithren. Die Eingabe gehort bereits dann zu L(N), wenn
bei einer dieser Rechnungen nach Lesen des gesamten Eingabewortes
ein Endzustand erreicht wird.

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktion auf der
gesamten Menge Z x Y definiert ist, kann ein NFA | stecken bleiben®.
Das ist dann der Fall, wenn er in einen Zustand ¢ gelangt, in dem das
nichste Eingabezeichen x; wegen d(q, ;) = @ nicht gelesen werden
kann.

Beispiel 13. Betrachte den NFA N = (Z,%,6,Qo, E) mit Zustands-
menge Z ={p,q,r,s}, Eingabealphabet ¥ ={0,1,2}, Start- und End-
zustandsmenge Qo = {p} und E = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

9@_0.@_%@_2»

5‘pq7‘s

0/{p,q} @ @ @
1 {p} {r} o o
2] {p} o {s} o

Offensichtlich akzeptiert N die Sprache L(N) = {2012 |z € ¥*} aller
Worter, die mit dem Suffix 012 enden. <

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Beobachtung 14. Sind N; = (Z;,%,0;,Qi, E;) (i = 1,2) NFAs, so
werden auch die Sprachen L(N1)L(Ns) und L(Ny)* von einem NFA
erkannt. Wir konnen Z1 N Zy = @ annehmen. Dann akzeptiert der
NFA

N =(Z1U 25, %,05,Q1, )

mit
01(p, a), peZiN Ey,
03(p,a) =1 61(p,a) UUgeq, 92(g.a), pe Ex,
da(p, a), sonst
und
E:{Eg, QN Ey=o
EiuFE,, sonst

die Sprache L(N1)L(Ns) und der NFA

N* = (Zl U {qneu}7 Ea 647 Ql U {Qneu}a El U {qneu})

mit
d1(p, a), peZiN B,
54(]37 a) = 51(]9, CL) U Uq€Q1 51((]7 CL), pe kb,
a, sonst

die Sprache L(Ny)*.

Satz 15 (Rabin und Scott).
REG = {L(N) | N st ein NFA}.

Beweis. Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA
auch als NFA aufgefasst werden kann. Fir die Gegenrichtung kon-
struieren wir zu einem NFA N = (Z,%,6,Qo, E') einen DFA M =
(P(Z),%,8",Qo, E') mit L(M) = L(N). Wir definieren die Uberfiih-
rungsfunktion ¢’ : P(Z) x ¥ - P(Z) von M mittels

0'(Q.a) = U d(q,a).

qeQ
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Die Menge 0’(Q, a) enthalt also alle Zusténde, in die N gelangen kann,
wenn N ausgehend von einem beliebigen Zustand g € () das Zeichen
a liest. Intuitiv bedeutet dies, dass der DFA M den NFA N simuliert,
indem M in seinem aktuellen Zustand () die Information speichert,
in welchen Zustanden sich N momentan befinden kénnte. Fiir die
Erweiterung ¢’ : P(Z) x £* - P(Z) von &' (siche Seite 2) kénnen wir
nun folgende Behauptung zeigen:

5’(@0, x) enthélt alle Zustande, die N ausgehend von ei-

nem Startzustand nach Lesen der Eingabe z erreichen

kann.

Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber die Lange n von z.
Induktionsanfang (n = 0): klar, da '(Qq,e) = Qy ist.

Induktionsschritt (n -1~ n): Sei = z;...x, gegeben. Nach In-
duktionsvoraussetzung enthalt

Qn-1 = 5’(@0, Ty... iUn—l)

alle Zusténde, die N () in genau n—1 Schritten erreichen kann.
Wegen

5’(@0,1’) =0"(Qn-1,20) = U (g, 2n)

qEQn—l

enthélt dann aber §'(Qo, z) alle Zustinde, die N(z) in genau n
Schritten erreichen kann.

Deklarieren wir nun diejenigen Teilmengen () ¢ Z, die mindestens
einen Endzustand von N enthalten, als Endzustiande des Potenz-
mengenautomaten M, d.h.

E'={QcZ|QnE{a},

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

so folgt fiir alle Worter x € 3*:

reL(N) < N(z)kann in genau |z| Schritten einen Endzustand
erreichen

5"(Qo,z)NE 42

5’(Qo,x) e B’

xeL(M).

)

0

)

Beispiel 16. Fir den NFA N = (Z,%,0,Qo, E') aus Beispiel 13

9@_0.@_%@_2»

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgenden DFA M
(nach Entfernen aller vom Startzustand Qo = {p} aus nicht erreichba-
ren Zustinde):

N 1 2

Q=1{p} |{pay {p} {p}
Qi={p,q} |{p,a} {p.7} {p}
Q2=A{p,7} | {p,a} {p} {p s}
Qs=1{p,s} | {p,a} {p} {p}
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Im obigen Beispiel wurden fiir die Konstruktion des DFA M aus
dem NFA N nur 4 der insgesamt 214l = 16 Zustinde benétigt, da die
tibrigen 12 Zusténde in P(Z) nicht vom Startzustand Qo = {p} aus
erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen alle 2141 Zusténde
in P(Z) fiir die Konstruktion des Potenzmengenautomaten benotigt
werden (sieche Ubungen).

Korollar 17. Die Klasse REG der reguldren Sprachen ist unter fol-
genden Operationen abgeschlossen:

e Produkt,
e Sternhiille.

o Komplement,
e Durchschnitt,
o Vereinigung,

2.3 Regulare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon iiberzeugt, dass auch NFAs
nur reguldre Sprachen erkennen koénnen:

REG = {L(M) | M ist ein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charakterisierung der
reguldren Sprachen kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der
Operationen Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Pro-
dukt und Sternhtille aus der leeren Menge und den Single-
tonsprachen bilden lassen.

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- und Komple-
mentbildung verzichtet werden.

Definition 18. Die Menge der reguldren Ausdriicke ~y (iber ei-
nem Alphabet ¥) und die durch ~ dargestellte Sprache L(v) sind
induktiv wie folgt definiert. Die Symbole @, € und a (a € 3) sind
requldre Ausdriicke, die

2.3 Regulire Ausdriicke

o die leere Sprache L(2) = @,
e die Sprache L(e€) ={e} und
e fir jedes Zeichen a € % die Sprache L(a) = {a}

beschreiben. Sind o und B regulire Ausdricke, die die Sprachen L()
und L(B) beschreiben, so sind auch of, (a|8) und («a)* reguldre
Ausdriicke, die die Sprachen

. L(aB) = L(a)L(B),
« L(al) = L(a) u L(8) und
. L((a)") = L(a)*

beschreiben.

Bemerkung 19.

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgende Prazedenz-
ordnung: Der Sternoperator * bindet starker als der Produkt-
operator und dieser wiederum starker als der Vereinigungsope-
rator. Fir ((alb(c)*)|d) konnen wir also kurz albc*|d schreiben.

e Da der reguliare Ausdruck ~v* die Sprache L(~y)* beschreibt,
verwenden wir v+ als Abkiirzung fiir den Ausdruck vyvy*.

Beispiel 20. Die reguldren Ausdricke ¢, @*, (0[1)*00 und (e0|@1*)
beschreiben folgende Sprachen:

ol €* o* (0[1)*00 (e0|z1)
L(v) [{e}* ={e} @ ={e} {200]ze{0,1}*} {0}
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Beispiel 21. Betrachte nebenstehenden DFA M.
Um fiir die von M erkannte Sprache

L(M)={xe{a,b}" | #a(v) - #u(z) =3 1}

einen requldaren Ausdruck zu finden, betrachten
wir zundchst die Sprache

Lo ={z € {a,b}" [ #a(z) - #u(z) =5 0}.
Lo enthdlt also alle Worter x, die den DFA M ausgehend vom Zu-
stand 0 in den Zustand 0 tberfihren. Jedes solche x setzt sich aus
beliebig vielen Teilwértern y zusammen, die M vom Zustand 0 in den
Zustand 0 dberfihren, ohne zwischendurch den Zustand 0 anzuneh-
men. Jedes solche y beginnt entweder mit einem a (Ubergang von 0
nach 1) oder mit einem b (Ubergang von 0 nach 2). Im ersten Fall
folgt eine beliebige Anzahl von Teilwértern ab (Wechsel zwischen 1
und 2), an die sich entweder das Suffix aa (Rickkehr von 1 nach 0
tber 2) oder das Suffix b (direkte Rickkehr von 1 nach 0) anschliefst.
Analog folgt im zweiten Fall eine beliebige Anzahl von Teilwortern ba
(Wechsel zwischen 2 und 1), an die sich entweder das Suffiz a (direkte
Riickkehr von 2 nach 0) oder das Suffiz bb (Rickkehr von 2 nach 0
iber 1) anschliefst. Daher lasst sich Ly durch den requldren Ausdruck

70 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)*(albb))*
beschreiben. Eine dhnliche Uberlequng zeigt, dass sich die Worter,
die M ausgehend von 0 in den Zustand 1 dberfihren, ohne dass
zwischendurch der Zustand 0 nochmals besucht wird, durch den re-
guldren Ausdruck (a|bb)(ab)* beschrieben werden. Somit erhalten wir
fir L(M) den regularen Ausdruck v = ~yo(albb)(ab)*. N

Satz 22. {L(v) |~ ist ein reguldrer Ausdruck} ¢ REG.

Beweis. Klar, da die Basisausdriicke @, € und a, a € ¥*, nur reguléare
Sprachen beschreiben und die Sprachklasse REG unter Produkt, Ver-
einigung und Sternhiille abgeschlossen ist (siehe Beobachtungen 11
und 14). |

2.3 Reguléire Ausdriicke
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