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Turingmaschinen als
Berechnungsmodell

Erweiterte Church’sche These

Alle (hinreichend machtigen) Berechnungsmodelle
kénnen sich gegenseitig simulieren. Dabei treten nur
polynomielle Laufzeitunterschiede auf.

e Sprachprobleme:
e Gegeben: ACX*
e Wir betrachten Verfahren f,
die fir w € £* entscheiden, ob w € A gilt
o f:XZ* - {0, 1} mitf(w)=1weA
e Turingmaschinen:

e Bander, Lese-/Schreibkdpfe, Zustande

e Deterministisch (DTM): Eindeutige Folgekonfiguration

e Nichtdeterministisch (NTM): Menge von
Folgekonfigurationen

e Endzustande, akzeptierte Sprache L(M)
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Ubersicht

@ Zeit- und Platzklassen
@® Schaltkreise

© Reduktionen
Many-One-Reduktionen
Turing-Reduktionen und Orakel

Ressourcenverbrauch von
Turingmaschinen

e Zeitverbrauch: Anzahl der Berechnungsschritte
timey: Z* — N (einzelnes Wort)
timey: N—= N, timey(n) := maxxesn timey(x)

e Platzverbrauch: Anzahl der verwendeten Bandfelder
spacey: X* - N, spacey: N— N

Seif:N—N.
DTIMEC(f) := {A cxr | I/D\I:VFIT‘\:EL/VE,Z)Oz(fA)}
DSPACE(f) := {A cx* Hl\f\ggyc;ﬁl:);(fé}
NTIME(f) := {A cxr |3 EI\I:VrIn:eLNEZ)O:(fA;}
NSPACE(f) := {A cr* H%Ns;gc:eﬁﬂg)(?:(fA)}
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Wichtige Zeit- und Platzklassen

Zeitklassen: Platzklassen:

P = | ] DTIME(n¥) L = DSPACE(log(n))

keN NL = NSPACE(log(n))
— k
NP= |JNTIME(")  pspacE = | | DSPACE(n¥)
keN KeN

coNP = {A cx*

A € NP}
E = | J DTIME(2*")

keN

NE = | | NTIME(2*")
keN

EXP = | J DTIME(2")
keN

NEXP = |  NTIME(2")
keN
Ubersicht

@® Schaltkreise
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Fakten uber Zeit- und Platzklassen

DTIME(f) € NTIME(f)
DSPACE(f) € NSPACE(f)

DTIME(f) € DSPACE(f)
NTIME(f) € NSPACE(f)

NTIME(f) € DSPACE(f)

(Spezialfall)

(begrenzte Laufweite)
(iterieren Uber

Berechnungspfade)

NSPACE(f) € DSPACE(f?)

(vgl. Papadimitriou,

Computational Complexity, S. 150)

= NPSPACE = PSPACE
NSPACE(f) € DTIME(k'09(m+f(n)

(vgl. Papadimitriou, S. 149)

Syntax von Schaltkreisen

e Ein an Hardware angelehntes Berechnungsmodell

Definition (Syntax Boolescher Schaltkreise)

Ein Boolescher Schaltkreis flr Eingaben
X1...Xpn € {0, 1}" ist ein gerichteter Graph C, = (V, E)
mit folgenden Eigenschaften:

Die Knoten ve V = {1, ..., m} heilen Gatter, denen

ein Typ s(v) € {true, false, A, v, 7} U {x
zugeordnet ist

11"'1Xn}

Gatter der Typen A und v haben 2 eingehende
Kanten, solche des Typs — eine, die Ubrigen keine

Nur vorhergehende Knoten kdnnen Eingang flr ein

Gatter sein: V(i,j)€E:i<j

Schaltkreise sind kompakter als Formeln
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Semantik von Schaltkreisen

e Auswertung bei Eingabe x: evalx: V — {0,1}

1 s(v) =true
0 s(v) =false
evaly(v) = { Xli s(v) =x;

evaly(i)- evalx(j) s(v)=A,(,Vv),(,Vv)€EE

o Wert Cnh(x) = evalx(m) (letztes Gatter)

Klassen Boolescher Schaltkreise

Klassen von Sprachen, die durch bestimmte Schaltkreise
entschieden werden kénnen:

P/poly: Polynomielle Gro3e

NCX: Polynomielle GroRe, depthc(n) € O(log n),
logspace-uniform

NC = Ukel\l NCK

ACK: wie NCK, aber beliebig viele Eingénge pro
Gatter

AC= UkeNACk

TCK: Wie ACK, aber zusatzlich Threshold-Gates, die

1 ausgeben wenn mindestens die Halfte ihrer
Eingange 1 ist
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Schaltkreisfamilien

e Um beliebige Eingabelangen zulassen zu kénnen,

werden Familien von Schaltkreisen betrachtet, von
denen je einer fur eine Eingabeldnge zustandig ist:

C = (Cn)nen

e Akzeptierte Sprache:

L(C)={x€{0,1}* |Cx(x) =1}

e Weil die einzelnen Schaltkreise vollkommen

unabhangig voneinander konstruiert werden kénnen,
spricht man von einem nichtuniformen
Berechnungsmodell

e Komplexitatsmalie fur Schaltkreise:

sizec(n) = IV(Ca)Il + IE(Ch)l
depth-(n) = langster Pfad in Cp

Fakten uber Schaltkreisklassen

NCK c Ack c TCK (per Definition)

« ACK c NCK*? (Gatter — Baum)
e NCCP (generieren + cvp)
e P C P/poly (advice, Schichten pro
Berechnungsschritt)
Insgesamt:

AC°cTC°CNC!CcLCNL
C AC! € NC? C NC C P C P/poly
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Ubersicht

© Reduktionen
Many-One-Reduktionen
Turing-Reduktionen und Orakel

Many-One-Reduktionen

Seien A,B S X*. Es gilt A <P B genau dann, wenn es
eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion
f:Z* - X* gibt, sodass gilt:

VxeX*:xeAsf(x)eB

e Der Name kommt daher, dass nur ein einziges Mal
auf B zugegriffen werden kann, und f nicht injektiv
sein muss

e Variante: Bei Sﬁgg ist f eine logarithmisch
platzbeschrankte Funktion

e Reduktionen sind eine (partielle) Ordnung auf der
Menge der Sprachen
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Beweistechniken fur Inklusionen

e Uns werden immer wieder Inklusionen C € D von
Komplexitatsklassen beschaftigen

e Es gibt ein paar grundlegende Beweismuster, die
immer wieder vorkommen

@ Direkt: VAeC:Ae€D
e Beispiel: PS NP
® Uber eine vollstandige Sprache L:

@® L ist C-vollstandig: VA € C : A < L (Reduktion!)
®LeD

Vollstandigkeit

Sei A C ~* eine Sprache und C € P(Z*) eine
Sprachklasse.

e Aist C-hart :VLeC:L S%A
e A ist C-vollstandig :& A € C und A ist C-hart

Fiir Sprachklassen C kleiner als NP wird sfgg
verwendet, denn:

VAEP:AS%{l}

NP-vollstandig: SAT, TSP, 3COL, ...
P-vollstandig: cvp, ...
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Inklusion durch Reduktion Anwendungen von

Many-One-Reduktionen

Zu zeigen: C € D (wobei P € D)

e Es gilt: Koﬁwrglr;i‘iigtesrt‘hdeirrie Kog'\rglr;ili?gtesrt‘hdeirrie
e [ €Cist sfn-vollsténdig far C Sebastian Kuhnert Sebastian Kuhnert
(d.h.VAeC:A <P 1)
chieb | , Beispiel (P € NP mit Reduktion zeigen)
e Dann gibt es flr jedes A € C einen D-Entscheider:
. p . . . Zeit- und Fa kten . Zeit- und
e Es gilt A <}, L1, sei f die zugehorige Platzklassen : Platzklassen
Reduktionsfunktion Schaltireise e CVP ist P-vollstandig (Circuit Value Problem) Schaltkreise
e Es gilt L1 €D, sei M1 die zugehorige Turingmaschine R;d“ktig"e" e Cvp <09 gaT R:/lduktico)nen
. . any-One- ) any-One-
D-Algorithmus Ma zum Entscheiden ob x € A: Reduktionen . SAT € ,IQIP Reduktionen
9 Einga be: X € Z* -Fr{uer!irﬁ-tionen und -Fr{ljer;‘ir:;i-tionen und
@ Berechne y :=f(x) Orakel O]

Zusammenfassung Zusammenfassung

© Simuliere M1(y), gib das Ergebnis aus
e xceAoyelijeyel(M)exel(My)
Wegen P C D ist M4 eine D-Maschine

Orakel Turing-Reduktionen

Notation:

Grundlagen der
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Grundlagen der

Komplexitatstheorie

Sebastian Kuhnert L kann von einer C-TM bzw. einem S [
o CA:={L C ¥*|C-Schaltkreis mit Orakel A
entschieden werden

Definition (Orakel-Turingmaschine, OTM)

Eine Turingmaschine mit Orakel A € X* ist eine TM, der
eine zusatzliche Operation zur Verfigung steht: Sie kann
Wort w € £* auf ein spezielles Band schreiben und dann
in einem Schritt erfahren, ob w € A (»Orakel-Frage«). Zeit- und o CP:={J,pC” (nur eine Orakel-Sprache!) Zeit- und

Platzklassen Platzklassen

Schaltkreise Schaltkreise

Definition (Schaltkreis mit Orakel) Definition (Turing-Reduktion)

Reduktionen Reduktionen

Many-One- Many-One-

. . . n 0 n Reduktionen i & & Reduktionen
Ein Schaltkreis mit Orakel A C ©* ist ein Schaltkreis, g Seien A, Bpg Z* und C S P(Z%). 5 T
dem fur jede Wortlange [ € N ein zusatzlicher Gattertyp Reduktionen und Es gilt A <7 B genau dann, wenn A € P”. Oraer " o
Zur Vel"fugung Steht, daSS be| Elngabe W=Wip...W| Zusammenfassung ES g||t A S{,?g B genau dann, wenn A (S LB_ Zusammenfassung

genau dann 1 ausgibt, wenn w € A (»Orakel-Gatter«). Es gilt A <C B genau dann, wenn A € CB.




Beispiele fur Turing-Reduktionen

e Turing-Reduktionen sind machtiger als
Many-One-Reduktionen

e Many-One-Reduktionen durfen nur eine Frage stellen

e Many-One-Reduktionen muissen die Antwort des
Orakels Ubernehmen

UNSAT: Die Menge aller nicht-erflllbaren Formeln
(coNP-vollstandig)

e UNSAT 5? SAT ist klar: Fragen und Antwort negieren

e UNSAT Sﬁq SAT = coNP C NP (unwahrscheinlich)

o Weiterer Reduktionstyp (nicht-adaptive Fragen):
Truth-Table-Reduktionen

e Damit ist keine Intervallschachtelung mdéglich
(schwacher als Turing-Reduktionen)
e Die obige Negation bleibt mdglich

Polynomielle Hierarchie

P_<sP_mrP._
ap=zf=Tig =P N
NP
Az—l = PpE/ BNPk
P iogP FZRN
X = NP NPY?  coNPMP
l'lf:rl =coNPZ:P \0\ /O/
p PNP
PH:= | | =} /O/ﬂ \\Q\
keN p P
NP c)(')NP
NP4
P

Grundlagen der
Komplexitatstheorie

Sebastian Kuhnert

Zeit- und
Platzklassen

Schaltkreise

Reduktionen

Many-One-
Reduktionen
Turing-
Reduktionen und
Orakel

Zusammenfassung

Grundlagen der
Komplexitatstheorie

Sebastian Kuhnert

Zeit- und
Platzklassen

Schaltkreise

Reduktionen
Many-One-
Reduktionen
Turing-
Reduktionen und
Orakel

Zusammenfassung

Polynomielle Hierarchie

P_sP_mP._
AO_ZO_HO'_P vc\\)\ P/O;
P ._pz¥ A
Ai+1 =P (/4 3\)
P =P 7N
X, =NP™ 212’ ]'[12’
MP | = coNPZ g
A
— P 2
PH._kLeJNzk g N
=P my
N
P_ AP —_17P — AP
TE = A =S = A
Zusammenfassung

Was wir kennengelernt haben:

e Komplexitatsklassen sind Mengen von Sprachen
« Ubliche Ressourcenschranken:

e Zeit, Platz bei Turingmaschinen

e GroRe und Tiefe bei Schaltkreisen

e Reduktionen zeigen, dass eine Sprache nicht
schwerer als eine andere entscheidbar ist

WeiterfUhrende Literatur:

¥ Du, Ding-Zhu and Ker-I Ko.

Theory of Computational Complexity.

New York: Wiley, 2000. ISBN: 0-471-34506-7.
¥ Papadimitriou, Christos H.

Computational Complexity.

Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1995.

ISBN: 0-201-53082-1.
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