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Kapitel 1

Einleitung

In der VL Thl 2 standen folgende Themen im Vordergrund:

¢ Welche Probleme sind losbar? (Berechenbarkeitstheorie)
¢ Welche Rechenmodelle sind adaquat? (Automatentheorie)
e Welcher Aufwand ist notig? (Komplexitatstheorie)

Dagegen geht es in der VL Thl 3 in erster Linie um folgende €rag

e Wie lassen sich eine Reihe von praktisch relevanten Pratédiungen mog-
lichst effizient Il6sen? (Algorithmik)

Der Begriff Algorithmusgeht auf den persischen Gelehrten Muhammed Al Chwarizmi
(8./9. Jhd.) zurtick. Der alteste bekannte nicht-trivialgohithmus ist der nackuklid
benannte Algorithmus zur Berechnung des grof3ten gemeersdsilers zweier na-
turlicher Zahlen (300 v. Chr.). Von einem Algorithmus windhvartet, dass er jedero-
blemeingabenach endlich vielen Rechenschritten l0st (etwa durch Fdtoolu einer
Ausgabe). Ein Algorithmus ist ein ,Verfahren“ zur Losunges Entscheidungs- oder
Berechnungsproblems, das sich prinzipiell auf einer Tumaschine implementieren
lasst (Churchsche These bzw. Church-Turing-These).

Die Registermaschine

Bei Aussagen zur Laufzeit von Algorithmen beziehen wir wiistke Registermaschi-

ne (engl. Random Access Machine; RAM). Dieses Modell istastflexibler als die

Turingmaschine, da es den unmittelbaren Lese- und Scluggiiffz(random access)

auf eine beliebige Speichereinheit (Register) erlautd.Fdeicher stehen beliebig vie-
le Register zur Verfigung, die jeweils eine beliebig groBdiriche Zahl speichern

konnen. Auf den Registerinhalten sind folgende arithnsegsOperationen in einem
Rechenschritt ausfihrbar: Addition, Subtraktion, abgdaies Halbieren und Verdop-
peln.



Die Laufzeit von RAM-Programmen wird wie bei TMs in der Lander Eingabe
gemessen. Man beachte, dass bei arithmetischen Problensegiya Multiplikation,
Division, Primzahltests, etc.) die Lange einer Zahleirggalurch die Anzahl[logn ]|

der fur die Binarkodierung von bendtigten Bits gemessen wird. Dagegen bestimmt
bei nicht-arithmetischen Problemen (z.B. Graphalgorghmder Sortierproblemen)
die Anzahl der gegebenen Zahlen die Lange der Eingabe.

Asymptotische Laufzeit und Landau-Notation
Definition 1 Seien f und g Funktionen vonN nachR*. Wir schreibenf(n) =
O(g(n)), falls es Zahlem, undc gibt mit
Vn >ng: f(n) <c-g(n).

Die Bedeutung der Aussagén) = O(g(n)) ist, dassf ,nicht wesentlich schneller”
als g wéachst. Formal bezeichnet der Teéig(n)) die Klasse aller Funktionefy, die
obige Bedingung erfiillen. Die Gleichungn) = O(g(n)) druckt also in Wahrheit
eine Element-Beziehung € O(g(n)) aus.O-Terme kénnen auch auf der linken Sei-
te vorkommen. In diesem Fall wird eine Inklusionsbeziehanggedriickt. So steht
n% + O(n) = O(n?) fur die Aussag€n2 + f | f € O(n)} C O(n?).
Beispiel 2

e 7log(n) + n* = O(n?) ist richtig.

e 7log(n)n® = O(n?) ist falsch.

2n+0() = O(2") ist richtig.
e 20" = O(2") ist falsch (siehe Ubungen).

Es gibt noch eine Reihe weiterer nttzlicher Grol3envergéeion Funktionen.
Definition 3 Wir schreibenf(n) = o(g(n)), falls es fur jedeg > 0 eine Zahk, gibt
i Vn >mng: f(n) <c-g(n).
Damit wird ausgedrickt, dasf ,wesentlich langsamer” alg wachst. Aul3erdem
schreiben wir
e f(n) =Q(g(n)) fur g(n) = O(f(n)), d.h. f wachst mindestens so schnell wie
9)

e f(n) =w(g(n)) fur g(n) = o(f(n)), d.h. f wachst wesentlich schneller ajs
und

e f(n) =06(g(n))fur f(n) = O(g(n)) A f(n) =Qg(n)), d.h. f undg wachsen
ungefahr gleich schnell.



Kapitel 2

Suchprobleme

2.1 Suchen von Mustern in Texten
In diesem Abschnitt betrachten wir folgende algorithmesBfoblemstellung.

String-Matching (STRING M ATCHING ):

Gegeben:Ein Textz = x;---x, und ein Mustery = y, ---y,, Uber einem
Alphabet}..

Gesucht: Alle Vorkommen vony in z.

Wir sageny kommt inz an Stelle; vor, falls ;4 - - - x;1,, = y ist. Typische Anwen-
dungen finden sich in Textverarbeitungssystemen (emaep, gtc.), sowie bei der
DNS- bzw. DNA-Sequenz- analyse.

Beispiel 4 Sei¥ = {A,C,G,U}.

Textz = AUGACG GUAGCGUAGAUGAUGUAG,
Mustery = AUGAUGUAG.

Das Muster, kommt im Textz an den Stellen und24 vor. <

Bei naiver Herangehensweise kommt man sofort auf folgeAdigorithmus.

Algorithmus 5 NAI V- STRI NG- MATCHER

1 Eingabe:Textx =z ---x, und Mustery = y; - - -y,
2 V<0

3 fori:=0ton—mdo

4 if 21 i =1 -ym then V.— V U {i} end
5 Ausgabe:V



2.2 String-Matching mit endlichen Automaten 4

Die Korrektheit vomai v- St ri ng- Mat cher ergibt sich wie folgt:

¢ In derfor-Schleife testet der Algorithmus alle potentiellen Stellen denerny
in z vorkommen kann, und

e flgtin Zeile 4 genau die Stellereu V' hinzu, fur diez; - - - z;4.,, = y ISt.

Die Laufzeit vonnai v- St ri ng- Mat cher lasst sich nun durch folgende Uberle-
gungen abschatzen:

e Die for-Schleife wird(n — m + 1)-mal durchlaufen.

e Der Test in Zeile 4 bendétigt maximal Vergleiche.

Dies fuihrt auf eine Laufzeit vo®(nm) = O(n?). Fur Eingaben der Form = a" und
y = al"/?) ist die Laufzeit tatsachlic® (n?).

2.2 String-Matching mit endlichen Automaten

Durch die Verwendung eines endlichen Automaten lasst snehexhebliche Effizienz-
steigerung erreichen. Hierzu konstruieren wir einen DH#/\ der jedes Vorkommen
vony in der Eingaber durch Erreichen eines Endzustands anzéigjf.erkennt also
die Sprache

L = {x € ¥* | y ist Suffix vonz}.

Konkret konstruieren win/, wie folgt:

e M, hatm + 1 Zustande, die dem + 1 Prafixeny, - - -y, k = 0,...,m, vony
entsprechen.

e Liest M, im Zustandk das Zeicheny,, so wechselllZ, in den Zustand: + 1,
d.h.o(k,yrs1) =k +1fiurk=0,...,m—1:

Ys Ya Ym

¢ Falls das nachste Zeichemicht mity, ., Ubereinstimmt
(engl.Mismatcl), wechselt\/, in den Zustand

d(k,a) = max{j < m |y -y, ist Suffix vony, - - - yra}.

M, speichert also in seinem Zustand die maximale Prafixlandér diey, - - -y, ein
Suffix der gelesenen Eingabe ist:

~

0(0,2) = max{k < m | y; - - -y, ist Suffix vonz}.



2.2 String-Matching mit endlichen Automaten 5

Die Korrektheit von),, folgt aus der Beobachtung, da&s, isomorph zumAquiva-
lenzklassenautomateW, fur L ist. Mg, hat die Zustand@y; - - - yx], k = 0,...,m,
von denen nufy; - - - y,,] ein Endzustand ist. Die Uberfuihrungsfunktion ist definiert
durch

Oyl @) = [yr -yl
wobeiy;, - - -y; das langste Prafix von = y; - - - y,,, ist, welches Suffix vory, - - - y;a
ist (siehe Ubungen).

Beispiel 6 Fur das Mustey = laola ergibt sich folgender DFA/,,:

O R N
w = ol N
o B Of| w
o = ol
w = O o

M, macht bei der Suche nach dem Muster= laola im Text x = olalaolala folgende
Ubergéange:

Insgesamt erhalten wir somit folgenden Algorithmus.

Algorithmus 7 DFA- STRI NG- MATCHER
1 Eingabe:Textx =z ---x, und Mustery = y; - - -y,
2  konstruiere den DFAL, = (Z,%,6,0,m) mit Z = {0, ..., m}
3 V0



2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus 6

4 k0

5 fori:=1tondo

6 k «— 6(k,x;)

7 if k=mthen V — V U{i—m}end
8 Ausgabe:V

Die Korrektheit vonDFA- St r i ng- Mat cher ergibt sich unmittelbar aus der Tatsa-
che, dass\/, die Sprache

L(M,) = {z € ¥* | y ist Suffix vonz }

erkennt. Folglich flgt der Algorithmus genau die Stelfea ¢ — m zu V' hinzu, fur
diey ein Suffix vonz, - - - z; (alsox ;1 - - - 24 = y) ISt

Die Laufzeit vonDFA- St ri ng- Mat cher ist die Summe der Laufzeiten fur die
Konstruktion von}M, und flr die Simulation vonl/, bei Eingaber, wobei letztere
durchO(n) beschrankt ist. Fii¥ ist eine Tabelle mitm + 1)||X|| Eintrédgen

O(k,a) =max{j < k+ 1|y ---y;istSuffixvony, - - - yra}

zu berechnen. Jeder Eintré@:, a) ist in ZeitO(k*) = O(m?) berechenbar. Dies fuhrt
auf eine Laufzeit vorO(||X||m?) fur die Konstruktion von)/, und somit auf eine
Gesamtlaufzeit vow (||Z||m? + n). Tatséchlich lasst sich/, sogar in ZeitO(||%]|m)
konstruieren.

2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

Durch eine Maodifikation des Rucksprungmechanismus’ léiest die Laufzeit von
DFA- Stri ng- Mat cher aufO(n +m) verbessern. Hierz vergegenwartigen wir uns
folgende Punkte:

e Tritt im Zustandk ein Mismatcha # y,.; auf, so ermitteltV/, das langste
Prafix p von y, - - -y, ist, das zugleich Suffix vom; - - - yra ist, und springt in
den Zustand’ = |p|.

e Im Fall &/ # 0 hatp also die Formp = p’a, wobeip’ sowohl echtes Prafix als
auch echtes Suffix vog, - - - y;, ist.

¢ Die Idee beim KMP-Algorithmus ist nun, unabhangig voauf das nachst klei-
nere Prafixp vony, - - -y, zu springen, das auch Suffix vgn- - -y, ist.

e Dies wird solange wiederholt, bis das Zeicheppasst” (alsopa Préfix vony
ist) oder der Zustand erreicht wird.



2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus 7

Der KMP-Algorithmus besucht also alle Zustande, die atithbesucht, fiihrt aber
die Ruckspriinge in mehreren Etappen aus. Die Sprungadregsden durch die so
genanntdrafixfunktionr : {1,...,m} — {0,...,m — 1} ermittelt:

(k) =max{0 <j<k—1]y -y, istechtes Suffix vory, - - - y; }.

Beispiel 8 Fir das Mustey = laola ergibt sich folgende Prafixfunktion:
{ a

[ a 0
~
Q‘eeee@ % 1 2 3 4 5]
\‘ (=0 ][0 0 0 1 2]

Wir kénnen uns die Arbeitsweise dieses Automaten wie fabgstellen:

1. Erlaubt das nachste Eingabezeichen einen Ubergang vinigllak Zustand: nachk +
1, so fuhre diesen aus.

2. Ist ein Ubergang nach + 1 nicht méglich undk > 1, so springe in den Zustand k)
ohne das n&chste Zeichen zu lesen.

3. Andernfalls (d.hk = 0 und ein Ubergang nach ist nicht moglich) lies das néchste
Zeichen und bleibe im Zustarid

Der KMP-Algorithmus macht bei der Suche nach dem Musgter laola im Text z =
olalaolala folgende Ubergange:

)
il

}

J

S =N W s Ot

F') g)
/L/r
A\

o Il a Il a o |l a | a

<

Auf die Frage, wie sich die Prafixfunktionmaoglichst effizient berechnen lasst, wer-
den wir spater zu sprechen kommen. Wir betrachten zundab$ternstiick des KMP-
Algorithmus.

Algorithmus 9 KMP- STRI NG- MATCHER
1 Eingabe:Textx =z ---x, und Mustery = y; - - -y,



2.3 Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus 8

2 7w« KMP-Prefix(y)
3 V0

4 k<0

5 fori:=1tondo
6 while (k > 0 A z; # yg41) do k «— m(k) end

7 if r; = ypy1 thenk — k+ 1 end

8 if k=mthenV «— VU{i—m}; k— n(k)end
9 Ausgabe:V

Die Korrektheit vonKMP- St ri ng- Mat cher ergibt sich einfach daraus, dass
KMP- St ri ng- Mat cher den Zustandn an genau den gleichen Textstellen besucht
wie DFA- St ri ng- Mat cher , und somit wie dieser alle Vorkommen vgnm Text

x findet.

Fir die Laufzeitanalyse voKIMP- St ri ng- Mat cher (ohne die Berechnung von
KNMP- Pr ef i x) stellen wir folgende Uberlegungen an.

e Die Laufzeit ist proportional zur Anzahl der Zustandsulbege.
e Beijedem Schritt wird der Zustand um maximal Eins erhdht.

e Daher kann der Zustand nicht ofter verkleinert werden agstedht wird Amor-
tisationsanalyse

e Es gibt genaw Zustandstibergange, bei denen der Zustand erhéht wird bzw.
unverandert bleibt.

e Insgesamt finden also hochstéms= O(n) Zustandsubergéange statt.

Nun kommen wir auf die Frage zuriick, wie sich die Prafixfuokti effizient berech-
nen lasst. Die Aufgabe besteht darin, fur jedes Prgfix - y;, ¢ > 1, das langste echte
Prafix zu berechnen, das zugleich Suffix ugn - - y; ist. Die Idee besteht nun darin,
mit dem KMP-Algorithmus das Musterim Textys - - - 4, zu suchen. Dann liefert der
beim Lesen vow; erreichte Zustanél gerade das langste Prafix- - - v, das zugleich
Suffix vonys - - - y; ist (d.h. es giltr (i) = k). Zudem werden bis zum Lesen vgpnur
Zustande kleiner alserreicht. Daher sind die-Werte fur alle bis dahin auszufiihren-
den Rucksprunge bereits bekannt unkiann in ZeitO(m) berechnet werden.

Algorithmus 10 KMP- PREFI X
1 Eingabe:Mustery = y; - ym
2 7(l)«0
3 k<20
4 fori:=2tomdo



2.4 Durchsuchen von Mengen 9

5 while (k > 0 A y; # yg+1) do k «— w(k) end
6 if vy =yr1thenk — k+1end

7 (i) «— k

8 Ausgabe:r

Wir fassen die Laufzeiten der in diesem Abschnitt betraent&tring-Matching Algo-
rithmen in einer Tabelle zusammen:

Algorithmus Vorverarbeitung Suche Gesamtlaufzeit
naiv 0 O(nm) O(nm)

DFA (einfach) O(|I%||m?) O(n) | O(||Z]|m? + n)
DFA (verbessert) O(||X]Im) O(n) | O(|Z]m+n)
Knuth-Morris-Pratt O(m) O(n) O(n)

2.4 Durchsuchen von Mengen
Als nachstes betrachten wir folgendes Suchproblem.

Element-Suche

Gegeben: Eine Folgeay, . . ., a,, von natlrlichen Zahlen und eine Zahl
Gesucht: Ein Index i mit a; = a (bzw. eine Fehlermeldung, falls ¢
{ai,...,a,} ist).

Typische Anwendungen finden sich bei der Verwaltung von Dsitzen, wobei je-
der Datensatz Uber einen eindeutigen Schlissel [aBrikelnummey zugreifbar ist.
Bei manchen Anwendungen kdnnen die Zahlen in der Folge aethifath vorkom-
men (in diesem Fall is{{a1, ..., a,}} eineMultimengg. Gesucht sind dann evtl. alle
Indizes: mit a; = a.

Durch eine sequentielle Suche Iasst sich das Problem irCZeit 16sen.

Algorithmus 11 SEQUENTI AL- SEARCH
1 Eingabe: Eine Zahlenfolge:, . .., a, und eine Zaht

2 10

3  repeat

4 1—1+1

5 untl (i=nVa=aq)

6 Ausgabe:: falls a; = a bzw. Fehlermeldung, falls; £ a
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Falls die Folge,, ..., a, sortiertist, d.h. es gilt; < a; fir ¢ < j, bietet sich eine
Binarsuchean.

Algorithmus 12 Bl NARY- SEARCH

1 Eingabe: Eine Zahlenfolge,, ..., a, und eine Zahk
2 [ —1

3 r—n

4  whilel < rdo

5 m«— [({+7r)/2]
6 if a <a,,thenr «— melsel — m + 1end

7 end

8 Ausgabe:i falls a; = a bzw. Fehlermeldung, fallg;, # a

Offensichtlich gibt der Algorithmus im Falk ¢ {a4,...,a,} eine Fehlermeldung
aus. Im Falla € {ay,...,a,} gilt die Schleifeninvariante;, < a« < a,. Daher
muss nach Abbruch devhile-Schleifea = «q; sein. Dies zeigt die Korrektheit von
Bi nary- Sear ch.

Da zudem die Langke-r+1 des Suchintervallg, | in jedem Schleifendurchlauf min-
destens auf(l — r)/2| + 1 reduziert wird, werden hochstefieg | Schleifendurch-
laufe ausgefuhrt. Folglich ist die Laufzeit v@n nar y- Sear ch hochsten®) (logn).

2.5 Sortieren von Zahlenfolgen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, lassen sich Edenin einer sortierten
Folge sehr schnell aufspiren. Falls wir also diese Operagar oft ausfihren missen,
bietet es sich an, die Zahlenfolge zu sortieren.

Sortierproblem

Gegeben: Eine Folgeuy, . . ., a, von nattrlichen Zahlen.
Gesucht: Eine Permutation,, , ..., a;, dieser Folge mit;, < a;,,, fir j =
1,...,n—1.

Man unterscheidet auf Vergleichen basierende Sortieakiezh von den tbrigen Sor-
tierverfahren. Wahrend erstere nur Anfragen der Foyru; stellen durfen, konnen
letztere auch die konkreten Zahlenwesteder Folge verwerten. Vergleichsbasierte
Verfahren bendétigen im schlechtesten Edlh log n) Vergleiche, wahrend letztere un-
ter bestimmten Zusatzvoraussetzungen sogar in Lineandstten.

Ein einfacher Ansatz, eine Zahlenfolge zu sortieren, heskarin, sequentiell die Zahl
a; (1 =2,...,n)in die bereits sortierte Teilfolge,, . . ., a;_, einzufligen.
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Algorithmus 13 | NSERTI ON- SORT

1 Eingabe:Eine Zahlenfolge:, ..., a,
2 fori:=2tondo
Z — q;
je—i—1
while (j > 1 Aa; > z) do
Ajp1 < A5
Je—J—1
end
9 Ajy1 — 2

10 Ausgabe:ay,...,a,

o NO 01~ W

Die Korrektheit vonl nserti on- Sort lasst sich induktiv durch den Nachweis fol-
gender Schleifeninvarianten beweisen:

e Nach jedem Durchlauf ddor-Schleife sinduq, . . ., a; sortiert.
e Nach jedem Durchlauf devhile-Schleife giltz < a; fUrk =35+ 2,..., 1.

Zusammen mit der Abbruchbedingung adiile-Schleife folgt hieraus, dasan Zeile
5 an der jeweils richtigen Stelle eingefugt wird.

Da zudem dievhile-Schleife fir jedeg = 2, ..., n hochsteng: — 1)-mal ausgefuhrt
wird, ist die Laufzeitvorl nser ti on- Sor t durch)_" , O(i—1) = O(n?) begrenzt.

Bemerkung 14

¢ Ist die Eingabefolge, ..., a, bereits sortiert, so wird dieshile-Schleife nie-
mals durchlaufen. Inbesten Falist die Laufzeit dahep " , O(1) = O(n).

¢ Istdie Eingabefolge,, ..., a, dagegen absteigend sortiert, so wandemt; — 1
Durchlaufen dewhile-Schleife vom Ende an den Anfang der bereits sortierten
Teilfolgeay, . . ., a;. Im schlechtesten Faibt die Laufzeitalsd ;. ,O(i — 1) =
O(n?).

e Bei einer zuféalligen Eingabepermutation der Folge. ., n wird z im Erwar-
tungswert in der Mitte der Teilfolge, ..., a; eingeflgt. Folglich betragt die
(erwartete) Laufzeit indurchschnittlichen Falebenfallsy~" , ©(5%) = ©(n?).

Wir kdnnen eine Zahlenfolge auch sortieren, indem wir sianei Teilfolgen zerlegen,
diese durch rekursive Aufrufe sortieren und die sortiefffeitfolgen wieder zu einer
Liste zusammenflgen.

Diese Vorgehensweise ist unter dem Schlagwort “Divide aoddDer” (auch “divide
et impera”, also “teile und herrsche”) bekannt. Dabei wirdRroblem geldst, indem
man es
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¢ in mehrere Teilprobleme aufteilt,
e die Teilprobleme rekursiv l6st, und

e die Losungen der Teilprobleme zu einer Gesamtlosung desiurglichen Pro-
blems zusammenfugt.

Die ProzeduiMer gesort (A, 1, r) sortiert ein FeldA[l . .. r], indem sie

e esindie Felded[l...m]undA[m + 1...r] zerlegt,
e diese durch jeweils einen rekursiven Aufruf sortiert, und

e die sortierten Teilfolgen durch einen Aufruf der Prozeldar ge(A,l,m,r) zu
einer sortierten Folge zusammenfigt.

Prozedur 15 MERGESORT(A, [, )

1 if [ <rthen

m— [(l+71)/2]

Mer gesort (A, l,m)
Mer gesort (A,m+1,7)
Merge(A,l,r,m)

g b~ WODN

Die Prozedurver ge(A, [, m,r) mischt die beiden sortierten Felddil...m] und
Alm +1...7] zu einem sortierten Feld[l .. .r].

Prozedur 16 MERGE(A, [, m, 1)
1 allokiere Speicher fiir ein neues Fekd . . . ]|

2 5«1
3 E—m+1
4 fori:=I[tordo
5 if j>mthen B[] — A[k]; k — k+ 1
6 elseifk > rthen B[i| — A[j;j«—j+1
7 elseifA[j] < A[k] then B[i] — A[j];j — j+1
8 elseBJ[i| — Alk]; k — k+ 1 end
9 kopiere das Fel@®|[l...r|in das FeldA[l...r]
10 gib den Speicher fuB wieder frei

Man beachte, dasser ge flr die Zwischenspeicherung der gemischten Folge zu-
satzlichen Speicher benttifler gesor t ist daher keirfin place”-Sortierverfahren
welches neben dem Speicherplatz fiir die Eingabefolge mst&at viel zusatzlichen
Speicher belegen darf. Zum Beispiellistser t i on- Sor t ein “in place”-Verfahren.
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Auch Mer gesort kann als ein “in place”Sortierverfahren implementiertrden,
falls die zu sortierende Zahlenfolge nicht als Array, sondds mit Zeigern verkettete
Liste vorliegt.

Unter der Voraussetzung, daddsr ge korrekt arbeitet, konnen wir per Induktion tGber
die Ladngen = r — [ + 1 des zu sortierenden Arrays die Korrektheit \\er gesor t
wie folgt beweisen:

n = 1. In diesem Fall tutver gesor t nichts, was offensichtlich korrekt ist.

n~» n + 1: Um eine Folge der Lange+1 > 2 zu sortieren, zerlegt siéer gesor t
in zwei Folgen der L&nge hochstemsDiese werden durch die rekursiven Auf-
rufe nach IV korrekt sortiert und voRtr ge nach Voraussetzung korrekt zu-
sammengeflgt.

Die Korrektheit vonMer ge I&sst sich leicht induktiv durch den Nachweis folgender
Invariante fur die FOR-Schleife beweisen:

e Nach jedem Durchlauf enthalB[i - - -] die: — [ + 1 kleinsten Elemente aus
All---m]undA[m + 1---r] in sortierter Reihenfolge.

e Hierzu wurden die erstej — 1 Elemente vorA[l - - - m| und die ersterk — 1
Elemente vori[m + 1 - - - r] nachB Kkopiert.

Nach dem letzten Durchlauf (d.h= r) enthalt daheB]l - - - r| aller — + 1 Elemente
ausA[l---mjundAlm + 1---r]in sortierter Reihenfolge, womit die Korrektheit von
Mer ge bewiesen ist.

Um eine Schranke fur die Laufzeit vdver gesort zu erhalten, schatzen wir zu-
néchst die AnzahV' (n) der Vergleiche ab, di&ker gesort (im schlechtesten Fall)
bendtigt, um ein Feldi[l - - - m| der Langen = r — [ + 1 zu sortieren. Wir bezeich-
nen die Anzahl der Vergleiche, dier ge bendtigt, um die beiden sortierten Felder
All...mJund A[m + 1...r] zu mischen, mitV/(n). Dann erfulltV’(n) die Rekursi-
onsgleichung

0, fallsn =1,
Vin) = {V(Wz )+ V([n/2]) + M(n), sonst

Offensichtlich benétigiver ge M(n) = n — 1 Vergleiche. Falls: also eine Zweier-
potenz ist, genugt es, folgende Rekursion zu l6sen:

V(1) =0undV(n) =2V (n/2)+n—1,n>1.
Hierzu betrachten wir die Funktiof(k) = V(2*). Dann gilt

f(O)=o0undf(k)=2f(k—1)+2F—1,k>1.
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Aus den ersten Folgengliedefif0) = 0, f(1) =1, f(2) =2+2* -1 =122 41,
f(3)=2-2242+23—-1=2-224+1undf(4) =2-2-28+2+21—-1=3-21+1 l&asst
sich vermuten, dasi(k) = (k — 1) - 2% + 1 ist. Dies lasst sich leicht durch Induktion
Uberk verifizieren, so dass wir fUv” die LosungsfunktiorV/ (n) = nlogon —n + 1
erhalten.

Frage 17 Wie viele Fragen der Form; < a; bendtigt ein vergleichender Sortier-
algorithmusA mindestens, um eine Folge,, . . ., a,,) vonn Zahlen zu sortieren?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir all&€ingabefolger{a,, ..., a,) der
Form (7(1),...,m(n)), wobeir € S, eine beliebige Permutation auf der Menge
{1,...,n} ist. Um diese Folgen korrekt zu sortieren, mussolange Fragen der Form
a; < a; (bzw.7 () < w(j)) stellen, bis héchstens noch eine Permutation S,, mit
den erhaltenen Antworten konsistent ist. Darhinoglichst viele Fragen bendétigt, be-
antworten wir diese so, dass mindestens die Halfte derieedrsien Permutationen mit
unserer Antwort konsistent isMehrheitsvoturn Diese Antwortstrategie stellt sicher,
dass nachi Fragen noch mindestensg/2’ konsistente Permutationen Ubrig bleiben.
Daher mussi mindestens

[logy(n!)] = nlogyn — nlog, e + O(logn) = nlog,n — O(n)

Fragen stellen, um die Anzahl der konsistenten Permueianf Eins zu reduzieren.

Wir kbénnen das Verhalten voA auch durch einen Fragebaubhveranschaulichen,
dessen Wurzel mit der ersten Frage vbmarkiert ist. Jeder Knoten, der mit einer
Frage markiert ist, hat genau zwei Nachfolger, die fur didéremaoglichen Antworten

ja und nein stehen. Stellt nach Erhalt der Antwort eine weitere Frage, so markieren
wir den zugehdrigen Antwortknoten mit dieser Frage. Fdllkeine weitere Fragen
stellt und die mittelsr permutierte Eingabefolge ausgibt, so ist der zugehérige An
wortknoten ein Blatt, das wir mit markieren. Nun ist leicht zu sehen, dass die Tiefe
von B mit der AnzahlV'(n) der vonA bendétigten Fragen im schlechtesten Fall uber-
einstimmt. DaB mindestens:! Blatter hat, kdnnen wir leicht einen Pfad der Lange
[log,(n!)] finden, indem wir jeweils in den Unterbaum mit der groRRereatt®lzahl
verzweigen.

Wir fassen unsere Beobachtungen zur Komplexitat Wem geSort zusammen:
Falls n eine Zweierpotenz ist, stellver geSort im schlechtesten FalV(n) =
nlog,n — n + 1 Fragen. Istn keine Zweierpotenz, so kdénnen wir die Anzahl der
Fragen durch/(n') < V(2n) = O(V(n)) abschéatzen, wobei’ < 2n die klein-

ste Zweierpotenz grofer alsist. Es ist leicht zu sehen, dass die LaufZeéfi) von

Mer geSort asymptotisch durch die Anzahl(n) der Vergleiche beschréankt ist, d.h.
es gilt7T(n) = O(V(n)). Da zudem jedes vergleichende Sortierverfahren mindesten
Q(nlogn) Fragen bendtigt, haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 18 Mer geSor t ist ein vergleichendes Sortierverfahren mit einer im sciffe-
sten Fall asymptotisch optimalen Laufzeit v@tn logn).
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Im Allgemeinen liefert der “Divide and Conquer’-Ansatz f&oh zu implementieren-
de Algorithmen mit einfachen Korrektheitsbeweisen. Dieifizait 7'(n) erfiillt dann
eine Rekursionsgleichung der Form

T(n) — O(1), falls n ,klein® ist,
(n) = D(n)+ Y%, T(n;) + C(n), sonst.

Dabei istD(n) der Aufwand fir das Aufteilen der Probleminstanz unch) der Auf-
wand fur das Verbinden der Teillésungen. Um solche Rekasgjleichungen zu l16sen,
kann man oft eine Lésung ,raten” und per Induktion beweidéi Hilfe von Rekur-
sionsbdumen lassen sich Losungen auch ,gezielt ratené. &ypmptotische Abschat-
zung liefert folgender Hauptsatz der Laufzeitfunktion8atg von Akra & Bazzi).

Satz 19 (Mastertheorem) SeiT : N — N eine Funktion der Form

14

T(n) = Z T'(ni) + f(n),

i=1

mit{,ny,...,n, € Nundn; € {|a;n], [a;n]} flr fest gewahlte reelle Zahleh <
a; < 1furi=1,... ¢ Danngiltim Fall f(n) = ©(n*) mitk > 0:

O(n"), falls ¢ af <1,
T(n) = { O(nlogn), falls Yr af =1,
O(n°), falls 30 of > 1,

wobeic L6sung der Gleichungjf:1 af = 1ist.



