15 Grundlagen der Simulation

15.1 Einfdhrung

Komplexe Problemstellungendie einer analytischen
Behandlung nur sehr schwer oder gar nichtangjich sind

e L Osung von diskreten (oder analytischen) Optimierungsddn,
z.B. Travelling Salesman Problem

e Berechnung von Integralen

e Untersuchung des Verhaltens von Algorithmen, z.B. Sertiad
Suchverfahren

e Theorie oft nur asymptotisch. Verhalten im Endlichen?

e “Wer nix kapiert, der simuliert”.
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Stochastische Optimierungsverfahren
e Mutation und Selektion
e Simulated Annealing

e Genetische Algorithmen

Allen diesen Verfahren ist gemeinsam, daf}
Zustandabergange zudllig geschehen und zwischenzeitlich
auch mit gewissen (kleinen) Wahrscheinlichkeiten auch
schlechtere tisungen akzeptiert werden.

Vortell: “Optimum” wird in Polynomialzeit gefunden.

Nachtelil: “Optimum” wird nur mit hoher Wkt. gefunden.
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Grundlage aller Simulationverfahren sind gleichveneilt
ZufallsgioRenX ~ R(0,1).

P(X < x) :/xdt,

0
d.h. X hat die Dichtefunktion:

1 ,falls0<x<1
flz) =

0 , sonst

Das Kernproblem der Simulation ist deshalb die Erzeugung
von Folgen unaldingiger gleichverteilter ZufallsgRen.;.

Bez: Zufallszahlen
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15.2 Erzeugung von Zufallszahlen

15.2.1 Exakte Methoden von Hand

Methode 1. Es werden z\dllig, gleichverteilt, die Zahlen
0,1,...,9 erzeugt.

Realisierung:

1. Es werden Karten mit den Zahlérbis 9 beschriftet.
Fur jede Zahl ist dabei die Anzahl der Karten gleich.
Nun zieht man z#llig Karten und legt sie wieder
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zuruck. Die sich ergebende Folge von Ziffern
schreibt man auf.

2. Es lonnen die bereits bekannten Urnen— bzw.
Glucksradmethoden verwendet werden.

Wir erhalten in jedem Falle eine Folge von Ziffern. Wir
schreiben sie in eine Tabelle der folgenden Form:

3 8 7 0 9 1
2 4 9 1 3 2

Nun wahlen wir zuéllig Funferblocks (es &nnen auch
Blocks von mehr Zahlen sein) aus und betrachten diese
als Dezimalstellen, d.h. wir erhalten beispielsweise die
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Zahl0, 87091. Auf diese Weise erhalten wir
Zufallszahlen auf dem Interval), 1].

Methode 2: Wir erzeugen zudllig die Ziffern0 und|1,
beispielsweise mittels Mhzwurf. Dann erhalten wir eine
Zufallsgrolie

1
X

NI—= O

1

2

Wir erhalten eine Folgé,d>ds ... d,, ... von Nullen und
Einsen. Dann ermitteln wir:

z::Zdi-Q_igl—(%)n
1=1

Fur die so erhaltene Zahlgilt: 0 < z < 1.
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Methode 3: (4-Wurfel-Spezialwrfeln)
Wir beschriften vier Viirfel nach folgender Vorschrift:

1. Wurfel:
2. Wurfel:
3. Wurfel:
4. Wurfel:

0,1,2,3,4,5

0, 6,12, 18, 24, 30

0, 36, 72, 108, 144, 180

0, 216, 432, 648, 864, 1080

Wir werfen diese Wirfel gleichzeitig und bilden die
Summe der Augen. Das ergibt eine Zahtur die qilt:
0 < k < 1295. Die ZufallsgbReX := —£_ ist dann

1295

anradhernd gleichverteikiber dem IntervallO, 1.

In elektronischen Géaten (Bauelementen) fliel3en auch im
Ruhezustand Stme (weil3es Rauschen bzwhite noise”),
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deren Spannungen zeitlich alifg schwanken. Nun kann

man einen bestimmten Schwellwert der Spannung festlegen
und innerhalb von Zeitintervallen gleicheahge ahlen, wie

oft dieser kritische Spannungswéfierschritten wird.
Beispielsweisedlt sich bei jedertyberschreiten des Wertes
ein Impuls augisen. Diese Impulsedkinen dann gerlt

werden. Im Falle einer geraden Anzahl von Impulsen wird als
Zufallsziffer einel realisiert, andernfalls ein@ Aus der
resultierenden O—1-Folge @élhman nach obigem Muster

eine Zufallszahl.
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15.2.2 Kongruenzmethoden

Die bisher betrachteten Verfahren sind alle sehr aufwendig
und deshalb praktisch schwer anwendbar. Aus diesem
Grunde spielen in der Simulation nur die mathematischen
Methoden (Algorithmen) zur Erzeugung von Zufallszahlen
eine Rolle. Die mit diesen Methoden generierten
Zufallszahlen (gewissermalien ein Ersdtz4Aufallszahlen)
werden auch als Pseudozufallszahbezeichnet.

Algorithmen, die Pseudozufallszahlen erzeugen, werdeh au
Zufallszahlengeneratorggenannt.
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Die multiplikative Kongruenzmethode

Wir geben folgende Startwerte vori, a, zo € Z*. Wir
definieren die Folge

Zitl o — a -z (mOdm)

Offenbar:
a-z; = k-m—+z;41; 0<zyi<m (keNi=1,2...).
<q .
=2 (i=1,2,...
w= |

Ist eine Folge von Pseudozufallszahlen zwischend 1.

Frage: Sind diese; anrahernd eine Folge una@hgiger, auf
dem Intervalll0, 1| gleichverteilter Zufallszahlen?
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Frage: Geeignete Wahl der Zahlenn und z,.

Bsp. 105
e RANDU (IBM):m = 23!, ¢ = 216 4 3;
e RANDA (PRIME)m = 23! — 1, a = 16807;
e SIMULA (CDC):m = 2%, ¢ = 51,
o SAS:m = 2% — 1, a = 397204094.
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Verallgemeinerung: Die lineare Kongruenzmethode

Wir geben wieder Werte vorn, a, r, 2o € Z* und definieren
die Folge

ziv1 = (a-z;+7) (modm)

und die Folge von Zufallszahlen ist

U; - —

(2 € N).

Zi
m

Bsp. 106 Turbo-Pascal,; = 134775813z, + 1(mod23?)
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Die mehrfache lineare KongruenzmethodeDiese Methode
stellt eine Erweiterung der linearen Kongruenzmethode dar
Als Startwerte geben wir hier vor:

m,ai,...,a, 7,20, .-, 2k-1) € Z". Wir definieren die

Folge furn > (kK — 1)

2y = (Z Q)+ Zp_] + 7“) (modm).

[=1

Die Zufallszahlenfolge ist dann wieder

<n,
Un — —.
m
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15.2.3 Eigenschaften von Pseudozufallszahlen

Wiuinschenswerte Eigenschaften von Zufallszahlen
e Einfacher Algorithmus, wenig Rechenzeit.

e moglichst viele verschiedene Zufallszahlen sollen
erzeugbar sein
= lange Periode.
= M moglichst grol3 (etwa in der &he der
oberen Grenze des INTEGER-Bereichs)

o k-Tupel(Uy,...,Us) ~ R(0,1)%, k < 10
= Test auf Gleichverteilung.
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e “Unabhangigkeit”
Test auf Autokorrelation
Plot der PunkteéU;, U;.), k =1,2...
es sollten keine Muster zu erkennen sein.
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Bsp. 107 Wir wahlenm = 2%, a = 11, z, = 3. Wir berechnen
die ersten Werte der Folge:

5 = 11-3 (mod16) =1
5% = 11-1 (mod16) = 11
2 = 11-11 (mod16) =9
ze = 11-9 (mod16) =3

Dann gilt nafirlich: z; = z; und die Folge wiederholt sich.

In diesem Beispiel ist also die Periodange statt gleich 16
(wie theoretisch raglich) nur gleich 4. Das zeigt deutlich,
wie die Wahl der Parameter die Quatider ermittelten
Pseudozufallszahlen beeinflul3t.
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Satz 60 Wennm = 2%, « mod8 € {3,5}, 2o ungerade und
r = 0 sind, so hat die multiplikative Kongruenzmethode die
maximal nbgliche Perioderdnge2~—2.

In allen anderen Bllen qilt, daf’ die Periodedhge kleiner
als 22 ist.

Satz 61 Die lineare Kongruenzmethode besitzt genau dann
die volle Perioderdngem, falls die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

1. ggT(r,m) =1 (9g9T(0, m) := m);
2. a modp = 1, fur alle Primfaktorenp vonm:;

3. a mod4 = 1, falls m ein Vielfaches von ist.
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Ziel: Gleichverteilung dieser Pseudozufallszahlerirn |.

Aber: Bilden wir Paaréu,, us), (us, uyg), (us, ug), USW.
aufeinanderfolgender Zufallszahlen und tragen sie in das
Einheitsquadrat ein. Es entsteht ein (zweidimensionales)
Scatterplot von Punkten. Die Pseudozufallszahlen sind
evtl. dann akzeptabel, wenn sich hier eine gleiaRge
Verteilung ergibt und keine Struktur erkennbar ist.
Entstehen dagegen (Linien)muster, so ist der
Zufallszahlengenerator schlecht.

Diese Darstellung kann auctrfk—Tupel definiert werden.
Dann haben wir entsprechend Punkteirtdimensionalen
Raum.
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Es sei{z; },cy €ine Folge von Werten, die mit der
multiplikativen Kongruenzmethode mit

m =2, a =5 (mod8) undz, = 1 (mod4)
ermittelt wurden, d.h.:

Ziv1 = a - z; (Mod2°).
Zi
U; = ot
Wir bilden nunk—Tupel von aufeinanderfolgenden
Pseudozufallszahlen:

Uik = (ula cee 7ul—|—k—1) — <§_'lt7 SRR Zl+21;—1) .

Fur diesek—Tupel von Pseudozufallszahlen qilt:

Ug) € (i - b1 + G) M [O, 1[k
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Dabel ist;

Xy

,bgzeg,...,bk:ek.

Das ist eink—dimensionales Gitter von Zufallszahlen.
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Bem: Seiu, die erste Zufallszahl. Die ersténZufallszahlen
haben die Form

uo - ((1,a, ... ,ak_l)(modm))/m = U - % + g,

wobelg € G ein geeigneter Vektor ist, so dal? die
u,l =1,...,k,auch im Intervall(0, 1) liegen.

Anstelle der ersten kann mit einer beliebigen Zufallszahl
begonnen werden.
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Bsp. 108 (RANDU)

M = 2% a =243, c=0

Xivo = (24 3)X; 01 + 2%
_ (216 4 3) X, + 61231(216 +3)+ ¢, 231
(6-2"° +9)X; + 271 (2X; + (2'° + 3)c1 + o)
= 62" +3)X; — 9X; + 32
= 06X;11 —9X; + 423!
¢, € L,i=1,...,4.

Daraus folgt:

UH_Q — 6UZ'+1 + 9Uz € 4.
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Beispielmuster (SAS)

[/ sasuser/ St ochast i k/ Zuf al | szahl enMust er. sas
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