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Inhalt dieser Vorlesung

e Linearzeit-Konstruktion von Suffixbaumen

— Weiner: ,Linear pattern matching algorithms*, IEEE Symposium on
Switching and Automata Theory, 1973

— McCreight: ,,A space-economical suffix tree construction algorithm®, Journal
of the ACM, 1976

— Ukkonen: ,,Online construction of suffix trees", Algorithmica, 1995
e Ukkonen's Algorithmus
— Einer der komplizierteren der Vorlesung

— Ziel ist das Verstandnis der Schritte und der resultierenden
Komplexitatsgrenze

— Einige Details werden ausgelassen (insb. Datenstrukturen)
— Kein vollstandiger Pseudocode
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Uberblick

e High-Level: Phasen und Extensionen

e Verbesserungen
— Suffix-Links
— Skip/Count Trick
— Noch zwei Tricks
e Gesamtkomplexitat

e Beispiel
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Voraussetzungen

e Definition
Sel T ein Suffixbaum fir S. Der implizite Suffixbaum T*
entsteht aus T durch
— Entferne alle Vorkommen von ,,$“ aus allen Labels
— Entferne alle Kanten ohne Label

— Entferne alle inneren Knoten mit weniger als 2 Kindern,
konkateniere die Label der eingehenden und der ausgehenden
Kante zu dem der neuen (durchgehenden) Kante

e Das ist die Definition; wir werden anders vorgehen
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Beispiel

E $ 1 E @

59, : ]

$a a

= a aaaaa
l 3 a a

®las a a ®

e Implizite Suffixbaume kodieren immer noch alle Suffixe
— Jedes Suffix matched entlang eines Pfads
— Aber man kann die Enden der Strings nicht mehr erkennen
— Nicht fir alle Suffixe gibt es eine Markierung an einem Blatt
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Grundaufbau Ukkonen's Algorithmus

e Konstruktion impliziter SBe fur wachsendes Prafix von S
— Wir konstruieren alle T;, d.h., implizite Suffixoaume fir S[1..i]
— Startpunkt T,: Wurzel und ein Knoten mit Kantenlabel S[1]
— Phasen: Konstruktion von T;,, aus T,
— Abschluss: Transformation von T, in den ,,echten* Suffixbaum T

e Jede der m-1 Phasen besteht aus Extensionsschritten
— Phase i hat | Extensionsschritte
— Jeder Schritt verlangert ein Suffix von S[1..i] um S[i+1]
— Letzter Schritt verlangert das leere Suffix (Einfligen von S[i+1])
— Reihenfolge der Schritte: von links nach rechts (S[1..i], S[2..1], ...)

e Drel Extensionsregeln
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Extensionsregeln

e In Extensionsschritt j in Phase i1+1 verlangern wir S[j..i] um
das Zeichen S[i+1]

e Sei b=SJj..i]
e Matche b in T,,; (im Entstehen) ....
— 3 mogliche Situationen kdnnen entstehen

e Beispiel gc
— S=,acagcg “ a
— Wir haben T; und bauen T,
— Alle Suffixe von ,,acagc* cagc gc cagc
um S[6]=,g“ erweitern
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Extensionsregel 1

e Matche b in T, ,. Das geht bis ...
— Regel 1: b endet in einem Blatt
» Erweitere das Label der letzten Kante um S[i+1]

e Beispiel (wir hangen ,,g“ an Suffixe von ,,acagc")
— Erweiterung von ,acagc”, ,cagc”, ,,agc”, ,,gc
— [es bleiben Schritt 6 ,,“ und Schritt 5 ,,c“]

gc

cagc gc cage l cagc

|||||||||||||||
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Extensionsregel 2

e Matche b in T, ,. Das geht bis ...

— Regel 2: b endet an einem inneren Knoten oder in einer Kante, und
kein weiterer Pfad beginnt mit S[i+1]

> Innerer Knoten: Neues Blatt unterhalb dieses Knotens mit
Kantenlabel S[i+1]; markiere Blatt mit ,,J*

> In einer Kante: Neuer innerer Knoten, der diese Kante teilt; neues
Blatt wie oben

e Beispiel: Schritt 5, altes Suffix ,,c* (s=,acagcg®)

||||||||||||||
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Extensionsregel 3

e Matche b in T, ,. Das geht bis ...

— Regel 3: b endet an einem inneren Knoten oder in einer Kante, und
einer der weiteren Pfade beginnt mit S[i+1]

» Tue gar nichts
e Beispiel: Schritt 6, altes Suffix ,,“ (S=,acageg *)
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Komplettes Beispiel

e Konstruiere implizite Suffixboaume T,... T, fur ,gtcgtg”
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Algorithmus und Komplexitat

construct T,;
for 1=1 to m-1 // m-1 phases
Ti+l -= Ti;
for J =1 to 1+l // 1+l extensions, left-right
b := S[j--1];
match b 1n T;,;;
extend T;,; with S[i1+1]; // Using one of the 3 rules
end for;
end for;

e Komplexitat?
— Die zwei Schleifen sind O(m?)
— Matchen der Suffixe b in T, ist O(m)
— Extension ist konstant
— Zusammen: O(m?3)
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Uberblick

e High-Level: Phasen und Extensionen

e Verbesserungen
— Suffix-Links
— Skip/Count Trick
— Noch zwei Tricks
e Gesamtkomplexitat

e Beispiel
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Suffix-Links

e Wir wenden uns dem ,innersten” Problem zu — immer
wieder das Ende von Suffixen zu finden

e Wir reduzieren die Zeit fur alle ,,match SJj..i] ..."
Operationen einer Phase auf zusammen O(m)

e |ntuition

— Fur jedes SJj...1] gibt es per Konstruktion irgendwo schon S[j+1..i]

— Wir wollen das nicht suchen, sondern Suffix-Links merken und in
jeder Extension direkt springen statt immer b ab Root zu matchen

— Aulerdem: Da SJj..i] und S[j+1..i] bis auf S[j] identisch sind,
werden wir von Knoten zu Knoten springen — Skip/Count Trick —
statt Zeichen einzeln im Baum zu matchen

— Zusammen: Komplexitat in einer Phase abhéangig von Anzahl der
Knoten, nicht der Zeichen
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Suffix-Links formal

e Definition
— Serl k ein innerer Knoten des impliziten Suffixbaums T* fiir S
— Ser label(k)=xB, wobei [x[=1, B[] beliebig (auch 0)
— Serl k' ein innerer Knoten von T* mit label(k’)=B
 Wenn [B]=0: k' = Wurzel Kf?
— Der Pointer (k,k’) heilst Suffix-Link

e Wir zeigen, dass jeder innere Knoten in T* nach jeder
Phase von Ukkonen's Algorithmus ein Suffix-Link-Ziel hat

e Wir mussen die Links dann noch bauen
e Entlang dieser Links springen wir in spateren Phasen
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Suffix-Links in impliziten Suffixbaumen

 Neue innere Knoten entstehen nur in Regel 2

— Regel 2: b endet an einem inneren Knoten oder in einer
Kante, und kein weiterer Pfad beginnt mit S[i+1]

> Innerer Knoten: Neues Blatt, ... (hier uninteressant)

> In einer Kante: Neuer innerer Knoten teilt diese Kante sowie
neues Blatt wie oben
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Suffix-Links in impliziten Suffixbaumen

e Theorem

— In Ukkonen's Algorithmus hat jeder innere Knoten spétestens nach
dem Ende des nédchsten Extensionsschritts ein Suffix-Link-Ziel

e Lemma

— Nach der letzten Extension in einer Phase von Ukkonen's
Algorithmus hat jeder innere Knoten ein Suffix-Link-Ziel

— Nach jeder Phase von Ukkonen’s Algorithmus hat jeder innere
Knoten ein Suffix-Link-Ziel

e Das Lemma ist einfach

— Denn: In der letzten Extension einer Phase wird S[i+1] eingefigt —
das kann keine inneren Knoten mehr erzeugen

e Das Theorem nicht (erst ein Beispiel, dann Bewels)

L ]
l/\/lmj UIf Leser: Algorithmische Bioinformatik 9



Beispiel

~gtcgtg” in Phase 6

— Beobachtung: ,Jeder” innere Knoten hat nach Phase 5 ein Suffix-
Link-Ziel (es gibt keinen)
— Wir erweitern in jeder Extension dieser Phase mit S[6]=,,9"




) ot
e Angenommen, im Extensionsschritt j der Phase i+1 flgen wir
einen neuen inneren Knoten ein
— Der habe Label xB mit |x]|=1, |B]| beliebig

— Nach xB gab es nach dem Knoten keine Fortsetzung mit S[i+1]
e Sonst hatten wir keinen neuen Knoten gebraucht

— Aber es gab mindestens eine Fortsetzung, z.B. mit z
e Sonst hatten wir nur das Label eines Blattes verlangert
e \Was passiert dann im nachsten Extensionsschritt j+17?
— Den Pfad Bz muss es schon aus einer friiheren Phase geben

— Der wird nun spatestens wegen S[i+1] nach B geteilt

e S[i+1] kann es als Fortsetzung nicht geben, sonst hatte es dieselbe
Fortsetzung nach xB gegeben, und in der Extension j ware hier kein neuer
Knoten notwendig gewesen - Widerspruch

> Also entsteht ein innerer Knoten mit Label B — unser Ziel
> (oder es gab schon einen)




Wie bauen wir Suffix-Links?

e Wir wissen, dass es fur jeden inneren Knoten spatestens
nach der nachsten Extension einen Zielknoten gibt

e Aber wie berechnen wir den Suffix-Link konkret?

— Wir haben nicht nur nach dem néachsten Schritt ein Suffix-Link Ziel,
sondern wir kommen im nachsten Schritt auch daran vorbei

— Also merken wir uns bei Auftreten von Regel 2 mit neuem inneren
Knoten k genau diesen Knoten k

— Nach jedem Schritt sehen wir nach, ob im letzten Schritt ein neuer
Knoten erzeugt wurde (also k) und setzen den Suffix-Link (k,k"),

wobei k‘ der im aktuellen Schritt erzeugte oder als letztes besuchte
Innere Knoten sein muss
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Verwendung der Suffix-Links

e In Phase | sucht man die Enden von S[1..1], S[2..i], etc.
— Sprich: xyz..., yz..., z... — genau das Suffix-Link Szenario

e« Wenn wir in Schritt j das Ende von SJj..1] gefunden haben
und zu Schritt j+1 Ubergehen
— Suche den tiefsten inneren Knoten k tber dem Ende von Sfj..i]
— Wenn k Wurzel ist: Matche einen Ast herunter (Wie? spater)
— Sonst ist k ein innerer Knoten
e Folge dem Suffix-Link von k zu Knoten k'
e Das Ende von S[j+1..i] muss unter k' liegen
e Anfang jeder Phase
— Wir merken uns immer einen Zeiger auf Blatt 1
— Mit dem fangt man in jeder Phase an — langstes Suffix
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Nutzen bisher?

e Bzgl. Komplexitat noch keiner
— Unterhalb von k' missen wir Zeichen fur Zeichen matchen
— Das ist im Worst-Case immer noch O(m) pro Extensionsschritt

e Noch ein Trick: Skip/Count
— Wir kennen die Lange von S[j+1..i]

— Wir wissen in O(1), welchen ausgehenden Ast wir vom Zielknoten
betreten mussen

— Wir kbnnen uns auch die Lange der Kantenlabel merken
e In konstanter Zeit wahrend des Aufbaus

— Wir kennen die Lange des Prafix oberhalb von k‘ (Tiefe)
— Wir kennen damit auch die Lange des Suffix unterhalb von k'
— Damit konnen wir von Knoten zu Knoten htpfen
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Detalls

e FUr Schritt j+1 seien wir einem Suffix-Link zu k' gefolgt

e Sel x die Lange des Pfades von k' zum Ende von S[j+1..i]
— S[j+1..i] muss kein Blatt sein, deshalb mussen wir vorsichtig sein

e S[i-x..1] matched auf einem Pfad unter k'
— Den genauen Pfad kennen wir nicht, Lange und Label schon

e Wir hipfen von Knoten zu Knoten
— Wabhle die nachste Kante e von k‘ (ist eindeutig) zu Knoten k*
— Wenn |label(e)|<x: x = x - |label(e)]; k'=k"; loop
— Sonst

e Springe an Position |label(e)|-x+1 im Label von e
e Bringe dort S[i+1] unter (Extensionsregel 2 oder 3)

L ]
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Beispiel

atgzaghbfgtruju..
) PO
t | x=10-2=8 (]zaghbfgt]) |
zaghbfgtr, ¢|2<8: X:6|
[ 1<6: x=5|
g\ ¥
hb
I! ufﬂ-"‘~ 2&?: x:3|

fgtruju

7>3: Springe an 3 und versuche,
um Zeichen ,,r* zu verlangern
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Erste Komplexitatsreduktion

e Theorem

— Ukkonen's Algorithmus mit Suffix-Links und Skip/Count braucht pro
Phase nur O(m) Laufzeit

e Beweis
— Formal: Siehe Gusfield, p. 101-103

— lIdee: Uber die Tiefe der Knoten k, k‘. Flr eine Extension geht man
einen Knoten hoch in O(1), folgt dem Suffix-Link in O(1), und dann
0-n Knoten runter. Man zeigt, dass man dadurch pro Phase jeden
Knoten hochstens 3 mal besucht

e Damit sind wir insgesamt bei O(m?)
e Also sind noch ein paar Anstrengungen notwendig
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Uberblick

e High-Level: Phasen und Extensionen

e Verbesserungen
— Suffix-Links
— Skip/Count Trick
— Noch zwei Tricks
e Gesamtkomplexitat

e Beispiel
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Extensionsregeln — auf den zweliten Blick

e \Was passiert, wenn Regel 3 das 1. Mal in einer Phase greift?
— Wir verlangern ein Suffix S[j..i] um S[i+1]

— Regel 3: Tue nichts, denn es gibt das Suffix S[j..i+1] schon im Baum
(kam schon in einer friheren Phase vor)

— Dann gibt es auch S[j+1..i1+1], S[j+2..i+1], ...

» Wir konnen die Phase beenden — in dieser Phase wird nur noch Regel
3 greifen, und die andert nichts am Baum

e Beispiel: ,atatatatatc”, Phase ...

ata ta Phasel 4 atat tat Phasel 5 atata tata Fhase 6|

. | Stop nach Extension 3 | | Stop nach Extension 3 |
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Extensionsregel, Abklrzung 2

e Wir unterscheiden
— Explizite Extension: Schritt mit Anwendung einer Regel
— Implizite Extension: Schritt nur ,,gedacht”

e Schritte nach erster Anwendung von Regel 3 sind implizit
e \Welche Schritte kbnnen wir in einer Phase noch sparen?

e Wichtiger und einfacher Trick

— An eine Kante k zu einem Blatt schreiben wir nicht das Label
label(k), sondern Indizes p,q und definieren label(k)=S[p..q]

L ]
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Extensionsregel, Abklrzung 2

e Beobachtung: Keine Regel kann Blatter in irgendwas
umwandeln: Blatter bleiben immer Blatter

e \Was passiert in den Schritten
— Regel 1: Verlangerung des Labels einer Blattkante

— Regel 2: Neues Blatt oder: neuer Knoten und neues Blatt
— Regel 3: Nichts, Abbruch der Phase

e In jede Phase greifen also erst Regeln 1 und 2 und dann 3

— Bei jeder Anwendung von 1 oder 2 wird das Label einer Blattkante
verlangert oder Blatt+Kante geschaffen

— Sel J* die letzte Extension mit Regel 1 oder 2
— Alle Schritte bis j* sind nach Phase i durch Blatter reprasentiert
— In Phase i+1 verlangern die Schritte 1...J° nur Blatter
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Extensionsregel, Abklrzung 2

e Diese Schritte konnen wir uns schenken
— Extensionen bis j* werden ab Phase i+1 implizit erledigt
— Wir mussen lediglich Blattkanten anpassen

— Dazu erhalten Blattkanten statt (p,q) die Beschriftung (p,E)
e E stenht fur ,,Bis zum Ende* (=|S])
e Am Ende wird jede Blattkante bis zum Ende von S gehen

e Zusammen: Eine Phase im einzelnen
— Uberspringe alle Schritte bis j* der letzten Phase

— Fuhre Extensionen aus, entweder bis i+1 oder bis zur ersten
Anwendung von Regel 3
e Hier werden neue Blatter / innere Knoten geschaffen
e Kann auch eine Blattkante unterbrechen — p in den Labeln anpassen

— Neues | merken und néachste Phase starten

Humboldt
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Algorithmus

construct T,;
J° = 0; // Points to next ext. In next phase
for 1=1 to m-1 do // m-1 phases
for jJ=3“+1 to 1+1 do
find end of S[j..1]; // Using Suffix-Links
apply rules;
iIT (rule 3 applied) // The show stopper rule

J = 13-1;
break; // End phase
end 1f;
end for;
1° = 7J; // Next start point

end for;
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Uberblick

e High-Level: Phasen und Extensionen

e Verbesserungen
— Suffix-Links
— Skip/Count Trick
— Noch zwei Tricks
e Gesamtkomplexitat

e Beispiel

L ]
l/\/lmj UIf Leser: Algorithmische Bioinformatik

34



Komplexitat

e Theorem
— Ukkonen's Algorithmus bendtigt O(m) zur Konstruktion von T,

e Beweisidee

— Jede Phase fuhrt explizit hochstens einen Extensionsschritt aus, der
schon in einer friheren Phase ausgefuhrt wurde
e Das war der erste Schritt mit Regel 3 aus der letzen Phase
— Danach kommt in der Phase entweder

e ein weiterer expliziter Schritt
— Der ist keine Wiederholung und wird auch nicht wieder wiederholt

e oder es greift Extensionsregel 3 und die Phase ist beendet
— Es gibt m Phasen

— Alle Phasen zusammen flhren also hochstens 2m explizite
Extensionsschritte aus

— Aulerdem werden insgesamt hochstens m Knotenspringe
ausgefuhrt



Komplexitat

e \Welche Schritte haben wir ausgefuhrt?
1 23 456 7 89 10

Phase 1
Phase 2
Phase 3
Phase 4
Phase 5
Phase 6
Phase 7
Phase 8
Phase 9
Phase 10

L
-

#

e Schritte markieren einen Pfad von links oben nach rechts unten
e Das kdnnen zusammen hochstens 2*m Schritte sein

|||||||||||||||
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Was bleibt

 Wie gewinnen wir T aus T,,?
— Flhre eine weitere Phase aus mit Sfm+1]=%

— Das markiert alle Suffixe von S
e Kein Suffix kann mehr Prafix eines anderen Suffix sein

— Aulerdem die Label von Blattkanten (p,E) mit echtem Label
ersetzen
e Alle Blattkanten in O(m) finden

Humboldt
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Ein komplettes Beispiel

12345678901
miISSiISsippl
Phase 1
=1
(1,E)
e

Blatt ,,1“ wird nie wieder angefasst

Blattkantenlabel werden im Algorithmus ignoriert
(hier nur zur Verdeutlichung weitergefthrt)

|||||||||||||||
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Beispiel 2

12345678901
mississippi

Phase 2 (=1+1)
* =1
e 2: Rule 2
1,'=2

‘Blatt »2° wird nie wieder angefasst ‘

|||||||||||||||
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Beispiel 3

12345678901
mississippli

Phase 3

* =2

e 3: Rule 2
)3 =3

‘Blatt »3 - wird nie wieder angefasst ‘

|||||||||||||||
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Beispiel 4

12345678901
MISSISSIppPI

Phase 4
°J3=3
e 4: Rule 3
14 =3

‘ Phasenabbruch nach j=4 ‘

|||||||||||||||
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Beispiel 5

12345678901
mississippi

° j4‘:
e 4 (s+i): Rule 2
5 (,“+: Rule 3

)5 =4

j=4 wurde zweimal betrachtet (Phasen 4 und 5)
Mm Phasenabbruch nach j=5

UN
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Beispiel 6

12345678901
mississippi

Phase 6

°Js=4

5 (i+s) : Rule 3
Jo =4

SIS

J=5 muss zweimal betrachtet werden (5-6)
Phasenabbruch nach j=5
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Beispiel 7

12345678901
mississippi

Phase 7

°Jg=4

e 5 (is+s) : Rule 3
i=4

SISS

J=5 muss dreimal betrachtet werden (5-7)
Phasenabbruch nach j=5
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Beispiel 8

12345678901
MISSISSIppI

Phase 8

°j;=4

e 5 (iss+i) : Rule 3
Jg =4

MISSISSI

J=5: Phasen 5-8 (Aber bisher alle nur implizit)
Phasenabbruch nach j=5
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Beispiel 9

12345678901
mississippi

Phase 9
°Jg=4
e 5 (issi+p) : Rule 2
* 6 (ssi+p): Rule 2
e 7 (si+p): Rule 2
* 9 (,+p) : Rule 2
Jo =9

| Groer Sprungt |
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Beispiel 9: Die Suffix-Links

12345678901
MISSISSIppPI E E
p
Phasjei)4 P f\ S >ssip
[ J 8 ju— -
e 5 (issi+p) : Rule 2 _ 5sin®ll
e 6 (ssi+p): Rule 2 / ssi
« 7 (si+p): Rule 2 msspestp P
8 (i+p) : Rule 2 P >s1p
9 (,“+p) : Rule 2 p

E S

Pointer auf Blatt 1 bleibt immer konstant
Dort geht Traversierung in Phase los, die mit Schritt 1 starten
|n] Sonst: Erstes Suffix matchen, ausgehend von Root

T O OCT . YUl CITC T DTUIMITOTTTTCCTIN -y



Beispiel 9: Die Suffix-Links

12345678901
MISSISSIppPI

: 7
Phase 9 G f\ ssip
°Jg=4 2

e 5 (issi+p) : Rule 2

6 (ssi+p): Rule 2 o ssi <\

« 7 (si+p): Rule 2 miss1sSip \_p3 i
- 8 (i+p) : Rule 2 / SSIp

9 (,“+p) : Rule 2

e Suffix-Link springen / von Root matchen

e \Von Knoten zu Knoten zum Blatt htupfen
e Zum untersten inneren Knoten zurick

= el ® Nachster Extensionsschritt 75




Beispiel 10

12345678901
MISSISSIppPI

Phase 10

° jg‘:9

10 (,,“+p): Rule 3
J10=9

Nichts passiert
. | (aulRer implizite Verlangerung der Blattkanten)

||||||||||||||||
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Beispiel 11

12345678901
mississippi

Phase 11
° jg‘:9
e 10 (p+i): Rule 2
e 11 (,“+i): Rule 3

T,, Ist fertig
Nicht alle Suffixe sind als Blatter vertreten

|||||||||||||||
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Transformation T, —> T

12345678901
mississippi$

Neuer Durchlauf
e 1-10: Regel 1
e 11: Regel 2

Fertig

11
g @ g

i s pp1$

o S S ssippi$
i

$ ] ssippi g

SSi
mississAppi$

ppis
opi's ssippi$
PPi3
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Komplexitat

e \Welche Schritte haben wir ausgefuhrt?
1 23 456 7 89 10

Phase 1
Phase 2
Phase 3
Phase 4
Phase 5
Phase 6
Phase 7
Phase 8
Phase 9
Phase 10

L
-

#

e Schritte markieren einen Pfad von links oben nach rechts unten
e Das konnen zusammen hochstens 2*m Schritte sein

|||||||||||||||
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Zusammenfassung

e Algorithmus verlauft konzeptionell in Phasen und
Extensionen

e Aber praktisch alle Extensionsschritte konnen implizit
ausgefuhrt werden

e Nur linear viele Extensionsschritte fuihren tatsachlich zu
Anderungen in der Baumstruktur

e Navigation wird durch Suffix-Links beschleunigt
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Aber ...

e Suffixbaume sind sehr speicherintensiv
— Viele Pointer, Kantenreprasentation
— Beste Implementierungen mit O(1) Branching brauchen ~15
Byte/Zeichen
e Konstruktion schlecht auf Sekundarspeicher
— Kein einheitliches, lineares Zugriffsmuster (durch Suffix-Links)
— Viel Random Access
— Aber: Hauptspeicher sind heutzutage riesig

e Abhilfe

— (Enhanced) Suffixarrays — deutlich geringerer Speicherverbrauch
— Methoden, die lineare Laufzeit zugunsten weniger 10 aufgeben
— Mehr Hauptspeicher
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Selbsttest

e Ukkonen's Algorithmus wird nicht gepruft
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