Def. 20 : Sei X stetig mit Dichtefunktiorf (x). Die Grol3e

EX = /:Cf(x)da:

heil3t Erwartungswenon X .
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c) X ~ R(a,b)
gleichverteilt auf dem Intervall (a,b).

1 b 1 2"
EX /SCCZZC: ‘

b—a b—a 2

a a

b —a®*  a+b
2(b— a) 2

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Bem. 3 Die Erwartungswerte sindif stetige und diskrete
ZufallsgrioRen zweckatdigerweise unterschiedlich definiert.
Sie A3t sich jedoch (maldtheoretisch) vereinheitlichen.
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Satz 11 (Eigenschaften des Erwartungswertes) Es seien
X, X7 und X, beliebige zulllige Variablen.a, b, c € R seien
ebenfalls beliebig ge&hlt. Dann gelten folgende Aussagen:

1. WennP(X = c¢) =1, d.h. nimmt die zédlige Variable
X genau einen festen Wert an, so fdigk = Ec = c.

2. WennP(X >c¢)=1,s0EX > c.

3. E(c-X)=c-EX.

4., E(X+c¢)=EX+Ec=EX +c.

5. E(a- X1+b-X5)=a-EX;+0-EXo,.

Beweis. Wir beweisen stellvertretend Aussage 2 dieses
Satzes. Da wir den Erwartungswelit diskrete und stetige
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zufallige Variablen unterschiedlich definiert haberjssen
wir die Aussageiir beide Arten von Zufallsgifien getrennt
beweisen.

e Es selX eine diskrete Zufallsgnie,

X1 T2 ... Ip

X :
Pr P2 ... Dn

Nach Voraussetzung:=r; <22 < ... < x, < ....
Daraus folgt:

EX:Z%'MEZC’%:C’Z%:C-

1€N 1€N €N

Das ist die Aussage.
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e Es seiX eine stetige zufllige Variable mit der
Dichtefunktionf. Dann gilt:

P(ch):/f(a:)dazzl. N

P(X<c):/f(a:)daj:(). =

+00 +00 +00
EX = /x-f(x)da::/az-f(x)dazzc- f(x)dx =c

S
=1

[
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Bem.: Erganzungen:

e Aus Aussage 4 folgt:
E(X —EX)=EX —E(EX) =0.

e Aussage 5 besagt, dald der Erwartungswert eine linearer
Operator ist.
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Frage: Wie berechnen wk(g(X))?

1. Variante: Dichte vorY” = g(X) ausrechnen. Wie man das
macht, sehen wir ser.
DannE(Y) = [ yfy(y) dy ausrechnen.

2. Variante (einfacher)

Satz 12 (Regel desfaulen Statistikers) SeienX und
Y = g(X) ZufallsgoRen. Dann gilt:

[ > o 9(xi)pi, falls X diskret

E(g(X)) =< [ g(z)f(z)de, falls X stetig

vorausgesetzt die Erwartungswerte existieren.
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Bem. 4 Intuitive Erlauterung: Spiel, wobeil wiX zufallig
ziehen. Dann zahle ich den ‘Gewinyi’= ¢g(X). lhr
erwartetes Einkommen ist dabel

Y g(z)P(X = z)
(oder das Integral).

Bem. 5 Spezialfall:g(x) = I4(z) Indikatorfunktion eines
EreignissesA.

E([4(X)) = / L4(2) fx (@) di = / fx () da
— P(X € A) = P(A).

D.h. Die Wahrscheinlichkelit ist ein Speziallfall eines
Erwartungswertes!
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Bsp. 43 SeiX ~ R(0,1) undY = ¢g(X) = e*. Dann
1 1
E(Y) :/ e’ f(x) dx :/ e’ dr =e—1.
0 0

Bsp. 44 Nehmen einen Stab deéhge 1, und brechen ihn
zufallig. SelY die Lange desdngeren Sicks. Gesucht ist die

erwartete langeE(Y).

WennX der zuélllige Bruchpunkt ist, danX ~ R,(0, 1) und
Y =¢g(X)=max(X,1— X).D.h.

)
1 —x falls 0 <ax<0.5

T falls 05 <z <1

E(Y):/Olg(x)f<x)dx:/00'5(1—x)da;+/01xdm:%

.5



Beweis. (Regel des Faulen Statistikers)

Wir zeigen die letzte Behauptung unter der Annalyme
R — R differenzierbarg’(x) #0 V.
Nach der Def. des Erwartungswertes gilt:

0@

E(g(X)) = / y - h(y) dy,

— 00

wobeih(y) die Dichte vonY = ¢(X) ist.
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Wir bestimmen jetzh(y):
1. Fall: Seig monoton wachsend.

Fy(t) = Fyx)(t) =
g 1(¢)
Pg(X) <1) = P(X <g (1)) = / f() da

Substitutiong(z) =y, ¢ (x)dxr = dy.

Foot) = [ D400,

(9~ (y

N = h(y) ist Dichte von ¢(X)
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2. Fall: Seig monoton fallend.
Fy(t) = Fg(X)(t) =

P(g(X) <1)

||
s
>
V
!
=
||
=
\a¥
SH
=

Substitutionyg(x) =y, ¢(x)dx =dy, g(oo)= —00

[ g ) ) o)

gly \ggly

_ / g W) ,
P A

Fg(X) (t) =
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Bsp. 45 (Fortsetzung von Bsp. 43)

EswarX ~ R(0,1),Y = g(X) = e*. Also
g(x) =€, g'(z)=¢€", g '(y) =Iny.Also
flg'y) 1 1
g9 (y) ey

h(y) =

)

) _
)

1 <y <e.

€ € 1 (&
E(Y)Z/ y-h(y)dyz/ y-gdyz/ ldy =e—1
1 1 1

dasselbe Resultat wie mit der Regel des Faulen Statistikers
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