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Kapitel 1

Regulare Sprachen

1.1 Endliche Automaten

Rechenmaschinen spielen in der Informatik eine zentralee Rdier beschaftigen wir
uns mit mathematischen Modellen fur Maschinentypen voaergohiedlicher Berech-
nungskraft. In der Vorlesung Theoretische Informatik 1aeudie Turingmaschine als
ein universales Berechnungsmodell eingefiihrt. In dieseleSung werden wir eine
Reihe von Einschrankungen dieses Maschinenmodells karnen, die vielfaltige
praktische Anwendungen haben. Dabei betrachten wir zshéeh Entscheidungs-
probleme, was der Berechnung vé@, 1}-wertigen Funktionen entspricht. Zur Be-
schreibung der Problemeingaben wird ein Eingabealptialetwendet.

Definition 1.1 Ein Alphabetist eine geordnete endliche Mengle= {a4,...,a,}
vonZeichen Eine Folger = z; ...z, € X" heilstWort (der Lange n). Die Menge
aller Worter tiberX: ist

E*:UE”:{x1-~-xn|n20undxiGEfUrizl,...,n}.

n>0

Das (einzige) Wort der Lange = 0 ist dasleere Wort welches wir mit bezeichnen.

Ein endlicher Automat ist eine auf - .
ein Minimum ,abgespeckte* Turing-
maschine, die nur kostant viel Spei- x - |z,
cherplatz zur Verfigung hat und bei
Eingaben der Lange nur n Rechen- /
schritte ausfihren darf. Um die gesam-

te Eingabe lesen zu kénnen, muss der Steuer-
Automat also in jedem Schritt ein Zei- einheit
chen der Eingabe verarbeiten.
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Definition 1.2 Ein endlicher Automat(kurz: DFA; deterministic finite automatgn
wird durch ein 5-TupeM = (Z, %, 6, qv, E') beschrieben, wobei

7 eine endliche Menge vatustanden

) dasEingabealphabet

§ : Z x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion,

qo € Z der Startzustandund

e I/ C Z die Menge deEndzustandast.

Die von M akzeptierteodererkannte Sprachest

EIQI7“‘7QH—1€Z7qn€E: }

L(M) = {ajlxn e (S(Qi,-TiJrl) =g furi=0,....n—1

Beispiel 1.3 Betrachte den DFAV = (Z,3,4,0, E)
mit Z = {0,1,2}, ¥ = {a,b}, E = {1} und der
Uberfuhrungsfunktion

Graphische Darstellung:

1 2
20
0 1

< o]

Der Startzustand wird meist durch einen Pfeil und Endzuastamerden durch einen
doppelten Kreis gekennzeichnet. N

Behauptung 1.4 M akzeptiert die Sprache
L(M) ={z € X" | #a(z) — #(2) = 1 (mod 3)},

wobei #,(z) die Anzahl der Vorkommen des Buchstaberis = bezeichnet. (Fur
J = k (mod m) schreiben wir im Folgenden auch kujz=,, k.)

Beweis Bezeichnei(q¢, z) denjenigen Zustand, in dem sidti nach Lesen von be-
findet, wenn) im Zustand; gestartet wird. Dann kdnnen wir die Funktion

~

0: XX =7

induktiv wie folgt definieren. Flg € Z, x € ¥X* unda € X sei

~

0(¢.2) = 4,
za) = 0(d(q, ), a).

3(q,
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Da 1 der einzige Endzustand vaW ist, reicht es, folgende Kongruenzgleichung zu
zeigen:

~

0(0,2) =5 #a(2) — #o(2),

Wir beweisen die Kongruenz induktiv tiber die Lange won
Induktionsanfang (|z| = 0): klar, dad(0,e) = 0 und#,(e) = #,(c) = 0 ist.

Induktionsschritt (n ~ n + 1): Seix =z ---x,,1 gegeben. Nach IV ist

~

0(0,21 -+ ) =3 #al@1 - @n) — #o(21- - T0).
Wegen
§(i,a) =34+ 1undd(i,b) =50 — 1
folgt daher sofort
6(0,2) = 0(6(0, @1 - - - ), Tny1) =5 H#alz) — #4().
O

Eine von einem DFA akzeptierte Sprache wirdralgular bezeichnet. Die zugehorige
Sprachklasse ist

REG = {L(M) | M ist ein DFA}.
Um ein intuitives Verstandnis fur die Berechnungskraft #As zu entwickeln, wer-
den wir uns zunéchst intensiv mit der Beantwortung folgekaage beschatftigen.
Frage: Welche Sprachen gehoren R&G und welche nicht?
Dabei legen wir unseren Uberlegungen ein beliebiges alsérgvahltes Alphabet
Y ={a,...,a,} zugrunde.

Beobachtung 1.5 Alle Sprachen, die aus einem einzigen Wort z; ---x,, € X*
bestehen, sind regular. Fur folgenden DRAgilt namlich L(M) = {x}.

a €

Formal lasst sichM also durch das TupelM = (Z,%,6,q0,F) mit Z =
{qo, ..., qn, e}, E = {g,} und der Uberfuhrungsfunktion

5 )i+, =g fure|nlm|t0§1 Sn—lundaj = Tiy1
(4:5) = e, sonst

beschreiben.
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Als néchstes betrachten wir Abschlusseigenschaften decBidass&EG.

Definition 1.6 Ein (k-stelliger) Sprachoperatorist eine Abbildungp, die k Spra-
chenL,,..., Ly auf eine Sprachep(L,, ..., L;) abbildet.

Beispiel 1.7 Der 2-stellige Schnittoperator bildet zwei Sprachbnund L, auf die
Sprachel,; N L, ab. <

Definition 1.8 Eine Sprachklassk heil3t unterop abgeschlosserwenn gilt:
Li,..., Ly EIC:>0p(L1,...,Lk) e K.

Der Abschlussvon K unterop ist die kleinste Sprachklas&g, die IC enthalt und unter
op abgeschlossen ist.

Beobachtung 1.9 Mit L,, L, € REG sind auch die Spracheh, = ¥* \ L;, L; N L,
und L, U L, regulér. Sind namlichVl; = (Z;, %, 0, qo, E;), i = 1,2, DEAS mitL(M;) =
L;, so akzeptiert der DFA

My = (Z1,%, 61,40, 21 \ E1)

das Komplement, von L. Der SchnittZ, N L, von L, und L, wird dagegen von dem
DFA
M' = (Zy x Z5,%,0, (o, 00), E1 X E3)
mit
8'((q,p),a) = (01(q, a), 02(p, a))
akzeptiert (/' wird auch Kreuzproduktautomat genannt). Weger.; U L, =

(L_1 N L_2> ist dann aber auch die Vereinigung vén und L, regular. (Wie sieht der
zugehdrige DFA aus?)

Aus Beobachtung 1.9 folgt, dass alle endlichen und allenziéhen Sprachen regulér
sind. Da die in Beispiel 1.3 betrachtete Sprache weder @naloch co-endlich ist,
haben wir damit allerdings noch nicht alle regularen Speadrfasst. Es stellt sich die
Frage, olREG neben den mengentheoretischen Operationen Schnittniguwag und
Komplement unter weiteren Operationen wie etwaRieduktbildung

LiLy={zy|x € L,y € Ly}

(auchVerkettung oderKonkatenation genannt) oder der Bildung d&ternhille
n>0

abgeschlossen ist. Diefache PotenZ™ von L ist dabei induktiv definiert durch

L0 ={e}, L""' = ["L.



1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten 5

Im Gbernachsten Abschnitt werden wir sehen, dass die KRE&als der Abschluss
der endlichen Sprachen unter Vereinigung, ProduktbildurdjSternhille charakteri-
sierbar ist.

Beim Versuch, einen endlichen Automaten fur das Produkt, zweier regularer

Sprachen zu konstruieren, sté3t man auf die Schwierigéteit, richtigen Zeitpunkt

fir den Ubergang von (der Simulation voi), zu M, zu finden. Unter Verwendung
eines nichtdeterministischen Automaten lasst sich diesaislem jedoch leicht behe-
ben, da dieser den richtigen Zeitpunkt ,erraten“ kann.

Im nachsten Abschnitt werden wir nachweisen, dass auchdatrministische endli-
che Automaten nur regulare Sprachen erkennen konnen.

1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.10 Ein nichtdeterministischer endlicher Automagkurz: NFA; nonde-
terministic finite automatgnV = (Z, %, 9, )y, E) ist &hnlich aufgebaut wie ein DFA,
nur dass er mehrere Startzustdnde (zusammengefasst inetegedd, C 7) haben
kann und seine Uberfiihrungsfunktion

§:Zx% —P(2)
die PotenzmendB(Z) von Z als Wertebereich hat. Die vaN akzeptierte Sprache ist

3(10 €Q0>qla"'aQTL71 EZ,anEZ }

LNy = {x1~--xn€2 Giv1 € 0(qi Tia) fUri=0,...,n—1

Ein NFA kann also nicht nur eine, sondern mehrere versche&echnungen ausfih-
ren. Die Eingabe gehdrt bereits dann/zuV), wenn bei einer dieser Rechnungen nach
Lesen des gesamten Eingabewortes ein Endzustand erréidht w

Im Gegensatz zu einem DFA, dessen Uberfiihrungsfunktiod@ufesamten Menge
Z x ¥ definiert ist, kann ein NFA ,stecken bleiben®. Das ist dann Eall, wenn er
in einen Zustand gelangt, in dem das nachste Eingabezeichemegend(q, z;) = 0
nicht gelesen werden kann.

Beispiel 1.11 Betrachte den NFAV = (Z,%,0,Qo, F) mit Zustandsmenge =
{p,q,r, s}, Eingabealphabet = {0, 1,2}, Start- und Endzustandsmen@g = {p}
und £ = {s} sowie der Uberfiihrungsfunktion

Graphische Darstellung:

6l »p g r s 0~ 1~ 2

0 g} 0 0 0 *@@@@
L {p} {r} 0 0

2 {p} 0 {s} O 0,1,2

Offensichtlich akzeptiertv die Sprache.(N) = {2012 | = € ¥*} aller Worter, die
mit dem Suffix012 enden. N
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Beobachtung 1.12 SindN; = (Z;, %, 0;, Q:, E;) (i = 1,2) NFAs, so werden auch die
Sprachen.(N;)L(N) und L(N;)* von einem NFA erkannt. Wir kdnneh N Z; = ()
annehmen. Dann akzeptiert der NFA

N = (Z1U Zy,%,0,01, F)

mit
51(]97@)7 pGZI\Ela
5(p’ &) = 51(]77 a) U quQQ 52(Qa &)7 pE Ela
da(p, a), sonst
und

7o EiUE;, Q:NE;#0
Es, sonst

die Sprachd.(N;)L(N;) und der NFA

N* = (Zy U{gneu}, 2, 6%, Q1 U {Gneu}, B1 U {Gneu})
mit
E
5*(pa @) = 6(}9, G) U UqGQl 5((17 a), p € L,
0p.a), sonst

die Sprachd.(N;)*.
Theorem 1.13 REG = {L(N) | N ist ein NFA.

Beweis Die Inklusion von links nach rechts ist klar, da jeder DFA lawads NFA
aufgefasst werden kann. Fiur die Gegenrichtung konstruiene zu einem NFA
N = (Z,%,0,Qo, E) einen DFAM mit L(M) = L(N). Zunachst erweitern wir
die Uberfuhrungsfunktion : Z x ¥ — P(Z) zud' : P(Z) x X — P(Z) mittels

§'(Q,a) = | 4(q, a).

q€Q

und zeigen folgende Behauptung:

"(Qo, ) enthalt alle vonN bei Eingaber in |z| Schritten erreichbaren
Zustande.

Wir beweisen die Behauptung induktiv Uber die Lange won

Induktionsanfang (|z| = 0): klar, dad’(Qq, ) = Qy ist.



1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten 7

Induktionsschritt (n — 1 ~ n): Seix = x; - - - x,, gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung enthalt

Qn-1 = 5’(@0, Ty Tpoq)

alle Zustéande, dié&V(z) in n — 1 Schritten erreichen kann. Wegen

0(Qo x) = 0" (Qur,zn) = | (g 2)

q€EQn-1

enthalt dann abe#’(Q,, z) alle Zustande, dieV(z) in n Schritten erreichen
kann.

Nun ist leicht zu sehen, dass der DFA

M= (P(Z),%,§,Qo, E)

= Jd(g,a)

q€Q

mit

und
E={QCZ|QNE+#0}

aquivalent zuV ist, da fur alle Woérter: € ¥* qilt:

x € L(N) < N(z)kannin genalz| Schritten einen Endzustand erreichen
0'(Qo, w) N E #0

5(Qo,x) € F'

x € L(M).

t ¢

Beispiel 1.14 Fur den NFAN = (Z, 3,4, Q)y, E') aus Beispiel 1.11

0 L) 2
e OnnO

0,1,2

ergibt die Konstruktion des vorigen Satzes den folgendeA DF (nach Entfernung
aller vom Startzustan@, = {p} aus nicht erreichbaren Zustéande):

7 [0 1 2
Q=1{p} |{pa {p} {p}
={p,q} | {p,a} {p.7} {p}

2 =1{p,r} | {p,at {p} {p s}

Qs ={p,s} |[{p.a {p} {p}
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Im obigen Beispiel wurden fur die Konstruktion des DBA aus dem NFAN nur 4

der insgesantt!?ll = 16 Zustande benétigt, da die tibrigen 12 ZustandB(#) nicht
vom Startzustand), = {p} aus erreichbar sind. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen
alle 21%l zustande inP(Z) fiir die Konstruktion des so genanntBaotenzmengenau-
tomaten M bendtigt werden (siehe Ubungen).

1.3 Regulare Ausdriicke

Wir haben uns im letzten Abschnitt davon tberzeugt, dask &lKAs nur regulére
Sprachen erkennen kénnen:

REG = {L(M) | M istein DFA} = {L(N) | N ist ein NFA}.

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Charaktensigrder regularen Sprachen
kennen lernen:

REG ist die Klasse aller Sprachen, die sich mittels der Opanatd/erei-
nigung, Durchschnitt, Komplement, Produkt und Sternhdilie der leeren
Menge und den einelementigen Sprachen bilden lassen.

Tatsachlich kann hierbei sogar auf die Durchschnitts- unchplementbildung ver-
zichtet werden.

Definition 1.15 Die Menge dereguléaren Ausdrtickey (Uber einem Alphabet) und
die durchy dargestellte Sprachg(+) sind induktiv wie folgt definiert. Die Symbdle
eunda (a € X) sind regulare Ausdricke, die

e die leere Spraché& () = 0,
e die Sprachd.(¢) = {¢} und
o flr jedes Zeichen € ¥ die Sprachd.(a) = {a}

beschreiben. Sind und (3 regulare Ausdrucke, die die Sprachéfw) und L(/3) be-
schreiben, so sind auehg, («|3) und («)* regulare Ausdriicke, die die Sprachen
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o L(af) = L()L(P),

o L(o|f) = L(a) U L(B) und

o L((@)") = L(a)”
beschreiben.

Beispiel 1.16 UberX = {0, 1} sinde*, 0%, (0[1)*00 und(e0|@1*) regulare Ausdriicke,
die folgende Sprachen beschreiben:

v * 0 (0[1)*00 (e0]01*)
L(y) || {e} ={e} |0 ={e} [{z00 [z e X"} | {0}

Bemerkung 1.17

e Um Klammern zu sparen, definieren wir folgertézedenzordnung
Der Sternoperatot bindet starker als der Produktoperater und dieser wiederum
starker als der Vereinigungsoperatpr

e Da der regulare Ausdruck~* die Sprachd.()* beschreibt, verwenden wir"
als Abkurzung fir den Ausdrueky™.

Beispiel 1.18 Betrachte den DFAV:

Um fur die vonM erkannte Sprache
L(M) = {x € {a,b}" | #a(x) — #4(2) =3 1}

einen regularen Ausdruck zu finden, betrachten wir zun&tiessprachd., = {z €
{a,b}* | #a4(x) — #4(x) =3 0}. Da sichL; durch den reguléren Ausdruck

7 = (a(ab)*(aalb) | b(ba)*(a|bb))"
beschreiben lasst, erhalten wir fliA/) den reguléaren Ausdruck(ba)* (a|bb). N

Theorem 1.19 REG = {L(v) | v ist ein regulérer Ausdruck
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Beweis Die Inklusion von rechts nach links ist klar, da die Basishiiske(), ¢ unda,
a € X*, nur regulare Sprachen beschreiben und die Sprachkk&sseinter Produkt,
Vereinigung und Sternhiille abgeschlossen ist (siehe Béoagen 1.9 und 1.12).

Fur die Gegenrichtung konstruieren wir zu einem DFAeinen regulédren Ausdruck
v mit L(v) = L(M). Sei alsoM = (Z,%,4,qo, ) ein DFA, wobei wir annehmen

kdnnen, dasg = {1,...,m} undgy = 1 ist. Dann lasst sicli()) als Vereinigung
L(M) = U Lyg
qeE

von Sprachen der Form
Lyg={z € %" | d(p,x) = q}

darstellen. Folglich reicht es zu zeigen, dass die Spraéghgrdurch regulare Aus-
dricke beschreibbar sind. Hierzu betrachten wir die Sgrach

Ly, ={reX| 6(p,x) =qundfuri=1,... . n—1giltd(p, a1 --- ;) <r}.

WegenL, , = L}, reicht es, regulare Ausdrucke  fur die Spracheri; , anzugeben.
Im Fall » = 0 enthalt

o _JlaeX|ipa)=qtufe}, p=q
P {a € X |d(p,a) = q}, sonst

nur Buchstaben (und eventuell das leere Wort) und ist samcii durch einen regula-
ren Ausdruclqg’q beschreibbar. Wegen

r+1 T T T xTT
Lp,q - Lp,qULp,rJrl(LrH,rH) Lr+1,q

lassen sich aus den regularen Ausdruckenfur die Spracher;  leicht regulare
Ausdriicke fur die Sprachefif*! gewinnen:

r+1 _ r r r * T
’yp7q - 7p,q|7p,r+1(7r+1,r+1) ’errl,q‘

Beispiel 1.20 Betrachte den DFA

b b
Da M insgesamin = 2 Zustande und nur den Endzustahiesitzt, ist

LM) = |JLig=Lia=L3, = L(7,).

qeE
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Um~{, zu berechnen, benutzen wir die Rekursionsformel

r+1 __ r r * T
’}/pq fyp q|fyp,7‘+1(’77’+1,7’+1) ’77’+1,q

und erhalten
7%,2 = 7%,2|’711,2(7%,2)*
711,2 = 7?,2|7?,1(7?,1)*7?,27
7%,2 = 73,2|Vg,1(7?,1)*7?,2‘

Um einen regularen Ausdruck fir(M) = L(b*a(blab*a)*) zu erhalten, genigt es
also, die regularen Ausdriickg |, 772, 72 1, 72,2 V1,2: 72,2 Und~7 , Zu berechnen:

r b, q
1,1 1,2 2.1 2.2
01 €lb a a €lb
al(e[b)(e]b)"a (€lb)|a(elb)*a
1 - N —_— - | S ——
b*a e|blab*a
) b*alb*a(e|blab™a)*(e|blab™a)

b*a(blab*a)*

1.4 Relationalstrukturen

Sei A eine nichtleere MengeR; eine k;-stellige Relation aufd, d.h. R; C A% fur
i = 1,...,n. Dann heil3t(A; Ry, ..., R,) Relationalstruktur. Die MengeA heif3t
Grundmenge TrdgermengeoderIndividuenbereich der Relationalstruktur.

Bemerkung 1.21

e Wir werden hier hauptséchlich den Fall = 1, k; = 2, also (A, R) mit R C
A x A betrachten. Man nennt dank eine(bin&re) Relationauf A.

e Oft wird fUr (a,b) € R auch dielnfix-Schreibweisea Rb benutzt.
Beispiel 1.22

o (F,M)mitF :={f| fistFlussin Europpund
M :={(f,g9) € F x F| f mindeting}.
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e (U,B)mitU := {x | x ist Berliner} und
B :={(z,y) € U x U | z ist Bruder vony}.

e (P(M),C), wobeiP(M) die Potenzmenge einer beliebigen Mengeund C
die Inklusionsbeziehung auf den Teilmengen vidrnist.

o (A, Idy), wobeildy = {(z,z) | € A} die Identitét auf A ist.
e (R, ).
e (Z,|), wobei| die "teilt"-Relation bezeichnet.

o (Fml,=)mit Fml := {F | F ist aussagenlogische Formeind
== {(F,G) € Fml x Fml | G ist aussagenlogische Folgerung \ioh.

Graphische Darstellung von Relationen

Eine Relationk auf einer endlichen Mengé kann durch einegerichteten Graphen

G = (V, E) mit KnotenmengeV = A und Kantenmenge E = R veranschaulicht
werden. Hierzu stellen wir jedes Element A als einen Knoten dar und verbinden
jedes Knotenpaafz,y) € R durch eine gerichtete Kante (Pfeil). Zwei durch eine
Kante verbundene Knoten heil3eanachbart oderadjazent

Beispiel 1.23 Fur die Relation (A,R) mit A = {a,b,c,d} und R =
{(b,¢),(b,d), (c,a),(c,d),(d,d)} erhalten wir folgende graphische Darstellung.

@ ©
O ON )

Der Ausgangsgradeines Knotens € V istd,(z) = ||R(z)||, wobeiR(z) = {y €

V' | xRy} der Nachbereichvon x ist. Entsprechend ist;,(z) = |[{y € V | yRz}||

der Eingangsgradvon x. Falls R symmetrisch ist, kbnnen die Pfeilspitzen auch weg-
gelassen werden. In diesem Falld$t:) = d;,(x) = d,.(z) derGrad vonz. Ist R
zudem irreflexiv, so erhalten wir einen (schleifenfrei@raphen.

Darstellung durch eine Adjazenzmatrix

Eine RelationR auf einer endlichen (geordneten) Mendge= {ay, ..., a,} lasst sich
durch eine boolesche x n-Matrix Mg = (m;;) mit

e 1, (IZ‘RCL]‘,
Y] 0, sonst
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darstellen. Beispielsweise hat die Relation

R ={(b,c), (b,d), (c,a),(c,d),(d,d)}

auf der Menged = {a, b, ¢, d} die Matrixdarstellung

Mp =

o = O O
o O OO
S O = O
_ == O

Darstellung durch eine Adjazenzliste

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine endliche Retalz in Form einer Tabelle
darzustellen, die jedem Elementc A seinen NachbereicR(x) in Form einer Liste
zuordnet:

x| R(x)
al -

b| c,d

c| a,d

d| d

1.4.1 Eigenschaften von Relationen

Sei R eine Relation aufA. Dann heil3tR
reflexiv, fallsVx € A: zRx (d.h.Idy C R),
irreflexiv, fallsVz € A : ~zRx (d.h.Idy C R),
symmetrisch fallsVz,y € A: 2Ry = yRx (d.h.R C RT),
asymmetrisch  fallsVz,y € A : xRy = —yRz (d.h.R C RT),
antisymmetrisch, fallsvVx,y € A: xRy AyRx = x = y (d.h. RN RT C Id),

konnex, fallsVz,y € A: 2Ry V yRx (d.h.Ax A C RURT),
semikonnex fallsVr,y € A: 2 #y = 2Ry VyRz (d.h.Id C RU R"),
transitiv, fallsVa,y,2 € A: 2Ry ANyRz = xRz (d.h.R?> C R)

gilt.

Beispiel 1.24

e Die Relation "ist Schwester von” ist zwar in einer reinen Rangesellschaft
symmetrisch, i.a. jedoch weder symmetrisch noch asymseétrioch antisym-
metrisch.

e (R, <) istirreflexiv, asymmetrisch, transitiv und semikonnex.
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e (R, <)und(P(M), Q) sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

e (R, <)istauch konnex un@P (M), C) istim Fall ||[M|| < 1 zwar auch konnex,
aber im Fall|| M || > 2 weder semikonnex noch konnex.

<

Operationen auf Relationen

Da Relationen Mengen sind, sind auf ihnen die mengenthsohein Operationen
Durchschnitt, Vereinigung, Komplement und Differenz definiert. Seienk und S
Relationen auf4, dann ist

RNS = {(z,y) € Ax A|zRy A xSy},

RUS = {(z,y)e Ax A|zRyV xSy},

R—S = {(z,y) € Ax A|xRyA—-zSy},
R = (AxA)-R

Sei allgemeinetM C P(A x A) eine beliebige Menge von Relationen aifDann
sind derSchnitt iber M und dieVereinigung tber M folgende Relationen:

ﬂ./\/l = {(z,y) | VR € M : xRy}

U./\/l = {(z,y) | IR € M : xRy}
Weiterhin ist dielnklusionsrelation R C S auf Relationen definiert:
RCS<<Vr,y: xRy — xSy.
Die transponierte (konverse) Relationzu R ist
R" := {(y,x) | xRy}

RT wird oft auch mitR~! bezeichnet. Zum Beispiel i$R, <) = (R, >).

Eine wichtige zweistellige Operation auf der Merigjed x A) aller Relationen auft
ist das Relationenprodukt (auch Komposition genannt).

DasProdukt zweier Relationer und S auf A ist
RoS:={(z,2z) | Jy: xRy NySz}.

Ubliche Bezeichnungen fiir das Relationenprodukt sind @uchund R - S oder ein-
fachRS. FurR o - - - o R wird auchR" geschrieben. Dabei igt’ = Id.
—_—
n-mal
Vorsicht: Dasn-fache Relationenprodukt voR sollte nicht mit demn-fachen kar-
tesischen Produkt devienge R verwechselt werden. Wir vereinbaren, ddgs das
n-fache Relationenprodukt bezeichnen soll, félseine Relation ist.



1.4 Relationalstrukturen 15

Beispiel 1.25 Ist B die Relation "ist Bruder von”}/ "ist Vater von”, M "ist Mutter
von"und E = V U M "ist Elternteil von”, so istB o F die Relation "ist Onkel vonk

Sind Mg = (r;;) und Mg = (s;;) boolesche: x n-Matrizen furR und .S, so erhalten
wir fur 7' = R o S die Matrix My = (¢;;) mit

7777

Der Nachbereicl'(x) von z bzgl. der Relatioi” = R o S berechnet sich zu

T(z) = J{SW) |y e R} = |J S).
)

yER(z

Beispiel 1.26 Betrachte die RelationeR = {(a,a),(a,c),(c,b),(c,d)} und S =
{(a,b),(d,a), (d,c)} auf der Menged = {a, b, ¢, d}.

| Relation | R S RoS SoR |
» @Q—® O—W @ ®
Graph
O—@ OO @ O
) 1010 0100 0100 0000
Adjazenz- | 0000 0000 0000 0000
matrix 0101 0000 1010 0000
0000 1010 0000 1111
) a:a,c a:b a:b a:-
Adjazenz- | p:- b:- b:- b:-
liste c:b,d c:- c:.a,c c:-
d:- d:a,c d:- d:a,b,c,d

<

Beobachtung: Das Beispiel zeigt, dass das Relationenprodukt nicht kotatmuist,
d.h.i.a. giltnichtRo S = So R.

Als néchstes zeigen wir, dass die Merige= P(A x A) aller bindren Relationen auf
mit dem Relationenproduktals bindrer Operation und der Relatibf, als neutralem
Element eine Halbgruppe (odktonoid) bildet.

Theorem 1.27 Seien@, R, S Relationen aufd. Dann gilt

(i) (QoR)oS =Qo(RoS), d.h.oistassoziativ,
(ii)) Ido R= RoId= R, d.h.Idist neutrales Element.
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Beweis
(z) Esqilt:
z(QoR)oSy & JueA:z(QoR)u NuSy
& JueA:(veA:xQuRu) NuSy
& dJuveA:xQuRuSy
& ved:zQu AN (FueA:vRu A uSy)
& ved:xzQu(RoS)y
& zQo(RoS)y

(ii)) Wegenx I[do Ry < dz:x =2 N 2z Ry< x Ryfolgt Ido R = R. Die
GleichheitR o Id = R folgt analog. O

Manchmal steht man vor der Aufgabe, eine gegebene RelAtaurch eine mdglichst
kleine Modifikation in eine Relatio’ mit vorgegebenen Eigenschaften zu tberfuh-
ren. Will man dabei alle iR enthaltenen Paare beibehalten, dann séfli@usR durch
Hinzufligen moglichst weniger Paare hervorgehen.

Es lasst sich leicht nachprifen, dass der Schnitt Uber eieegkl reflexiver (bzw.
transitiver oder symmetrischer) Relationen wieder reflékzw. transitiv oder sym-
metrisch) ist. Folglich existiert zu jeder Relatidghauf einer Menged eine kleinste
reflexive (bzw. transitive oder symmetrische) Relatigpndie R enthélt.

Definition 1.28 SeiR eine Relation.

e Die reflexive Hiille von R ist

heest(R) = ﬂ{S C A x A| Sistreflexivundr C S}.
e Die symmetrische Hotillevon R ist
hey( R) = ﬂ{S C Ax A| S istsymmetrischun®& C S}.

e Die transitive Hlulle von R ist
R* = ﬂ{S C A x A| SisttransitivundR C S}.
e Die reflexiv-transitive Hiille von R ist
R* = ﬂ{S C A x A | Sistreflexiv, transitivund? C S}.
Theorem 1.29 SeiR eine Relation aufd.

(i) hren(R) = RU Idy,
(ii) hsy R) = RU RT,



1.4 Relationalstrukturen 17

(iii) BT = Unzl R,
(iv) R* = UnZO R™.
Beweis Siehe Ubungen. O

Anschaulich besagt der vorhergehende Satz, dass ein(&aargenau dann in der
reflexiv-transitiven HulleR* von R ist, wenn es eim > 0 gibt mit aR"b, d.h. es gibt
Elementer,...,z, € Amitzy = a, z, = bund

roRx1Rxo - - - 2,1 Rx,,.

In der Graphentheorie nennt mag- - - x,, einenWeg der Ldngen von a nach b.

1.4.2 Agquivalenz- und Ordnungsrelationen

Die nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick tber die defanden Eigenschaften
der wichtigsten Relationalstrukturen.

\ [ refl. sym. trans. asym. antisym. konnex semikpn.

Aquivalenzrel. v v
(Halb-)Ordnung|| v
Striktordnung
lineare Ord.
lin. Striktord.
schwache Ord.
Quasiordnung v

SNENENENENENEN
\
{\

In der Tabelle sind nur die definierenden Eigenschaftendeirc”v'” gekennzeichnet.
Das schlief3t nicht aus, dass gleichzeitig auch noch welggenschaften vorliegen
konnen.

Wir betrachten zunachst eine Reihe von BeispielenAguivalenzrelationen, die
durch die drei Eigenschatften reflexiv, symmetrisch undsitandefiniert sind.

Beispiel 1.30
o Auf der Menge aller Geraden iR’ die Parallelitat.
e Auf der Menge aller Menschen "im gleichen Jahr geboren wie”.

e Auf Z die Relation "gleicher Rest bei Division dureh’.

¢ Auf der Menge der aussagenlogischen Formeln die semaatisghivalenz. <
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Ist £ eine Aquivalenzrelation, so nennt man denazgehorigen Nachbereich(x)

die von z représentierte Aquivalenzklasseund bezeichnet sie mjt] oder einfach
mit [x]. Die durchE auf A induzierte Partitiod{ [z] | = € A} wird Quotienten- oder
Faktormenge genannt und mitd/E bezeichnet. Die Anzahl der Aquivalenzklassen
von E wird auch als defndex von E bezeichnet.

Definition 1.31 Eine Familie{AZ; | i € I} von nichtleeren Teilmenge¥l; C A heil3t
Partition der MengeA, falls gilt:

a) die Mengen\/; UberdeckenA, d.h.A = J._, M; und

i€l
b) die MengenV/; sind paarweise disjunktd.h. fiir je zwei verschiedene Mengen

Wie der nachste Satz zeigt, beschreiben Aquivalenzrelti@ufA und Partitionen
von A den selben Sachverhalt.

Theorem 1.32 SeiFE eine Relation aufl. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) E isteine Aquivalenzrelation auf.
(i7) Furalle x,y € A qilt
By < E(z) = E(y) (%)
(iit) Eistreflexivund{ E(x) | x € A} ist eine Partition vorA.

Beweis

(i) = (ii) SeiF eine Aquivalenzrelation aut. Da E transitiv ist, impliziertz Ey die
Inklusion E(y) C E(x):

z€ E(y) = yEz= xEz= z € E(x).

Da E symmetrisch ist, folgt augFEy aber auch®'(z) C E(y).

Umgekehrt folgt aust(z) = E(y) wegen der Reflexivitat voiy, dassz €
E(x) = E(y) enthalten ist, und somitEy. Dies zeigt, das die Aquivalenz
(%) erfullt.

(17) = (i17) Falls E die Bedingungx) erfullt, so folgt sofortz Ex (wegenE(x) =
E(z)) und folglich tGberdecken die Nachbereichér) (wegenz € E(x)) die
MengeA.

Ist E(x)NE(y) # 0 undz ein ElementinZ(z)NE(y), so giltz Ez undyEz und
daher folgtF(z) = E(z) = E(y). Da also je zwei Nachbereictieg(z) und E(y)
entweder gleich oder disjunkt sind, bildgE(z) | + € A} sogar eine Partition
von A.
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(14) = (¢) Wird schlief3lichA von den MengerE(z) partitioniert, wobeir € E(x)
fur allex € A gilt, so folgt

tEy<ye E(x)NE(ly) < Ex) =E(y).

Daher Ubertragen sich die Eigenschaften Reflexivitat, Sgtmenund Transiti-
vitat unmittelbar von der Gleichheitsrelation auf

O

Beispiel 1.33 Fiir die weiter oben betrachteten Aquivalenzrelationealegh wir fol-
gende Klasseneinteilungen.

e FUr die Parallelitat auf der Menge aller Geraderif alle Geraden mit dersel-
ben Richtung (oder Steigung) bilden jeweils eine Aquivaléasse.

e Fir die Relation "im gleichen Jahr geboren wie” auf der Mealier Menschen:
jeder Jahrgang bildet eine Aquivalenzklasse.

e Fir die Relation "gleicher Rest bei Division dureli’ auf Z: jede derm Rest-
klassen0], [1], ..., [m — 1] mit

rl={a€Z]|amodm=r}
bildet eine Aquivalenzklasse. <

Die kleinste Aquivalenzrelation auf ist dieldentitat /d 4, die groRte diéllrelation

A x A. Die Aquivalenzklassen der Identitat enthalten jeweils @in Element, d.h.
A/ldy = {{z} | * € A}, und die Allrelation erzeugt nur eine Aquivalenzklasse,
namlichA/(A x A) = {A}.

Fur zwei Aquivalenzrelatione® C E’ sind auch die Aquivalenzklass@fiE von E

in den Klassenz|z von E’ enthalten. Folglich ist jede Aquivalenzklasse vBhdie
Vereinigung von (evtl. mehreren) Aquivalenzklassen vion Im Fall E C E’ sagt
man auch,FE; bewirkt einefeinere Partitionierung alsZ;. Demnach ist die ldentitat
diefeinsteund die Allrelation diegrobste Aquivalenzrelation.

Da der Schnitt tiber eine Menge von Aquivalenzrelationemlaieine Aquivalenzre-
lation ist, kdnnen wir fUr eine beliebige Relatidghauf einer Menged die kleinsteR
umfassende Aquivalenzrelation definieren:

hag(R) == ﬂ{E | E ist eine Aquivalenzrelation auf mit R C E}
In der Sprache der Graphentheorie werden die digghR?) generierten Aquivalenz-

klassen auch diechwachen Zusammenhangskomponenteates gerichteten Graphen
(A, R) genannt (siehe Ubungen). Als nachstes betrachten wir Qg
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Definition 1.34 (A, R) heif3t Ordnung (auch Halbordnung oder partielle Ord-
nung), wennR eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relatigin4aist.

Beispiel 1.35

e (Z,<)und(N,|) sind Ordnungen. Erstere ist linear, letztere nicht.

e FUr jede MengéV/ ist die relationale StruktufP(M); C) eine Ordnung. Diese
ist nur im Fall|| M| < 1 linear.

o Auf der MengeA(M) aller Aquivalenzrelationen auf/ die Relation "feiner
als”. Dabei ist, wie wir gesehen habdn, eine Verfeinerung vot,, falls £, in
E, enthalten ist. In diesem Fall bewirt; namlich eine feinere Klasseneintei-
lung aufM als E,, da jede Aquivalenzklasse vdr in einer Aquivalenzklasse
von E5 enthalten ist.

e Ist R eine Ordnung aufl und B C A, so heil3t die Ordnungz = RN (B X
B) die Einschrdnkung (oder Restriktion) von R auf B. Beispielsweise ist
(A(M); C) die Einschrankung vo(P (M x M); C) auf A(M). N

Ordnungen lassen sich sehr anschaulich durch Hasse-Diagradarstellen. Sek
eine Ordnung au# und sei< die Relation< N Id4. Um die Ordnung< in einem
Hasse-Diagrammdarzustellen, wird nur der Graph d&achbarrelation

g=<\<% dhz<y & z<yA-Tz:x<z<y

gezeichnet. Flx < y sagt man auchy ist oberer Nachbar von x. Weiterhin wird im
Fall z < y der Knoteny oberhalb vom Knoten: gezeichnet, so dass auf Pfeilspitzen
verzichtet werden kann.

Beispiel 1.36

1. Die Inklusionsrelation auf der Potenzmerf@eV/) von M = {a, b, ¢} und die
Verfeinerungsrelation auf der Mengé M) aller Aquivalenzrelationen aufl =
{a, b, c} lassen sich durch folgende Hasse-Diagramme darstellen.

M M x M

{a,b} {b,c}

>" heaf (b)) § haf(a,0)) e 2 ")
aq (@,

{a} {c}

0 Tdy
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2. Die "teilt’-Relation auf{1,2,...,10} ist durch folgendes Hasse-Diagramme
darstellbar.

<

Definition 1.37 Sei< eine Ordnung aufA und seih € H Element einer Teilmenge
H C A.

¢ h heildtkleinstes Elementoder Minimum von H (h = min H), falls gilt:

Vh' e H:h <.

e h heil3tgrélstes Elementoder Maximum von H (h = max H), falls gilt:

Vh' € H: h < h.

e a heil3tminimal in H, falls es inH kein kleineres Element gibt:

Vi e H: W <h=h =h.

e a heil3tmaximal in H, falls es inH kein grél3eres Element gibt:
Vi e H:h<h =h=Hn.

Bemerkung 1.38 Wegen der Antisymmetrie kann esirhochstens ein kleinstes und
hochstens ein grof3tes Element geben.

Definition 1.39 Sei< eine Ordnung aufi und seid C A.

e Jedes Element € A mitu < h fur alle h € H heil3tuntere und jedes € A
mit h < o fur alle h € H heil3tobere Schrankevon H .

e 1 heilRtnach oben beschridnktwennH eine obere Schranke hat, uméch
unten beschrankt wennH eine untere Schranke hat.

e H heilRtbeschrdnkt wennH nach oben und nach unten beschrénkt ist.

e BesitztH eine grofite untere Schranked.h. besitzt die Mengg aller unteren
Schranken vor{ ein gréldtes Element so heil3t das Infimum von H (i =
inf H):

(VheH:h>i)AN[Vue A: Vhe H:h>u)=u<i.
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e BesitztH eine kleinste obere Schranked.h. besitzt die Meng@ aller oberen
Schranken vor{ ein kleinstes Element, so heil3ts das Supremum von H
(s =sup H):

(VheH:h<s)ANNoe A:(Vhe H:h<o0)=s<o0|
Bemerkung 1.40 H kann nicht mehr als ein Supremum und ein Infimum haben.

s

Beispiel 1.41 Betrachte nebenstehende Ordnung auf der Meng
A = {a,b,c,d, e}. Die folgende Tabelle zeigt fur verschiedene
TeilmengenH C A alle minimalen und maximalen Elemente in

H, alle unteren und oberen Schranken, sowie Minimum, Maxi-
mum, Infimum und Supremum vaii (falls existent).

()
‘@

H minimal maximal Minimum Maximum unt. Schr. ob. Schr. Inf.[5u
{a, b} a,b a,b - - c,d, e - - -
{c,d} c,d c,d - - e a,b e -
{a,b,c} c a,b c - c,e - c -
{a,b,c, e} e a,b e - - e -
{a,c,d,e}| e a e a e a e a

Bemerkung 1.42

e Auch in linearen Ordnungen muss nicht jede beschrankten&eigje ein Supre-
mum oder Infimum besitzen.

e So hatin der linear geordneten Meng@, <) die Teilmenge
H={reQ|s*<2}
weder ein Supremum noch ein Infimum.

e Dagegen hat in einer linearen Ordnung jedadlicheTeilmenge ein kleinstes
und ein grofites Element und somit erst recht ein Supremuraiandfimum.

1.4.3 Abbildungen
Definition 1.43 SeiR eine binére Relation auf einer Mengé.
e IR heil3trechtseindeutigfalls gilt:

Ve,y,z€ M : xRy ANxRz = y = 2.
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¢ R heil3tlinkseindeutig falls gilt:

Ve,y,z€ M xRz NyRz = x =y.
e Der NachbereichN (R) und derVorbereichV (R) von R sind

N(R) = | J R(z) und V(R) = | J R"(x).

zeM zeM

e Eine rechtseindeutige Relatidd mit V(R) = A und N(R) C B heil3tAbbil-
dung oderFunktion von A nach B(kurzR : A — B).

Bemerkung 1.44

e Wie Ublich werden wir Abbildungen meist mit kleinen Budbstef, g, h, ... be-
zeichnen und fufz,y) € f nichtzfy sondernf(z) = yoderf : z — y
schreiben.

e ISt f : A — B eine Abbildung, so wird der Vorbereidh(f) = A der Definiti-
onsbereichund die Mengds derWertebereictoderWertevorratvon f genannt.

e Der NachbereichV( f) wird als Bild von f bezeichnet.
Definition 1.45

e ImFall N(f) = B heil3tf surjektiv.

e Ist f linkseindeutig, so heil3t injektiv. In diesem Fall impliziertf (z) = f(y)
die Gleichheitr = y.

e Eine injektive und surjektive Abbildung helifektiv.

e FUr eine injektive Abbildung : A — B ist auchf” eine Abbildung, die mit
f~! bezeichnet und diverse Abbildungzu f genannt wird.

Man beachte, dass der Definitionsberdidly ') = N(f) nur dann gleichB ist, wenn
f auch surjektiv, also eine Bijektion ist.
1.4.4 Homo- und Isomorphismen
Definition 1.46 Seien(A;, R;) und(As, R,) Relationalstrukturen.
e Eine Abbildungh : A; — A, heiBtHomomorphismusfalls fur allea,b € A;

gilt:
CLRlb = h(a)Rgh(b>
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e Sind (A, R;) und (A, Ry) Ordnungen, so spricht man vadrdnungshomo-
morphismenoder einfach vormonotonenAbbildungen.

¢ Injektive Ordnungshomomorphismen werden asiceng monotoneAbbildun-
gen genannt.

Beispiel 1.47 Folgende Abbildung: : A; — A, ist ein bijektiver Ordnungshomo-
morphismus.

(A1, <) (A2, <o)

Obwohlh ein bijektiver Homomorphismus ist, ist die Umkehruing kein Homomor-
phismus, d& ! nicht monoton ist. Es gilt namlich

2<,3, aberh *(2) =b %, c=h"'(3).
<

Definition 1.48 Ein bijektiver Homomorphismus: A; — A,, bei dem auch—! ein
Homomorphismus ist, d.h. es gilt

Va,b € Ay : aRib < h(a)Rah(D).

hei3t Isomorphismus In diesem Fall heil3en die Strukturénl,, R;) und (As, R»)
isomorph(kurz: (A, Ry) = (As, Rs)).

Beispiel 1.49

e Die beiden folgenden Graphen sind isomorph. Zwei Isomarpkn sind bei-
spielsweisé; undhs.

v (12345
hi(v)|13524
ho(v)|14253

e Die Bijektionh : x — e* ist ein Ordnungsisomorphismus zwisché@ <) und
((0,0), <).
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e Firn € N sei
T, = {keN|kteiltn}

die Menge aller Teiler vom und P, = T, N Prim die Menge aller Primteiler
vonn. Dann ist fir quadratfreies, d.h. es gibt keirk > 2, so das$? die Zahl
n teilt, die Abbildung

h:kw— Pk

ein Ordnungsisomorphismus zwisch@h, |) und(P (P, ), Q).

e Wahrend auf der Knotenmengé = [3] insgesam®® = 8 verschiedene Gra-
phen existieren, gibt es auf dieser Menge fwunterschiedliche nichtisomorphe

Graphen:

<

Bemerkung 1.50 Auf der Knotenmeng¥ = [n] existieren genaa(g) verschiedene
Graphen. Sei(n) die Anzahl aller nichtisomorphen Graphen auf Da maximal
n! verschiedene Graphen auf in einer Isomorphieklasse liegen kdnnen,dét) >

2(3)/n!.

Tatsachlich istu(n) asymptotisch gleicty(n) = 2(3)/71! (in Zeichen:a(n) ~ g(n)),
d.h.
lim a(n)/g(n) = 1.

Also gibt es aul” = [n] nicht wesentlich mehr alg(n) nichtisomorphe Graphen.

Beispiel 1.51 Es existieren genau 5 nichtisomorphe Ordnungen mit 3 Eleamen

Lol A

Anders ausgedrickt: Die Klasse aller dreielementigen @rdan zerfallt unter
der Aquivalenzrelatiort® in funf Aquivalenzklassen, die durch obige fiinf Hasse-
Diagramme reprasentiert werden. <

1.5 Minimierung von DFAs

Wie koénnen wir feststellen, ob ein DFN = (Z, %, 6, qo, F') unnétige Zustéande ent-
halt? Zunachst einmal kdnnen alle Zustande entfernt wemdiemicht vom Startzu-
stand aus erreichbar sind. Im folgenden gehen wir daherndaus, dass\/ keine
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unerreichbaren Zustande enthélt. Offensichtlich konwes Zustédnde; undp zu ei-
nem Zustand verschmolzen werden (kyrz: p), wennM von g und vonp ausgehend
jeweils dieselben Worter akzeptiert. Bezeichnen wir deADE, 3. §, ¢, E) mit M,
und L(M,) mit L,, so sindg undp genau dann verschmelzbar, webp= L, ist.

Fassen wir alle zu einem Zustandquivalenten Zustande in dem neuen Zustand
Zl.={/€eZ|L,=L.}

zusammen (woflr wir auch kurz| oder zZ schreiben) und ersetzen wif und £
durchZ = {# | z € ZYundE = {# | z € E}, so erhalten wir den DFA
M' = (Z,%,8,[q), E) mit

d'([g], a) = [6(q, a)].
Im néchsten Satz zeigen wir, dadf tatsachlich der gesuchte Minimalautomat fur
L(M) ist. Fur eine Teilmeng€& C Z bezeichne) die Menge{j | ¢ € Q} aller
Aquivalenzklassen, die einen Reprasentantein ( haben.

Theorem 1.52 SeiM = (Z,%, 0, qo, E) ein DFA, der nur Zustande enthalt, die vom
Startzustand, aus erreichbar sind. Dann ist/’ = (Z, %, ¥, [q], ) mit

'([g], @) = [d(q, a)]

ein DFA fur L(M) mit einer minimalen Anzahl von Zustanden.
Beweis

e Wir zeigen zuerst, dasg wohldefiniert ist, also der Wert vafi(g, a) nicht von
der Wahl des Reprasentantgabhangt. Hierzu zeigen wir, dass im Falk ¢
auchd(q, a) undd(p, a) dquivalent sind:

Ly=L, = Vxee¥X:ze€l,<—zecl,
= VeeX':iav €L, ax €L,
= VexeX':ze L(;(qﬂ) — T € L(;(pﬂ)
= Lsga) = Lsp.o)-
e Als néchstes zeigen wir, dag$)’) = L(M) ist. Seix = z; - - - z,, eine Eingabe

und seien )
¢ =0(qo,1---x;), 1=0,...,n

die vonM beim Abarbeiten vor durchlaufenen Zustande. Wegen

5,([%‘—1]7%‘) = [6(gi—1, )] = [

durchlauftM’ dann die Zustande

[q0] (@] -+ [anl-
Da aberg, genau dann zi& gehért, wenrig,| € E ist, folgt L(M’') = L(M).
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e Esbleibt zu zeigen, dasd’ eine minimale Anzahj| Z|| von Zustanden hat. Dies
ist sicher dann der Fall, wenn bereits minimal ist. Es reicht also zu zeigen,
dass die Anzahk = ||Z| = |[{L, | ¢ € Z}| nicht von M, sondern nur von
L(M) abhangt. Fur € ¥* sei

L,={yeX |zye L(M)}.

Danngilt{L, | z € ¥*} C{L, | ¢ € Z}, daL, = L, , ist. Die umgekehrte
Inklusion gilt ebenfalls, da nach Voraussetzung jeder @y € 7 Uber ein
r € ¥* erreichbar ist. Also hangt = |[{L, | ¢ € Z}|| = |[{L. | # € ¥*}| nur
von L(M) ab. O

Fur die algorithmische Konstruktion van’ ausM steht man vor der Aufgabe, fest-
zustellen, ob zwei Zustangeund g verschmelzbar sind oder nicht. Zur Beantwortung
dieser Frage machen wir folgende Beobachtungen.

Beobachtung 1.53

e Kein Endzustang € E ist mit einem Zustang € Z \ E verschmelzbar (wegen
e € L,AL,).

e Wennd(p,a) undd(q, a) unverschmelzbar sind, dann sind aychnd ¢ unver-
schmelzbar (wegem~ g = d(p, a) ~ 4(q, a)).

e Wenn alsaD nur unverschmelzbare Zustandspaare enthalt, dann sind alle
Paare in der Menge

D' ={{p,q} | FaeX:{6(p,a),d(¢q,a)} € D}.
unverschmelzbar.

Daher berechnen wir ausgehend von der Menge
Do ={{p,a} |p€ E,q¢ E}

eine Folge von Mengen
Do CDiC--C{{z}CZ[2#7}
mittels
Divy = D; U{{p,q} | Ja € X :{i(p,a),0(q,a)} € D;},

indem wir zuD; alle Paard ¢, p} hinzufiigen, fur die eines der PadiEq, a), d(p, a)},
a € ¥, bereits zuD, gehort. DaZ endlich ist, muss es einmit D, = D; geben. In
diesem Fall gilt (siehe Ubungen):

p~qe{p,qt € D;.

Daher kann nur/’ durch Verschmelzen aller Zustange; mit {p, ¢} ¢ D; gebildet
werden. Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Bérmang eines minimalen

DFA.
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Algorithmus 1.54 MIN-DFA
1 Eingabe:DFA M = (Z,%,0,qo, E).
2 Entferne alle vomgy aus unerreichbaren Zustande als
3  Markiere alle Paaréz, 2’} mit z € Eundz’ ¢ E.
4  Solange noch ein unmarkiertes Péarz'} C Z existiert, fur das eines der
Paare{i(z,a),d(7,a)}, a € X, bereits markiert ist, markiere au¢h, 2'}.
5 Bilde die Verschmelzungsmengen

z={z}U{? € Z | {z, 7'} ist nicht markier}, z € Z.

Ausgabe: Minimal-DFA M’ = (Z,%,8 %, E)mit Z = {2 | z € Z},

—_—

E=1{%|z€ E}undd(%a) = (2 a).

()]

Beispiel 1.55 Betrachte den DFA/

Dann enthaltD, die Paare

(1,3}, 1,6}, {2,3},{2,6}, {3.4}, {3,5}, {4, 61, {5,6).

Die Paare in), sind in der folgenden Matrix durch eine Null markiert.

00

0

S T = W N

11
11

0[0] [0]0]
123 45

Wegen

{p.q} {14} {1,5} {2,4} {2,5}
{0(¢,a),0(p, @)} | {2,3} {2,6} {13} {16}

enthalt), zusatzlich die Paarél, 41}, {1,5}, {2,4}, {2,5} (in obiger Matrix durch
eine Eins markiert). Da die verbliebenen Pagre2}, {3,6}, {4,5} wegen

{p,q} {1,2} {3,6} {4,5}
{0(p,a),d(q,a)} | {1,2} {4,5} {3,6}
{0(p,b),6(q,0)} | {3,6} {1,2} {4,5}
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nicht zu D; hinzugefugt werden konnen, ist, = D;. Aus den unmarkierten Paaren
{1,2}, {3,6} und{4, 5} erhalten wir die Verschmelzungsmengen

1={1,2}, 3={3,6} und 4 = {4,5},

die auf folgenden Minimal-DFAV/’ fihren:
b

BCRRCa

a

<

Durch eine leichte Modifikation voi!’ ist es mdéglich, einen Minimalautomaté;,
direkt aus einer regularen Spracheu gewinnen (also ohne den Umweg Uber einen
DFA M fur L). Da namlich zwei Eingabenundy den DFAM’ genau dann in densel-
ben Zustandd(qo, )] = [0(qo, y)] Uberfilhren, went,, = L, ist, kénnen wir den von
M’ bei Eingaber erreichten Zustanf(qo, )] auch mit der Spraché, bezeichnen.
Dies fuhrt auf den DFAV/, = (Z, %, 0, L., Er) mit

Zr = {L, |z e X},
Ep = {L,|zeL}und
5L(an&) = L:caa

welcher isomorph zu\/’ ist (also bis auf die Benennung der Zustande mit diesem
identisch ist).

Beispiel 1.56 FUrL = {zy-- -z, | x; € {0,1} furi=1,...nundx,_; = 0} ist

L, x € {e,1} oderx endet mitl1,
LuU{0,1}, x = 0 oderz endet mit10,
LU{e 0,1}, xendetmit0o,

LuU{e}, x endet mit01.

Somit erhalten wir den folgenden Minimalautomafdn:
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Im Fall, dassM bereits ein Minimalautomat ist, sind alle Zustande vidhvon der
Formg = {q}, so dassV/ isomorph zu)M’ und damit auch isomorph zu/;, ist. Dies
zeigt, dass alle Minimalautomaten fiir eine Sprathsomorph sind.

Um fir eine regulare Spracheeinen Minimalautomaten zu konstruieren, ist es nicht
nétig, die Spracherl, zu bestimmen. Um die Uberfiihrungsfunktion aufzustellen,
muissen wir nur herausfinden, welche Eigaben jeweils in demseZustand..,. fih-

ren. Wie die Spracheh, konkret aussehen, spielt dagegen keine Rolle. Daher werden
haufig einfach die Aquivalenzklassen = {y | = Ry, y} der durch

$RLy<:>L$=Ly

definierten RelatioR;, als Zustande des Minimalautomaten verwendet. Dies fllirt au
den so genannteiquivalenzklassenautomaten/z, = (Z, %, 6, [¢], E) mit

z = {lz]|zeX},
E = {[z] |z € L}und
i([z],a) = [zal.

Die RelationR;, gibt uns eine Moglichkeit an die Hand, herauszufinden, ob gat
gebene Spracheé regulér ist oder nicht. Offensichtlich gibt es genau dameeiDFA
fur L, wennR;, die MengeX* in endlich viele Klassen zerlegt.

Satz 1.57 (Myhill und Nerode) Fur eine Sprachel bezeichneindex(R;) =
{[z]r, | z € X*}|| den Index der Aquivalenzrelatid, .

1. REG = {L | index(Ry) < oo}.

2. Ist L regulér, so gibt es bis auf Isomorphie nur einen DFA fiimit einer mini-
malen Anzahl von Zustanden.

Beispiel 1.58 Sei L = {a’d’ | i > 0}. Wegenb® € L, AL, firi # j hat Ry
unendlichen Index, d.H. ist nicht reguléar. <

1.6 Grammatiken

Eine beliebte Methode, Sprachen zu beschreiben, sind Gasiken. Implizit haben
wir hiervon bei der Definition der regularen Ausdriicke bisr@ebrauch gemacht.

Beispiel 1.59 Die SpracheR A aller regularen Ausdriicke tUber einem Alphabet
{ai,...,a;} l&sst sich aus dem Symbdl durch wiederholte Anwendung folgender
Regeln erzeugen:

R — @, R — RR>

R — ¢ R — (R|R),

R — a;,i=1,... .k, R — (R)". q
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Definition 1.60 EineGrammatikist ein 4-Tupels = (V, X, P, S), wobei

e V/ eine endliche Menge vdrariablen (auchNichtterminalsymbolegenannt),
e Y dasTerminalalphabet

e P C (VUX)T x(VUX)* eine endliche Menge vdRegeln(oderProduktionen
und

e S c V die Startvariableist.

Fur (u,v) € P schreiben wir auch kurz —¢ v bzw.u — v, wenn die benutzte
Grammatik aus dem Kontext ersichtlich ist.

Definition 1.61 Seieny, 8 € (V U X)*.

a) Wir sageng ist ausa in G ableitbar(kurz: o = (), falls eine Regel —¢ v
und Worterl, r € (V' U X)* existieren mit

a = lurundf = lor.

Hierflr schreiben wir auchiur = lvr. (Man beachte, dass durch Unterstrei-
chen vonu in o sowohl die benutzte Regel als auch die Stelleiran deru
durchv ersetzt wird, eindeutig erkennbar sind.)

b) Die durchG erzeugte Sprachest

L(G) = {z € 2" | § =% a}.

Dasn-fache Produkt vors ist=¢, d.h.a =¢ (3 besagt, dass ausa in n Schritten
ableitbar ist. Die reflexiv-transitive Hiille vors; ist =, d.h.a =, 3 besagt, dass
# ausa (in endlich vielen Schrittengbleitbar ist. Ein Worta € (V' U X)* heif3t
Satzform, wenn es aus dem Startsymlsbhbleitbar ist.

Definition 1.62 EineAbleitungvonz ist eine Folge
o= (lo,u0,70), -+ s (L Uy ')
von Tripeln(l;, u;, ;) mit (lo, ug, 70) = (£, S, €), lptmrm = x und
Liwiry = liiujparipq fari =0,...,m — 1.
Die Langevono ist m. Wir notieren eine Ableitung wie oben auch in der Form

loworo = Liuary = -+ = Ly Um—1"m—1 = LpUm T,
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Beispiel 1.63 Wir betrachten nochmals die Grammatik = ({R},X U
{0,¢,(,),*, |}, P, R), die die Menge der reguléaren Ausdriicke Uber dem Alph&abet
erzeugt, wobeP die oben angegebenen Regeln enthéltXlst {0, 1}, so lasst sich
der regulére AusdruclO1)*(e|})) beispielsweise wie folgt ableiten:
R= RR= (R)'R= (RR)"R = (RR)"(R|R)
= (0R)"(R|R) = (01)"(E[R) = (01)"(e|R) = (01)"(e|0) e

Man unterscheidet vier verschiedene Typen von Grammatiken
Definition 1.64 SeiG = (V, X, P, S) eine Grammatik.

1. G heilstvom Typ 3oderregulér, falls fur alle Regeln: — v gilt: v € V und
veXVUXU{e}.

2. GG heil3stvom Typ 2oderkontextfrei, falls fur alle Regeln: — v gilt: v € V.

3. G heiBtvom Typ loderkontextsensitiyfalls fur alle Regeln: — v gilt: |v| >
|u| (mit Ausnahme der-Sonderregel, siehe unten).

4. Jede Grammatik ist automatisebm Typ O

e-Sonderregel:In einer kontextsensitiven Grammatik= (V. X, P, S) kann auch die
RegelS — ¢ benutzt werden. Aber nur, wenn das Startsynbalcht auf der rechten
Seite einer Regel i® vorkommt.

Die Sprechweisen ,vom Typ‘ bzw. ,regular®, ,kontextfrei“ und ,kontextsensitiv*
werden auch auf die durch solche Grammatiken erzeugte I$praangewandt. (Der
folgende Satz rechtfertigt dies fur die regularen Spractienwir bereits mit Hilfe von

DFAs definiert haben.) Die zugehoérigen neuen Sprachklasadn

CFL = {L(G) | G ist eine kontextfreie Grammatjk
(context free languageand
CSL = {L(G) | G ist eine kontextsensitive Grammalik

(context sensitive language®a die Klasse der Typ Sprachen mit der Klasse der
rekursiv aufzéhlbarerrécursively enumerablé&Sprachen tbereinstimmt, bezeichnen
wir diese Sprachklasse mit

RE = {L(G) | G ist eine Grammatik
Die Sprachklassen
REG ¢ CFL ¢ CSL C RE

bilden eine Hierarchie (d.h. alle Inklusionen sind echig sb genannt€homsky-
Hierarchie.

Als nachstes zeigen wir, dass sich mit regularen Gramnmratjegade die reguléaren
Sprachen erzeugen lassen. Hierbei erweist sich folgendeagatung als nutzlich.
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Lemma 1.65 Zu jeder regularen Grammatik = (V, X, P, .S) gibt es eine aquiva-
lente regulare Grammatik’, die keine Produktionen der Form — «a hat.

Beweis Betrachte die Grammatik’ = (V', X, P/, S) mit

V! V U{Xneuts
P = {A—aX,e | A =g a} U{Xen e} UP\ (V x ).

Es ist leicht zu sehen, das&8 die gleiche Sprache wi@ erzeugt. O
Satz 1.66 REG = {L(G) | G ist eine regulare Grammatjk

Beweis Sei L € REG und seiM = (Z,%,0,qo, E') ein DFA mit L(M) = L. Wir
konstruieren eine regulare Grammatik= (V, X, P, .S) mit L(G) = L. Setzen wir

vV = Z,
S = qo und
P = {g—ap|d(qa)=ptU{q—c|qe E},

so gilt fur alle Worterr = x4 - - - x,, € X*:

IEEL(M) ~ qu,...,qn,1 EZEaneE(5(ql,1,xl):q1furz: 1,....n

S g, g €V i1 —mgxigsfuri=1,...,nundg, —¢g e
S dq,.... eV iqg=2La - mgfuri=1,... ,nundg, —¢ ¢
< z e L(G)

Fir die entgegengesetzte Inklusion sei oue: (V, X, P, S) eine regulare Grammatik,
die keine Produktionen der Form— a enthalt. Dann kdnnen wir die gerade beschrie-
bene Konstruktion einer Grammatik aus einem DFA ,umdrehant ausgehend von
G einen NFAM = (Z,%,6,{S}, E) mit

Zz =V,
E = {A]A—ge} und
§(A,a) = {B|A —¢aB}
zu erhalten. Genau wie oben folgt niM ) = L(G). O

Beispiel 1.67 Der DFA
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fuhrt auf die Grammatik{qo, ¢1, ¢2, g3}, {0, 1}, P, qo) mit

P qo— 1qo,0q1,
@1 — 0go, 1gs,
g2 — 02, 1g3, ¢,
g3 — 0q1, 1qo, €.

Umgekehrt fihrt die Grammati = ({A, B, C}, {a, b}, P, A) mit

P: A—aB,bC,e,
B — aC,bA,D,
C — aA,bB,a

Uber die Grammatik’ = ({A, B, C, D}, {a, b}, P’, A) mit

P': A—aB,bC, e,
B — aC,bA,bD,
C — aA,bB,aD,
D —e¢

auf den NFA

1.7 Das Pumping-Lemma

Wie kann man von einer Sprache nachweisen, dass sie nicldrest? Eine Moglich-
keit besteht darin, die Kontraposition folgender Aussagaisenden.

Theorem 1.68 (Pumping-Lemma flr regulare Sprachen)Zu jeder regularen Spra-
che L gibt es eine Zahl, so dass sich alle Wérter € L mit |z| > [ in z = wow
zerlegen lassen mit

1. v#e,
2. |uv| <lund

3. w'w € L furallei > 0.
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Falls eine Zahll mit diesen Eigenschaften existiert, wird das kleinste hsolcdie
Pumping-Zahlvon L genannt.

Beweis Sei M = (Z,3,0,qo, E') ein DFA mit L(M) = L und seil die Anzahl der
Zustédnde vonV/. Setzen wir nunV/ auf eine Eingabe = z;---x, € L der Lange
n > [ an, so musg/ nach spatesterisSchritten einen Zustangl € Z zum zweiten
Mal annehmen:

J0<y <k‘§l:(§(q0,x1~-~xj) zs(qo,x1~-~xk):q.

Wahlen wir nunu = x;---xj, v = xjq41 -2 UNdw = Tyqq - - - T, SO iSt|v| =
k—j > 1undjuv| = k < I. Ausserdem giltwiw € L furi > 0, dawegen(q,v) = ¢

6(go, uv'w) = 6(6(8(qo, u), v'), w) = 6(8(¢,v"), w) = 8(qo, z) € E
N—— N——
q q

ist. O
Beispiel 1.69 Die Sprache
L={z €{a,b}" | #a(x) — #p(2) =3 1}

hat die Pumping-Zahl = 3. Sei ndmlichz € L beliebig mit|z| > 3. Dann lasst
sich innerhalb des Prafixes verder Lange drei ein nichtleeres Teilwartinden, das
gepumpt werden kann:

1. Fall: x hat das Prafixb (oderba).
Zerleger = uvw mituw = e undv = ab (bzw.v = ba).

2. Fall: z hat das Préafix.ab (oderbba).
Zerleger = uvw mit u = a (bzw.u = b) undv = ab (bzw.v = ba).

3. Fall: z hat das Préfixiaa (oderbbbd).
Zerleger = uvw mit u = e undv = aaa (bzw.v = bbD). N

Beispiel 1.70 Eine endliche Sprachg hat die Pumping-Zahl

o L=40,
max{|z|+ 1|z € L}, sonst.

Tatséchlich lasst sich jedes Ware L der Langdzx| > [ ,pumpen® (da solche Worter
gar nicht existieren), weshalb die Pumping-Zahl hochstéstsZudem gibt es im Fall

[ > 0 ein Wortz € L der Langdxz| = [ — 1, das sich nicht ,pumpen*” lasst, weshalb
die Pumping-Zahl nicht — 1 sein kann. <
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Wollen wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas von einer Spra¢heeigen, dass sie nicht
regulér ist, so genugt es, fur jede Zalgin Wortz € L der Langgx| > [ anzugeben,
so dass fir jede Zerlegung venn drei Teilworteru, v, w mindestens eine der drei in
Satz 1.68 aufgefiihrten Eigenschaften verletzt ist.

Beispiel 1.71

e Die Sprache
L={dV|j>0}
ist nicht regular, da sich fir jede Zahl> 0 das Wortz = «'b' der Lange
|z| = 21 > lin der Spraché befindet, welches offensichtlich nichtin Teilwdrter
u, v, w Mitv # ¢ unduv?w € L zerlegbar ist.

e Die Sprache
L={a"|n>0}
ist ebenfalls nicht regular. Andernfalls misste es nandicle Zahll geben, so
dass jede Quadratzaht > [ als Summe von natirlichen Zahlen+ v + w
darstellbar ist mit der Eigenschaft, das$> 1 undwu + v < [ ist, und fur jedes
1 > 0 auchu-+iv+w eine Quadratzahl ist. Insbesondere musstewatsty +w =
n? + v eine Quadratzahl sein, was wegen

n2<n2+v§n2+l<n2+2l+1:(n+1)2
ausgeschlossen ist.

e Schliellich ist auch die Sprache
L ={a”|pprim}

nicht regular, da sich sonst jede Primzah¢iner bestimmten Mindestgrof2e
als Summe von natlrlichen Zahlent- v + w darstellen lie3e, so dass> 1,
u~+ v < (und fir alle: > 0 auchu + v + w prim ist. Insbesondere musste also
u+ (u+ w)v + w eine Primzahl sein, was wegen

ut (ut+wv+w=(u+w)(v+1)=(p—v)(v+1)

>p—l >2

fur alle Primzahlerp > [ + 2 ausgeschlossen ist. N

Bemerkung 1.72 Mit dem Pumping-Lemma kdnnen nicht alle Spracheg REG
als nicht regular nachgewiesen werden, da seine Umkehalagff ist. Beispielsweise
hat die Sprache

L ={a't’c"|i=0oderj =k}
die Pumping-Zahl 1 (jedes Wort € L mit Ausnahme von kann also ,gepumpt*
werden), obwohL nicht regular ist (siehe Ubungen).



Kapitel 2

Kontextfreie Sprachen

2.1 Kellerautomaten

Wie wir gesehen haben, ist die Spradhe- {a"b" | n > 0} nicht regular. Es ist aber
leicht, eine kontextfreie Grammatik fidr zu finden:

G = ({5}, {a,b},{S — aSh, S — ¢}, 5).

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie sashMaschinenmodell
des DFA erweitern lasst, um die Spracheind alle anderen kontextfreien Sprachen
erkennen zu kénnen. Dass ein DFA die Sprathe {a"b" | n > 0} nicht erkennen
kann, liegt an seinem beschréankten Speichervermégenyaas/an L aber nicht von

der Eingabe abhangen darf. Uirerkennen zu kdnnen, reicht bereits ein so genannter
Kellerspeicher (englstack, pushdown memaraus. Dieser erlaubt nur den Zugriff
auf die hochste belegte Speicheradresse. Ein Kelleraitoma

o verfugt tber einen Kellerspeicher, —— Arbeitsband

¢ kanns-Ubergange machen,

Schreib-
e liestin jedem Schritt das aktuelle Eingabe- Lesekopf
zeichen und das oberste Kellersymbol, Steuer-

inheit
e kann das oberste Kellersymbol entfernen - Keller-
speichef # |

(durch eingpop- Operation) und

e danach beliebig viele Symbole einkellern (mittpissh- Operationen).

Fir eine Mengé\l bezeichneP, (M) die Menge aller endlichen Teilmengen von,
d.h.
P.(M)={AC M | Aistendlich.

37
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Definition 2.1 Ein Kellerautomat(kurz: PDA; pushdown automatymvird durch ein
6-TupelM = (Z,%,T, 46, qv, #) beschrieben, wobei

e Z,> undg, wie bei einem DFA,
e [' dasKelleralphabet
e §:7Z x (ZU{e}) x I — P.(Z x I'*) die Uberfuhrungsfunktion und

e # c I' dasKelleranfangszeichenmst.

Arbeitsweise eines PDA

Wenng der momentane Zustand, das oberste Kellerzeichen unde ¥ das nachste
Eingabezeichen (bzw. = ¢) ist, so kannM/ im Fall (p, By - - - Bg) € 0(q, u, A)

e in den Zustang wechseln,
e den Lesekopf auf dem Eingabeband urhPositionen vorriicken und
e das Zeichem im Keller durch die Zeichenfolg®; - - - By, ersetzen.

Hierfur sagen wir auch)/ fuhrt die AnweisungquA — pB; - - - B, aus. Da im Fall
u = ¢ kein Eingabezeichen gelesen wird, spricht man auch vormespontanen
Ubergang (odes-Ubergang). EineKonfiguration wird durch ein Tripel

K=(qz; x5, A - -A) € ZXxE" xTIT”
beschrieben und besagt, dass
e ¢ der momentane Zustand,
e z;---x, derungelesene Rest der Eingabe und
e A;--- A, der aktuelle Kellerinhalt ist (oberstes Kellerzeichen4s}.

Eine AnweisungjuA; — pBj - - - By, (it u € {¢, x;}) Uberfuhrt die Konfiguratiork
in die Folgekonfiguration

K' = (p,aj - p, By BpAy - A) mitj =i + |ul.

Hierfur schreiben wir auch kurg + K’. Die reflexive, transitive Hulle vor bezeich-
nen wir wie tblich mit-*. Die von M akzeptierte odererkannte Spracheist

LM) = {ze¥|3peZ:(qz,#)F (pee)}

Ein Wort = wird also genau dann voi/ akzeptiert, wenn es eine Rechnung (Folge
von Konfigurationen) von/ bei Eingaber gibt, die ausgehend von d&tartkonfi-
guration (qo, x,#) das gesamte Wort bis zum Ende liest und den Keller leert. Man
beachte, dass bei leerem Keller kein weiterer Ubergang meépgtich ist.
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Beispiel 2.2 SeiM der PDA({q, p}, {a, b}, {A, #}, 0, q, #) mit

§: qge#t—q (1) qaA— qAA (3) pbA—p (5)
qa#t —qA (2) ¢pA—p  (4)

Dann wird das Wort: = aabb beispielsweise durch folgende Rechnung akzeptiert:

(4.00bb, #) £ (q.0bb,4) = (4.0b. A4) b (p.b.A) = (p.c.c).

(®)

Allgemein kann das Wort = a™b" wie folgt akzeptiert werden:
n = 0: (qvgu #) (}I) (p,&f,é‘).

n>1 (q,a"b", #) (*;) (g,a™ 1", A) (*;)”’1 (q,b", A™)

o (p, b LAY BT (poese).
b ) 5 e

akzeptierte Eingabe = x; ...z, € L(M) die Formz = a™b™ hat.
Ausgehend von der Startkonfiguration x, #) sind nur die Anweisungefi ) oder(2)

anwendbar. Da Anweisund) den Keller leert, ohne ein Zeichen zu lesen, mugs
diesem Fall das leere Wart= ¢ = a°0° sein.

Falls )M die Rechnung mit Anweisun@) beginnt, mus$/ in den Zustang gelangen,
um den Keller leeren zu kdnnen. Da eine Ruckkehr yarachq nicht mdglich ist,
wechselt)/ den Zustand nur einmal, und zwar mittels Anweisghg Bis dahin kann
M nura’s lesen, wobei fur jedes gelesemein A eingekellert wird. LiestV/ bis zum
Wechsel in den Zustanginsgesamin a’s, so muss die Rechnung wie folgt verlaufen:

Dies zeigt{a"b" | n > 0} C L(M). Als nachstes zeigen wir, dass jede vbh

(g, 21 ... %0, #) (I;) (q,22...2,, A) (I;)m’l (¢, Ty1 - -+ Ty A™)

— R o5 Amfl
(4) (p;xm—i-Q L, )

mitx, =z = -+ = x,, = aundx,,; = b. Um den Keller zu leeren, musg noch
m — 1 weiterebd’s lesen. Also muss = 2m undx,, o = --- = x5, = b sein.z hat
also auch in diesem Fall die Foraib™. <

2.2 Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken und
Kellerautomaten

Als néachstes wollen wir zeigen, dass eine Sprache genaukdanextfrei ist, wenn sie
von einem PDA erkannt wird. Hierzu bendétigen wir den Begiédf Linksableitung.
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Definition 2.3 SeiG = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

a) Eine Ableitung

Qy = lo&?“o = lléT'l == 1A 1T = Q-

heil3tLinksableitungvona (kurzay =73 «,,), falls in jedem Ableitungsschritt
die am weitesten links stehende Variable ersetzt wird, ektgiltl; € >* fur
i=0,...,m—1.

b) Rechtsableitungeny, =7 «,, sind analog definiert.

¢) G heiBtmehrdeutig wenn es ein Wort € L(G) gibt, das zwei verschiedene
Linksableitungery =7 x hat.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir alle Worter ©* folgende Aquivalenzen gelten:
reL(G) & S=1r & S=5 .

Als néchstes wollen wir zeigen, dass PDAs genau die kom&etf Sprachen erken-
nen.

Satz 2.4 CFL = {L(M) | M istein PDA.

Beweis Wir zeigen zuerst die InklusioGFL C {L(M) | M ist ein PDA}.

|dee:Konstruiere zu einer kontextfreien Grammatlk= (V, X, P, S) einen PDAM =
({q},2,T,0,q0,S) mitT' = V U, so dass

S :>7: Ty Ty gdW (qwrl t xrw‘s) }_* (q7€7€)
gilt. Hierzu figen wir die Anweisungen

qu — qq, A -G Q,
qaa — q¢, a € X.

zu ) hinzu. Dann ist leicht zu sehen, dass sogar
(¢, 21+ 20, 9) F (g,6,¢) gdw. S =" 2oy,
gilt. Daher folgt
reL(G) & S=7x & (¢,2,9 F (q,6,6) & x € L(M).

Als nachstes zeigen wir die entgegengesetzte Inklugigid/) | M ist ein PDA} C
CFL.
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|dee:Konstruiere zu einem PDA! = (Z, %, 1,0, qo, #) eine kontextfreie Grammatik
G = (V, %, P, S) mit VariablenX,4,, A € I', p,q € Z, so dass

(p,z, A) F* (¢, e,¢) gAW. X, 4, =" .

gilt. Hierzu flgen wir fur jede AnweisunguA — ¢ B --- By, k > 0, die folgenden
Regeln zuP hinzu:

XPA%+1 - UXq1qu2 o 'XQkBka+17 42,5 Qr+1 € Z.

Um damit alle Worterr € L(M) ausS ableiten zu kénnen, bendtigen wir jetzt nur
noch die Regely — X, 4,, ¢ € Z. Damit hat) die Variablenmenge

V={StU{Xpaq |P.qge Z, AcT},

und P enthalt neben den Regeb — X, 4., ¢ € Z, fur jede AnweisunguA —
¢1B1 - - - B von M die folgenden Regeln:

XpAges: — UXg1Bigo " XauBrapsrr 425+ Qer1 € 2.
Dann folgtZL(G) = L(M) aus der Aquivalenz
(p,z, A) F* (¢, e,¢) gAdW. X, 4, =" z,
deren Beweis wir gleich nachholen. Es gilt namlich
reL(M) & (q,z,#)F" (¢¢,¢)fireinge Z
& S = Xypg="afureinge 7
& z e L(G).
Es bleibt zu zeigen, dass fiir aleqg € Z, A € T undz € ¥* die Aquivalenz
(p,x,A) F* (¢, €,¢) gdw. X, 4, =" .
gilt. Hierzu zeigen wir durch Induktion Ubet folgende starkere Behauptung:
Furallep,ge Z, A€,z € ¥*undm > 0 qilt:
(p,z, A) F™ (q,e,¢) gdw. X4, =™ .

m = 0: Da sowohl(p,z, A) F° (¢, ¢, €) als auchX,, 4, = « falsch sind, ist die Aqui-
valenz furm = 0 erfillt.

m~»m + 1. Wir zeigen unter der Induktionsvoraussetzung (IV), dassfié: < m,
p,q € Z, A cT undx € ¥* die Aquivalenz

(p, 2, A) F' (g,€,¢) gdW. X4, ="
gilt, folgnde Induktionsbehauptung (IB):
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Firallep, g € Z, A € T undz € X* gilt
(p,:L’,A) |_m+1 (q,€,€) gdW.XpAq :>m+1 T.

Wir beginnen mit dem Induktionsschritt fir die Implikatioson links nach
rechts. Sei eine Rechnurig, =, A) ™1 (q,¢,¢) der Langem + 1 gegeben
und seipuA — ¢ By --- By, k > 0, die im ersten Rechenschritt ausgefiihrte
Anweisung:

(p,x,A) F (q1,2',B1---By) F™ (¢, ¢, ), wobeiz = uz’ ist

Furi = 2, ..., k seig; der Zustand voi/, wennB; oberstes Kellerzeichen wird,
und fur: = 1, ..., k seiu; das Teilwort vonr’, dasM zwischen den Besuchen
von g; undg; | verarbeitet (wobej, 1 = ¢ ist).

Dann enthalt? die RegelX, 4, — uXy B, - Xy und es gibt Zahlen
m; > 1mitmy; +--- 4+ mg = mund
(Qia Uy, Bl) - (QiJrl? g, E) fur: = 1, ceey k.

Nach 1V gibt es daher Ableitungen

& Brar+1

XQiBiQi+1 :>mi U, 1= 1, ceey k},
die wir zu der gesuchten Ableitung zusammensetzen kdnnen:

Xpag = UXq1Brgs ** Xau_1 Be_10xX axBra

my .
= uulXQQBQQB XQklekfllMXQkqu

=" g - Up—1X g Brg
:>mk uul..uk:x

Zuletzt zeigen wir den Induktionsschritt fir die Implikati von rechts nach
links. Gelte also umgekeh#, ,, ="' x und seia die im ersten Schritt abge-
leitete Satzform, d.h.

Xpag = =" 2.
WegenX, 4, —¢ o gibt es eine AnweisunguA — ¢, B; --- B, kK > 0, und
Zustandey,...,q, € Z mit

o =UuXqg B Xgp 1Br 10X wobeigy 1 = gist.

akBrqr+1>

Wegena =™ z ex. eine Zerlegung = wuu, - --u; und Zahlenm; > 1 mit
my + -+ - 4+ my = m mit

XeBigis, =" u; (1=1,...,k), wobeig, = ¢ ist.
Nach IV gibt es somit Rechnungen

(Giswi, Bi) F™ (giy1,€,€), i =1,....k,
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aus denen sich die gesuchte Rechnung der Langel zusammensetzen lasst:

(q,uuy -+ uy, A) (qu,u1 - uy, By By)
|_ml (q27u2 o 'Uk,BQ t Bk)

="t (qr, ug, B)
Fme (g, e,€).

Beispiel 2.5 SeiG = ({S}, {a, b}, P, S) mit
P:S—aSbsS, (1) S —a.(2)
Der zugehorige PDA besitzt dann die Anweisungen
d: qaa — qe, (0) qeS — qaSbs, (1)
qbb — qe, (0) qeS —qa  (2')
und der Linksableitung

S = aSbS = aabS = aaba
(1) (2) (2)

entspricht dann die Rechnung
(¢, aaba, S) (ll—/) (¢, aaba, aSbHS) (lg) (q, aba, SbS)

- (g, aba,abs) (}5) (q,ba,bS)

(2"
F (q,a,S) F (q,a,a) F (q,&,¢).
= )wﬁq )@@ )

()

Beispiel 2.6 SeiM der PDA({p, ¢}, {a,b},{A, #},0,p,#) mit
d: peH#t—qe, (1) paA—pAA, (3) gbA—qe. (5)
pa# —pA, (2) pbA—qe, (4)
Dann erhalten wir die Grammat® = (V, X, P, S) mit
V= {S’ Xp#p> Xp#q’ Xq#p> Xq#q’ XpAp> XpAq’ Xqu> Xqu}
und den Regel®:

S = Xpaps Xpias (0,0) Xpap — aXpapXpap, (3') Xpag — b, (4)
Xpq = €, (1) Xpap = aXpagXgap, (3")
Xpap = aXpap, (2') Xpag — aXpapXpag, (3")
Xpgpg = aXpag,  (2") Xpag — aXpagXgaq, (3")

Der Rechnung

entspricht dann die Ableitung

S (?) Xp#q (?) CLXpAq (j) CLaXpAquAq (?) aaquAq (?) aabb. 4
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2.3 Das Wortproblem flr kontextfreie Grammatiken

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, kdnnen wir zwajerler kontextfrei-
en GrammatikG einen PDAM mit L(M) = L(G) konstruieren. Dabei isd/ bei
Eingabe vonGd auch effizient berechenbar. Dennoch liefert dieser Ansaitzek ef-
fizienten Algorithmus fur das Wortproblem, dé nichtdeterministisch ist. In diesem
Abschnitt stellen wir einen effizienten Algorithmus zur Ldg des Wortproblems fur
kontextfreie Grammatiken vor, das wie folgt definiert ist.

Gegeben: Eine kontextfreie Grammati& und ein Wortz.

Gefragt: Istz € L(G)?

2.3.1 Chomsky-Normalform

Um das Wortproblem fir kontextfreie Grammatiken zu l6seamdformieren wir die
gegebene Grammatik zunachst in Chomsky-Normalform, deefelgt definiert ist.

Definition 2.7 Eine Grammatik(V, %, P, S) ist in Chomsky-Normalform(CNF),
falls alle Regeln die Forrl — BC' oder A — a haben.

Auler einer effizienten Losung des Wortproblems fur koffitele Sprachen ermog-
lichen CNF-Grammatiken den Beweis des Pumping-Lemmasdiiteitfreie Spra-

chen, mit dem sich viele Sprachen als nicht kontextfrei natben lassen. Um eine
gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform zu bringen.eenégin wir zuerst alle

e-Produktionen.

Satz 2.8 Zu jeder kontextfreien Grammatik gibt es eine kontextfreie Grammatik
ohnes-Produktionen mitL(G’) = L(G) \ {¢}.

Beweis Zuerst sammeln wir mit folgendem Algorithmus alle Variablé, aus denen
das leere Wort ableitbar ist.

Algorithmus 2.9 BESTIMMUNG VON E ={AcV | A=*¢}
Eingabe: G = (V, %, P, 5)

2 E+0

3 E—{AcV|A—ge}
4  while £’ # E do

5 E — F
6

7

8

|

E’(—EU{AEV‘HBl,,BkEEA—)GBlBk}
end
Ausgabe: E
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Nun konstruieren witz’ = (V, X, P, S) wie folgt:

Nehme zuP’ alle RegelnA — o’ mit o # ¢ hinzu, fir dieP eine Regel
A — « enthdlt, so dasa’ ausa durch Entfernen von beliebig vielen
VariablenA € E hervorgeht.

O
Beispiel 2.10 Betrachte die Grammatik = ({S,T,U, X, Y, Z},{a,b,c}, P, S) mit

P: S—aY,bX,Z; Y —=05,aYY; T — U,
X —aS,bXX;, Z—¢e ST, cZ; U— abc.

Bei der Berechnung volt = {A € V | A =* ¢} ergeben sich der Reihe nach
folgende Belegungen fur die Mengenvariatllrund £:

E| 0 {Z} {Z,5}
E'\{Z}y {Z,S} {Z,5}

Um nun die Regelmengl’ zu bilden, entfernen wir auB die einzige=-RegelZ — ¢
und fugen die RegelX — a (wegenX — aS),Y — b (wegenY — bS)undZ — ¢
(wegenZ — c¢Z) hinzu:

P S—aY, bX, Z, Y —=0,05,aYY; T —U,;
X —a,a5,bXX; Z—c ST, cZ; U — abc.

<

Als direkte Anwendung des obigen Satzes kénnen wir die Bi&luder Klasse der
Typ 2 Sprachen in der Klasse der Typ 1 Sprachen zeigen.

Korollar 2.11 REG C CFL C CSL C RE.

Beweis Die InklusionenREG C CFL und CSL C RE sind klar. Weger{a™b"|n >
0} € CFL — REG ist die InklusionREG C CFL auch echt. Also ist nur noch die
InklusionCFL C CSL zu zeigen. Nach obigem Satz ex. zue CFL eine kontextfreie
GrammatikG = (V, %, P, S) ohnee-Produktionen mit.(G) = L\ {¢}. DaG dann
auch kontextsensitiv ist, folgt hieraus im FalZ L unmittelbarL(G) = L € CSL. Im
Falle € L erzeugt die kontextsensitive Grammatik

G =VU{s}X PU{S — S}, 5
die Sprachd.(G') = L, d.h.L € CSL. O

Als nachstes entfernen wir samtliche Variablenumbenegenin
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Definition 2.12 Regeln der Formd — B heil3enVariablenumbenennungen

Satz 2.13 Zu jeder kontextfreien Grammatik ex. eine kontextfreie Grammatik
ohne Variablenumbenennungen miG’) = L(G).

Beweis Zuerst entfernen wir sukzessive alle Zyklen
Ay — Ay — - — Ay — Ay,

indem wir diese Regeln auB entfernen und alle Gbrigen Vorkommen der Variablen
As, ..., A, durch A; ersetzen. Falls sich unter den entfernten Variablen .., A,
die StartvariableS befindet, seid; die neue Startvariable.

Nun entfernen wir sukzessive die restlichen Variablenumbaungen, indem wir

e eine Regeld — B wahlen, so dass iR keine Variablenumbenennurg — C'
mit B auf der rechten Seite existiert,

e diese Regel — B ausP entfernen und

e fur jede RegelB — «in P die RegelA — a zu P hinzunehmen. O

Beispiel 2.14 Ausgehend von den Produktionen

P:S—aY, bX, Z; Y —b,05,aYY; T — U,
X —a,a5,bXX; Z—c¢ ST cz; U — abc

entfernen wir den Zyklus' — Z — S, indem wir die Regelty — Z undZ — S ent-
fernen und daflr die Produktioneéh— ¢, T, ¢S (wegenZ — ¢, T, ¢Z) hinzunehmen:

S —aY,bX,c,T,cS; Y —b,05,aYY; T — U,
X —a,aS,bX X, U — abc.

Nun entfernen wir die Regédl — U und flgen die Regdl’ — abc (wegenU — abc)
hinzu:

S —aY,bX,c,T,cS; Y —b,0S,aYY; T — abe;

X — a,aS,bX X, U — abc.
Als nachstes entfernen wir dann auch die Re&gel 7" und fiigen die Reged — abc
(wegenT — abc) hinzu:

S — abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; T— abc;
X —a,aS5,bX X, U— abc.

Da T und U nun nirgends mehr auf der rechten Seite vorkommen, konnewulievi
RegeInT’ — abc undU — abc weglassen:

S —abc,aY,bX,c,cS; Y — b,bS,aYY; X — a,aS,bXX.
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Nach diesen Vorarbeiten ist es nun leicht, eine gegebenektreie Grammatik in
Chomsky-Normalform umzuwandeln.

Satz 2.15 Zu jeder kontextfreien Spractiec CFL gibt es eine CNF-Grammatik’
mit L(G') = L\ {e}.

Beweis Aufgrund der beiden vorigen Satze hat\ {<} eine kontextfreie Gramma-
tik G = (V, 3, P, S) ohnes-Produktionen und ohne Variablenumbenennungen. Wir
transformiererG wie folgt in eine CNF-Grammatik.

e Fuge fur jedes Terminalsymbaele ¥ eine neue Variabl&', zuV und eine neue
RegelX, — a zu P hinzu.

e Ersetze alle Vorkommen vondurchX,, ausser wenn alleine auf der rechten
Seite einer Regel steht.

e Ersetze jede Regel — B, --- By, k > 3, durch diek — 1 Regeln
A— B1Ay, Ay — ByAy, ..., Ap_3— Br_oA_ 2, Ax_2— By_1By,
wobei A4, ..., A._o neue Variablen sind. O
Beispiel 2.16 In der Produktionenmenge
P: S—abc,aY,bX,c,cS; X—a,aS,0XX; Y —0,b05aYY

ersetzen wir die Terminalsymbade b undc durch die Variablem, B undC (ausser
wenn sie alleine auf der rechten Seite einer Regel vorkomomghfiigen die Regeln
A—a, B—b, C—chinzu:

S—c, ABC,AY, BX,CS; X —a,AS, BXX,;
Y —-b BS AYY; A—a; B—b; C—c.

Ersetze nun die Regelfi — ABC, X — BXX undY — AYY durch die Regeln
S—AS,S—-BC, X—BX',X'—-XXundY —-AY",Y'—=YY:

S—c, AS',AY, BX,CS; S'— BC,
X—a,AS,BX"; X'->XX; Y—b BS AY"; Y -YY,
A—a; B—b, C—ec.

2.3.2 Der CYK-Algorithmus

Als erste Anwendung der Chomsky-Normalform stellen wireaireffizienten Algo-
rithmus zur Entscheidung des Wortproblems fur kontexaft@iammatiken vor.
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Satz 2.17 Das Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken ist effizesrtscheidbar.

Beweis Sei eine Grammatiks = (V, X, P, .S) und ein Wortx = z, - - - z,, gegeben.

Fallsx = ¢ ist, konnen wir effizient prufen, oB =* ¢ gilt. Andernfalls bringen wir

G in Chomsky-Normalform und setzen den nach seinen Autorske, Y ounger und
asami benannten 'y K-Algorithmus auf das Padr7, =) an.

Der CYK-Algorithmus bestimmt fii = 1, ..., n die Mengen
Vik={AeV|A="oy - xppa}, k=1,...,n—1+1.
aller Variablen, aus denen das Teilwoft: - - x4, ableitbar ist. Dann gilt offensicht-
lichz € L(G) & S € V1. Firl = 1ist
Vik={AeV|A—x}
und firl = 2,--- ,nist
Vik={AeV |3 <13IBeV,3C €Vippw: A— BC}.

Eine VariableA gehort also genau dann 14, falls eine Zahl’ € {1,...,1 — 1}
und eine Reged — BC( existieren, so das® < Vy, undC € Vi_y 4y ist. Da
der Zeitaufwand fur die Berechnung der Menige durchO(I|G|) beschrankt ist, und
insgesamt(n+1)/2 solche Mengen zu bestimmen sind, l&sst sich die Zeitkoritgatex
durchO(n?|G|) abschéatzen

Beispiel 2.18 Betrachte die CNF-Grammatik mit den Produktionen

S—AS"AY,BX,CS,¢c; 8'—BC; X— AS,BXja; X'— XX,
Y —BS,AY' b, Y =YY, A—a;, B—b; C—c.

Dann erhalten wir fir das Wort = abb folgende Mengery ;:

k: 1 2 3
[ e | b [ b |
1 {X, A} [ {v.B} [{V.B} ]
2] {5t | {v7}
3 {Y}

WegenS ¢ Vs, istz ¢ L(G). Dagegen gehort das Wayt= aababb wegensS € Vg
zZu L(G):

1 2 3 4 5 6
Lo [ a [ b [ a [ b [ b |
1L {X A {X A} [ {V,B} [ {X, A} [ {V,B} [{\.B} |
20 {X} L {sE | sy | (s | Y
Xy X | v | Y
4 X | s | Y
50 {x}t | {Y}

6 {S)
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2.4 Das Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen

Als zweite Anwendung der Chomsky-Normalform beweisen win mlas Pumping-
Lemma fur kontextfreie Sprachen.

Satz 2.19 (Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen) Zu jeder kontextfreien
Sprachel, gibt es eine Zahl, so dass sich alle Wortere L mit|z| > lin z = wowzy
zerlegen lassen mit

1. vx #¢,
2. |vwz| < lund
3. wiwz'y € L furallei > 0.

Beispiel 2.20 Betrachte die Sprache = {a"b"|n > 0}. Dann lasst sich jedes Wort
z = a"b" mit |z| > 2 pumpen: Zerlege = vvwzy Mitu = a" v =a,w=¢c,x=b
undy = v» L N

Fir den Beweis des Pumping-Lemmas bendtigen wir noch denfBegs Syntax-
baums.

Definition 2.21 SeiG eine kontextfreie Grammatik. Dann ordnen wir einer Ablegiu
@ = llérl = = lm—lAm—lrm—l = Oy,

denSyntaxbauni;, zu, wobei die BA&ume,, . . ., T,,, induktiv wie folgt definiert sind:

e T, besteht aus einem einzigen Knoten, derAgitnarkiert ist.

e Wird im (i + 1)-ten Ableitungsschritt die Regdl, — v; - - - v, mitv; €e YUV
furj =1,..., k angewandt, so enstef, ; ausT;, indem wir das Blatt4; in T;
durch folgenden Unterbaum ersetzen:

e Hierbei stellen wir uns die Kanten von oben nach unten géstalmd die Kinder
vy - - - v Von links nach rechts geordnet vor.

Beispiel 2.22 Betrachte die Grammati&« = ({S}, {a, b, c},{S — aSbS, e}, S) und
die Ableitung

S = aSbS = aaSbSbS = aaSbbS = aabbS = aabb.

Die zugehorigen Syntaxbdume sind dann
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U NN N N

asSbhsS asSbs \

on —UWn
n —TUn
on —UWn
on —UUn
n — U0

S = aSbS = aaSbSbS = aaShbS = aabbS = aabb.

Bemerkung 2.23

e Zwei Ableitungen, die sich nur in der Reihenfolge der Regeéadungen unter-
scheiden, fuhren auf denselben Syntaxbaum.

e Da aus einem Syntaxbaum die zugehorige Linksableitungeetigdrekonstru-
ierbar ist, fiUhren unterschiedliche Linksableitungen la@wf unterschiedliche
Syntaxbdume.

¢ Linksableitungen und Syntaxbdume entsprechen sich alemdeutig.
e Ebenso Rechtsableitungen und Syntaxb&ume.

e Die Syntaxbauméd' einer CNF-Grammatik haben die spezielle Eigenschatft,
dass jeder Knoten hdchstens zwei Kinder besitzt {dikt ein Binarbaum).

Fur den Beweis des Pumping-Lemmas benétigen wir noch eitezauSchranke fur
die Tiefe eines Binarbaums in Abhangigkeit von der AnzahieseBlatter.

Lemma 2.24 Ein BindrbaumB, der nur Pfade der LAngg k besitzt, hat héchstens
2" Blatter.

Beweis Wir fuhren den Beweis durch Induktion tbker

k = 0: Falls B nur Pfade der Lange hat, mussB aus einem einzigen Knoten beste-
hen.

k~ k4 1: Sei B ein Binarbaum, der nur Pfade der Langek + 1 besitzt. Dann
hangen arB’s Wurzel maximal zwei Teilbaume. Da diese nur Pfade der kang
< k besitzen, haben sie nach IV hochsteh8latter. Also hatB hochsteng*+1
Blatter. O

Korollar 2.25 Ein BinarbaumB mit mehr als2*~! Blattern hat mindestens Tiefe
d.h. in B existiert ein Pfad von der Wurzel zu einem Blatt der Large.

Beweis Wiirde B nur Pfade der Lange k — 1, aber mehr al@*~! Blatter besitzen,
so wirde dies im Widerspruch zu Lemma 2.24 stehen.



