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| 1. Zufallsvariablen

5 Zufallsvariablen, Grundbegriffe

Def. 12 Es Seier(Ql, 51, Pl) und (QQ, 52, PQ)
Wahrscheinlichkeitgrume. Eine Abbildung

XIQ1%Q2

hell3t&—E—meldbayfalls fur alle Ereignissed € & gilt:

X HA) ={we: X(w)e A} c&.

Bem.: Oftmals wird die Mengdé3! der BOREL—Mengen als
Ereignisfeldf, betrachtet.
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Def. 13 Es sei(€2, £, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
E-B—meRbare Abbildung von( in R heif3t
(reellwertige) zudllige Variableoder Zufallsgb(ie.

Bem.: (R, B', P’) bildet hier den zweiten
Wahrscheinlichkeitsraum, wobé&! eine Abbildung vor3!
In R ist, die den KLMOGOROFFAXiomen geiigt.

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsrayh £, P).
X: ) — R. sel eine zudllige (reellwertige) Variable.

Den zweiten Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnen wir mit
(R, B, Px). Es seiB € B! ein zufilliges Ereignis, ifir das
gilt:

B =] — 00, x|,
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wobelx eine beliebige, fest geahlte reelle Zahl ist. Mit
{X < z} bezeichnen wir das zallige Ereignis, @ir das gilt:

{X <z} ={weQ: X(w) < x}.
Dann gilt fur die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses:

P(X <2) = Plw: X(w) <2}) = Pw: X(w) € B})
— P(X'(B)) = Px(B)

Fir alle zuflligen Ereignisse3 ¢ B! bezeichnen wir also:
Px(B) := P(X }(B)).

Def. 14 Es seiX : () — R eine zudllige Variable,
(2,&, P) und (R, B, Px) seien Wahrscheinlichkeisume.
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Dann heildt die Funktion
Fx(x):=P(X <x)= Px (] —o0,x|)

Verteilungsfunktion vorx'.

Bem.: Der Einfachheit halber werden wir die Funktidik
einfach nur mitF’ bezeichnen.

Bem.. Manchmal wird die Vertellungsfunktion auch durch
Fx(z)=P(X <x)

definiert (bei SAS z.B.)
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Diskrete Zufallsvariablen

Eine diskrete Zufallsgif3e X nimmt hochstens al@hlbar
viele verschiedene Werte mit positiver Wahrscheinlich&al
Das heil3t,X ist eine Abbildung der folgenden Form:

X:Q—{x;:ieN} =W CR.
Wir notieren das in der Form:

X1 T2 ... Ip

X :
Pr P2 ... DPn

Dabel sind dier; € R die Werte, die die Zufalls@fie
annehmen kann. Dig sind die Wahrscheinlichkeiten, mit
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denen diese Werte angenommen werden. Es gilt:
1=1
Wenn wir MengenA,; definieren durch
A ={w: X(w) =x;}, Vi eN,
so gilt offenbar:
A;NA; =0, Vi,j € N,i # J.
Allgemein gilt dann:

p;, fallsx = z; .
P(X =z) = Ve, € W, 1 € N.
0, fallsz # z;
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Das bedeutetifr die Verteilungsfunktion:

F(x) = P(X <) = (U A)

1. ;<X
= Z P(A;) = Z Di
1 ;<X 1 x; <x

D.h.: Eine diskrete Zufalls@fie, die die Wertézx;: : € N}
annimmt, wobeilr; < x, < z3 < ... gilt, hat die folgende
Verteilungsfunktion:

0, falls z < x4

Flz) = > pi, fallszxy <

1. x;<x
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Betrachten wir eine Meng®B < B!, so kbnnen wir
feststellen:

Px(B) = P({w: X(w) € B}) = » p;.

1. x;,€EB

Bsp. 31 Es sel

1 L9 ... TIp
X :

1 1

n n

S|

Die ZufallsvariableX heil3t diskret gleichverteilt auf der
Menge{zy,...,x,}.
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Bsp. 32 SeiXeine diskrete Zufallsgnie,

0O 1 ... n
X
Po P1 ... Dn
mit
P(X =i)=p; = (ﬁ)pi-(l—p)”_i > 0, mit0 < p < 1.
)
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Bez. 1 Die ZufallsvariableX heif3t binomialvertellt, bez.:
X ~ B(p,n) oderX ~ Bi(p,n).

Wir haben oben gesehen, dal}

Zp@‘Z() ‘A=p)" "' =@+1-p)" =1

1=0

Bsp. 33 Es selX eine diskrete Zufallsgiie,

0 1 n
X
Po D1 Pn
mit
A\ _
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Bez. 2 Die ZufallsvariableX heiflstPoisson-vertellt, bez.:
X ~ Poi(M).

Wir haben oben gesehen, dal}

2= et = ) =]
n=>0 n=>0 n=0
N——
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Stetige Zufallsvariablen

Def. 15 Eine Funktionf: R — R hell3t Dichtefunktion
falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. Furallex € Rgilt: f(x) >0
2. Esqilt: [ f(x)dx = 1.
R

Def. 16 Eine zuéllige Variable X heil3t stetigfalls eine
Dichtefunktionf existiert, so dal3 gilt:

P(X <x)= /f

Falls die Funktionf stetig ist, gilt: F"(x) = f(x).
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Bem.: Flr die WahrscheinlichkeiP(X = z) gilt

P(X = 2) = /f(t) dt = 0,

sogar wennX den Werty tatsachlich annehmen kann! Das
heildt jedoch nichts anderes, als dal?3 gilt:

P(X <z)=P(X < x).

Aul3erdem qilt:
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Veranschaulichung: Es selX eine stetige Zufallsgfde. Wir
teilen den Wertebereich vak in Intervalle/; ein und
beobachtendr jeden der Versuch&,;, in welches der
Intervallel; der WertX; (: = 1,...,n) fallt. Es sel

n; = #{X,; € I;}. Die Lange eines Intervalls; bezeichnen
wir mit A(Z;) = A;. Desweiteren seh\; = max{A,}. Wir

J
definieren nun folgende Funktion:

femp.(z) = 2=, Yz € I,

J
Dann qilt:

f@) = lim femp ().

n—00

A0—>O

Di cht efunktion_al |l g. sas
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Bsp. 34 Es sei die Zufallsvariabl& auf dem Intervall0, 1]
definiert mit der Verteilungsfunktion

y

0,
F(z) =9 =,
1

\ )

fa
fa

fa

St <0
sO0<z<1 .
sy >1

Bez. 3 Die ZufallsvariableX heil3t auf dem IntervalD, 1]

gleichverteilt,

bez. X ~ R(0,1) oderX ~ U(0,1).

166
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Die Dichtefunktion ist die Funktiort;

f(x)

\

y

\

0,
1,
0,

fa
fa

fa

Sx <0
sO0<z<l1
sr>1
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Ist X gleichverteilt auf dem Intervalk, b[, X ~ R(a,b), SO

hat X die Dichtefunktion:

0, fa
fla) =14 4. fa
0, fa

Fur0 <a < b < 1 qilt:

Sr <a
Sa<zx<b .
Sxr>b

P({w: X(w) € [a,b]) = P(a<X <b)

— /f(a:)da::ﬁ/abdaszl
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Bsp. 35 Die ZufallsvariableX habe die Verteilungsfunktion

1 —e?* fallsx >0
F(x) = .
0, fallsz < 0

Bez. 4 Die ZufallsvariableX heil3t exponentialverteilt, bez.
X ~ FExp(N).

Die Dichtefunktion ist

/ A-e M fallsz >0
flz) = F(x) =

0, fallsz <0
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Weiterhin gilt:

lim F(x) =0, lim F(x)=1.

T—— 00 r——+00

Bsp. 36 Sei die Zufallsvariable
X: (Q¢&,P)— (R',B, Py)
der Mel3fehler bei Messung einer physikalischen Konstanten

Der W.raum(€2, £, P) ist ein Modell eines im Hintergrund

wirkenden Zufallsmechanismus, der nichhar
beschrieben werden kann,

Fehler im Mel3instrument
zufdllige auliere Einfisse.
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Er enthalt alle nicht raher bestimmbaren zilfigen Effekte.
Zur Beschreibung dient der Bildraum
(R, B, Pyx).

Oft kann man annehmen,

heiRt normalverteilt mit den Parametefn, o),
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bez.X ~ N(u,oc?). Die zugebrige
Dichtefunktion hat die Form:

Ist f(z) wirklich eine Dichtefunktion?
Offensichtlich istf(z) > 0 fur alle Zahlenz € R
undo > 0. Es bleibt zu untersuchen, ob gilt:

+00 +0o0
lim F(x) = / \/21706_%(75_7“) dt = /f(t) dt = 1.
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Wir bezeichnen
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Wir betrachten zuachst:

2
]2 — 217ra /6_%(%) dgj)

400
_1(fz—p
— 271'102 /6 2( 7
— 00
400 —+0o0
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Wir fuhren nun eine Substitution durch:

Dann gilt:

r = S0+ U y =to + u,

dr = o ds dy = o dt.
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Wir erhalten damit:

+o0 +00

1.2 142
I? 27302 / /e 25" e 2 g% ds dt

— 0 =&

400 +00

i//eé(suﬂ)dsdt

-0 —&0

Wir fuhren eine weitere Substitution durch,
Polarkoordinaten:

S =T COS Y t = 7sinp.
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Dann gilt allgemein nach der Substitutionsregel:

//g(s,t) dsdt://g(r,gp) det J dr de,
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0s  Os .
det J=|J| = |0 00 || 0% 7TV

ot ot -

or b SIN @ T COS Y

= 7rcos® @+ rsin? o

r(cos® @ +sin’ ) =r
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2T 00
]2 _ %//6_%(T2COS2¢+T2Sin2¢)Td?“dg@
0 0
2T 00
— %//e_%ﬁrdrdgp
0 0
27
r2 o0
= %/{—6_7} de (durch Differentiation leicht nachvollziehbar!)
0
0
27
1 1
0

— [ =1, d.h. f ist eine Dichtefunktion.
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Zusammenfassung (Zufallsvariable).

Eine (mel3bare) Abbildung
X: Q—R

heildt Zufallsvariable

Jedem Element des Stichprobenrauméswird eine reelle
Zahl zugeordnet.

Def.: Die ZufallsvariableX heif3t diskretwennX nur
endlich viele oder al@hlbar unendlich viele
Wertex; annehmen kann. Jeder dieser Werte kann
mit einer gewissen Wkp; = P(X = z;)
auftreten.
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Bsp.: - geografische Lage (N,O,5,W)
- Lange einer Warteschlange
- Anzahl der erreichten Punkte in der Klausur.
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Def.: Die ZufallsvariableX heil3t stetigfalls X beliebige
Werte in einem Intervalla, b), |a, b], (a, b], (a, b],

(—o00,a), (b,00), (—o0,al, |b,o0), (—o0, 00)
annehmen kann.

Bem.: Jeder einzelne Wett € (a, b) (oder in einem der
anderen Intervalle) hat die Wkt. Null.

Die Verteilungsfunktionf” wird dann durch die sogen.
Dichtefunktion f beschrieben,

F(z) = P(X < 1) = / F(t) dt
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6 Allgemene Eigenschaften einer
Vertallungsfunktion

Satz 8 Es selX eine zudllige Variable mit der
Verteilungsfunktion

F(r) = P(X <z) = P({w: X(w) <z}) = Px(] — 00, z]).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die FunktionF'(x) ist monoton wachsend.

2. lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T— — 0O T—+00

3. Die FunktionF'(z) ist linksseitig stetig. Es gilt also:
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lim F(x) = F(xg).
r—To—
4, Pla< X <b)=F()— Fl(a).
Bewsels:
1. Esseir; < zo < x. Wir definieren zwel Mengen:

A=Hw: X(w) < 21},

B :={w: X(w) < x2}.
Dann qilt:

Fz)) = P({w: X(w) < 21}) = P(A),

F(zs) = P({w: X(w) < x2}) = P(B).
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WegenA C B folgt: P(A) < P(B), d.h.
F(z1) < F(ry),

d.h. die Funktion/'(x) monoton wachsend.

. Sei(x,) eine monoton fallende Folge mit, — —oc.

Sei(y,) eine monoton wachsende Folge mit— oc.
Wir definieren:

A, =H{w: X(w) < x,},

B, ={w: X(w) <yn}.

FUr die Folgen(A,,) und B,,) gilt:
(A,) ist monoton fallend 4, D A,1,Vn € N),
(B,) monoton wachsend, C B,,;1,Vn € N).
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Offensichtlich qilt:
F(z,) = P(An), F(yn) = P(Bn).
Wegen der Stetigkeit der Wkt. von oben und unten ist

lim P(A,)=P(lim A,) = P(X < —o00) =0.

n—oo n—oo

lim P(B,)= P(lim B,) = P(X < +x) = 1.

n—oo

Das bedeutet jedoch nichts anderes als:

lim F(x)= lim F(x,) =0,

hI_El F(x) = lim F(y,) = 1.

(Das konnen wir schlul3folgern, da Grenzwerte von
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Funktionen von der Wahl der Folgen unallgig sind.)

. Wir definieren eine Menge

A=Hw: X(w) < x¢}
und eine Folge von Mengen
A, =H{w: X(w) < x,},

wobei(x,) eine monotone Folge ist, die von links gegen
xo konvergiert {,, — x¢ — 0). Offenbar ist die Folge
(A,,) monoton wachsend4(, C A,.1). AulBerdem gilt:

lim A, = A.

n—aoeo
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Dann konnen wir schluf3folgern:

lim F(x,) lim P(X < x,)

n—oo n—aoeo

= lim P(A,)

n—aoeo

= P(lim A,)

— P(A) = P(X < )
= F(zo)

Das bedeutet aber:

lim F(x) = F(x).

T—TQ—
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4. Es qilt:

Pla<X <b) = PHX <b}I\{X <a})
= P(X <b)— P(X < a) (Subtraktiviait (vgl. Folc
= F(b) — F(a)
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