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15.3 Statistische Tests von Pseudozufallszahlen

Def. 52 Ein Testist eine Entscheidungsvorschrift, dieer
die Akzeptanz genau einer von zweil alternativen Hypothesen
entscheidet.

Bsp. 109 (Analogie zur Qualiatskontrolle) Ein Kaufer soll
anhand einer Stichprobe entscheiden, ob er einen
Warenbestand kauft oder nicht. Wir haben zwei Hypothesen,
die Null- und die Alternativhypothese:

H, : Die Ware ist in Ordnung,
z.B. der AusschufRanteilist kleiner oder gleict2%.

H,: Die Ware ist schlecht, d.p.> 2%.

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Der Kunde fihrt nun bern Produkten eine Kontrolle durch
(Stichproben) und bewertet das jeweilige Ergebnis seiner
Probe durch die ‘Beobachtungery, ..., x,, wobel:

0 , falls das Produkt gut ist,
1 , falls das Produkt schlecht ist.

&
|

Dann istz = > z; die Anzahl der fehlerhaften Produkte, die
1=1
der Kunde gefunden hat. Nun wird vor dem Test ein

kritischer Wertz,, festgelegt
e IStz > z,, so wird die Hypothesél, abgelehnt;

o IStz < z,, sowird die Hypothesél, fur richtig
befunden.
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In diesem Zusammenhang sind zwel (bedingte)
Wahrscheinlichkeiten wichtig:

1. P(Z > z,|H ist wahr — die Wahrscheinlichkeit also,
dald der Kaufer die Warelr schlecht befindet und
ablehnt, obwohl sie doch in Ordnung ist. Diese
Wahrscheinlichkeit spiegelt dgRisiko des
Produzenten® wider.

2. P(Z < z,|H ist falsch — die Wahrscheinlichkeit also,
dald der Kufer die Ware nimmt, obwohl ihre Quait
stark zu winschenubrig lafdt. Diese Wahrscheinlichkeit
spiegelt dagRisiko des Kaufers” wider.
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Die Entscheidungifr H4 oder ur H, wird anhand einer
Teststatistik

7 =Z(xq, ..., %)

gefallt. Zeigt der Wert vory in einem vorher bestimmten
BereichK', dem sogen. Ablennungsbereiatier
Kritischen Bereichdann wirdH, abgelehnt, anderenfalls
wird H, nicht abgelehnt.

Bel jeder dieser Entscheidungen kann man
Fehlentscheidungen treffen:

Entscheidungidr H 4 obwohl H richtig ist: Fehler 1.Art
Entscheidungir H, obwohl A 4 richtig ist: Fehler 2.Art
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Entscheidung | Entscheidung
far Hy fur H 4
Hy richtig | richtig, Sicher- | Fehler 1. Art
heitswkt.1 — o | Fehlerwkt.a.
H 4 richtig | Fehler 2.Art richtig,
Fehlerwkt. 16 | Gute s

Bem.: Entscheidungit H, heil3t nicht notwendig, dadg,
richtig ist.

629
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Der Parametet: wird dabei aufP(Z > Z,|H ist wahr)
gesetzt und meist vorgegebéibliche Werte &ir « sind 0,01
oder 0,05. Gesucht ist eine Testvorschrift, die zur
Minimierung des,Risikos des Kufers* fihrt.

Anwendung auf Pseudozufallszahlen

ZU testen:

e Gleichverteilung der Pseudozufallszahidrer dem
Intervall [0, 1];

e Unablangigkeit der Pseudozufallszahlen.

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



15.3.1 Test auf Gleichverteilung

Der y?—Anpassungs-Test

Def. 53 Y3, ..., Y} seien unab@ngig, identisch verteilte
Zufallszahlen mit; ~ N (0, 1).

Dann heifdt die Zufallsvariabl® mit

k
Yy =) X7
1=1

x2-verteilt mitk Freiheitsgraden.

Bez. 7Y ~ 3.
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Es seien jetziX; (¢ = 1, ..., n) beliebige unablngig und
iIdentisch verteilte Zufallsgf3en

B = 10,1)
7—1
1
pj = P(XEAJ):E
Wir testen
1
HO: p] — E ]:17 7k
1 .
Ha: p;j # 3 fir einy

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Wir definieren

k . 2
Z np] nj = #{Xz . Xz - A]}

Jj=1

Wenn H, zutrifft, gilt fur grol3en dann approximativ,

X2 ~ Xz—r
Wenn H,, richtig ist, gilt wegen dem schwachen Gesetz

grof3er Zahlen (siehe Seite 496).~ n - p,

Offenbar,0 < y2.
Wenny? < ¢, wollen wir HypotheseH, annehmen, wenn
Y? > ¢, lehnen wir diese ab.
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¢, Wird wie folgt festgelegt:
P(x? > co|H, richtig) = a

Ist die Wahrscheinlichkeit (bzw. das Risiko) dafdas trotz
“guter” Verteilung (Gleichverteilung) der Zufallszahlenr
die Hypothesé&d, ablehnen, d.h. die Nicht-Gleichverteilung
annehmen.

Zuf al | szahl enMust er Uebung. sas
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Auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhende Tests

(allgemein)

Erinnerung (empirische Verteilungsfunktion):
SeienX;, ..., X,, unabh. Beobachtungen,
Xy < ... < X(,) die geordneten Beob. Die Funktion

Fo(z) =

\

y

0 Tr < X(l)
\1 X(n) S X

heil3t empirische Vertellungsfunktion

Satz v. Glivento-Cantellif},(x) — F(x).

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



“Bitte keinen Schreck bekommen, die folgenden drei Folien
sind nur fir den interessierten Leser.

Kolmogorov-Smirnov-Test

D = Slipan(CIZ)—FQ(QZM

— max(max(+ ~ Vo). max(Up - =) )

? n n

Anderson-Darling-Test



Cramer-von Mises-Test

w2 = n / " (Fu(x) = Fo(a)) dFo(a)

27,—1
12n+z )

hier: Fy(x) = .
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Modifikationen fur endliche Stichproben
D: D-(yn—0.01+0.85/v/n)

A% AD?-(1.0+0.75/n + 2.25/n?)
W2 CM?*-(1.0+0.5/n)

Kritische Werte
W2: D'Agostino, Stephens (1986), S. 123.
A?: Crawford Moss u.a. (1990)

Test GoF Banknot e. sas
Test GoFDarw n. sas
auf gl19. sas
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Der Kolmogorov—Smirnov—TestErinnerung:

lim D,, = lim sup |F,(x) — x| =0

n—oo n—oo .,

Satz 62 KOLMOGOROWSMIRNOV) Es qilt:

( 00
14+23(=1) e 207 2 >0,
lim P(vn-D,<z) = X i=1
S 0, sonst.
= Q(z)

Bem. 24 (@(x) ist die Verteilungsfunktion der
Kolmogorov-Verteilung (Kolmogorov, 1933).

639 W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Praktische Durchifhrung

1. Die Pseudozufallszahlen werden dedf& nach
geordnet. Wir ermitteln also eine Permutation
uy, - - -, UGy der Zahlen, d@ir die gilt:

U <UQ2) < ..o < Up).

(Voraussetzung ist dabel malich, dalf’ die Periode des
verwendeten Zufallszahlengenerators nicht kleiner sst al
n, d.h. dal3 alle Zahlen verschieden voneinander sind.)

2. Wir bestimmen die empirische Verteilungsfunktion
Fn(CIZ) o H{u ui<a, O§x<1}.

o n

3. Wir ermitteln die Zahl
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D,, :=sup|F,(z) — | = max { max a;, max bz},
- 1<i<n 1<i<n

wobel fur alle: =1, ..., n qilt:

ai = Juw = 5y b= fue —

4. Mit einem vorgegebenen Schwellwegtfuhren wir nun
folgenden Test durch:

vn-D, >c, = Ablehnung der Hypothesd
vn-D, <c, = Annahme der Hypothesg

Dabel Ist

«a = P(H abgelehntd,) = P(+/n - D,, > c,|Hy).
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Daraus folgt, dal’ gilt:

Q(co) = lim P(v/n-D, <c,)=1-a.

n—aoeo

Die folgende Tabelle zeigtif vorgegebene Parameteden
jewelligen Wert vor,,:

Q ¢, (gerundet)

0.01 | 1.63
0.05 | 1.36
0.1 | 1.22
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15.3.2 Test auf Unablangigkeit

Der Run—Test

Def. 54 Jeder Teilabschnitt einer Folge unadugiger,
identisch verteilter Zufallszahlen, in dem die Zufalldeahn
aufsteigend geordnet sind, heil3t Run

Bsp. 110 Wir teilen eine Folge in Runs ein:

[ —r

Folge von Zufallszahleg 2 1 2 3 2 4 1 7 8 9 0

Run . 1. 1. V. V.
Lange des Runs 1 3 2 4 1
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Satz 63 Es sen, . .., u, eine Folge unabfngiger
ZufallsgioRen mitu; ~ U(0,1) (: = 1,...,n). Dann gilt fur
die zubllige LangeR eines Runs:

P(R=r)= i

Wir beschreiber? also durch:

1 2 ... r
R :

N —
Wl
VN

r+1)!
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Beweis:Wegen der Unaldngigkeit und der identischen
Verteilung geiigt es, die ersten—+ 1 Zufallsvariablen zu
betrachten. Es qilt:

P(R:T) = P(U1§°°'§U7~>Ur_|_1)
= PUL < <U) — P(UL < - < U, < Upp)
1 1 r

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Bem. 25 Es qilt:

= | =1 1
;P(R:Z) N Z(E_(Hl)!)

1=1
1 = 1
RGP Dy
SO EEED W
N — ! — (2 4+ 1)!
= (e—1)—(e—1-1)=1
Es seien nun, .. ., u, Pseudozufallszahlen. Wir testen
Hy : uq, ..., u, Sind unabBAngig gegen
H, : uq,...,u, Sind ablangig
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Ry, ..., R,, seidie Folge der &ngen der auftretenden Runs.
Da Pseudozufallszahlen durch einen deterministischen
Algorithmus berechnet werden, sind diesigen nicht
unablangig. Deshalb streichen wir nach jedem Run die
nachste Zufallszahl. Es entstehen di®&enR;, ..., R} .
Formal sieht das folgendermal3en aus:

Seien dieS; die Stellen an denen ein Run zuende ist,

S; = inf{n € N: w1 < u,}
Sy = inf{neN:n>S5+1,u,11 <up}

Sgr1 = infin e N:n > S+ 1, upi1 < up}
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Dann definieren wir:

RT = Sl
R; = S2_Sl_1

RZ+1 = Sk;+1 — Sk — 1

Wenn nun die HypothesH, gilt, dann ist:

.
(r+ 1)

und dieR! (z = 1,...,m) sind unabhngig.

P(R*=r)=

Run-Test: Anpassungstest auf diese Verteilung
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TeilenZ™ in disjunkte Teilintervalle auf:
[/él -+ 17i2]7 [22 -+ 17i3]7 SRR [Zk -+ 17 OO)
D=1 <1< ... <1 <00 k Intervalle
i1

p;= Y PR =1)=P(i;+1< R <ij)
l:ij—|—1

n; =H#ic1,..miB i, +1 < R <1}

Falls H, richtig ist, d.h. unab&ngige, gleichverteilte
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Zufallszahlen liegen vor, dann gilt:
n; A mp;.

Falls y? > kritischer Wert, lehnen wir dir
Unablangigkeitshypothese ab.

Bem. 26 Gesamtumfang der zu erzeugenden Zufallszahlen
sollte > 4000 sein.

Wir haben hier einen Anpassungstest auf eine gegbene
diskrete Vertellung gemacht.

y2-Anpassungstests (auf eine stetige Verteilung, hier
Gleichverteilung) sollten, u.a. wegen der Wilflder
Klasseneinteilung mit Vorsicht betrachtet werden.
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Autokorrelationstest

Seily, ..., U, eine Folge von z@#lligen Variablen. Er alle
m konnen wir nun bilden:

,Om(k) _ COV (Uma Um—|—k)

O-UmO-Um—Hc
wobeil < k < 7 WennUy, ..., U, identisch verteilt so
oy, =0 Vjund

cov (Up, Upar) = cov (Uy, Ugyq)

Autokorrelationk-ter Ordnung

E(U,, - Upyr) — (EU,)?

0-2

7(k) = plk) =
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Vm, kzl,...,[ﬂ}.

Seiuq,...,u, eine Folge von Realisierungen.
1 n 1 n 2
ﬁ(k) _n Zz‘:l Wi~ Uitk — (ﬁ Zi:l uz)

3
% D i Uf — (% D i u@)

Ist dieempirische Autokorrelatiok-ter Ordnung.

Bem. 27 p(k) ist die Pearson-Korrelation zwischen zwischen
U, undU, .

Offenbar,p(k) =0 Vk > 1, wenn die Zufallszahlen keine
Autokorrelation besitzen. i die Realisierungen
ui, .- ., u, Sollte dann geltenj(k) ~ 0.
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Ersetzen wir die
U, durch ihre FAngeR:,, ..., R, und die
U, durch ihre Ranges;,.... S,

dann erhalten wir den
Spearman-Rang-Korrelationskoeffiziegt Es
gilt asymptotisch

1
n—1

TSNN(Oa )

Die Nullhypothese
H,: keine Autokorrelation
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wird also abgelehnt, wenn

vVn —1lrg| > z1_q/2

(#1-a/2: 1 — a/2-Quantil der Standard-Normalverteilung,

20.975 — 1.96.
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15.4 Erzeugung spezieller Vertellungen

15.4.1 Erzeugung diskreter Zufallsvariablen

Ziel ist es, eine diskrete zallige VariableX zu erzeugen:

X 1 I2 ... Im |
pr P2 ... Pm
Zerlegen das Interval, 1] in Teilintervalle I},

J—1 J
I, = {zpk,zpk[, (oo = 0)
k=0 k=0

Seiu eine Pseudozufallszahl. Wir setzen

XICUj falls UEIj
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15.4.2 Erzeugung stetiger Zufallsvariablen

Es seilU ~ R(0, 1) eine gleichverteilte Pseudozufallszahl mit
Dichtefunktion:

1 ,fallsO<u<1;
hu) =
0 ,sonst.

Wir betrachten die Transformation
X = p(U),

wobeiy monoton wachsend sei. Die Zufallgffe X ist
ebenfalls stetig, undif inre Dichte gilt (nach der
Transformationsformellr Dichten (vgl. Abschnitt 10, Satz
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29):

dp~* (z)
dx )

fx(@)=h(p ' (2)) -
Wir wahlen nunp := F~1. Dann erhalten wir:
fx(@) = h(F(z)) - G2 = f(x).

Damit besitzt die Zufallsgif3eX = F~(U) die gevilnschte
Verteilungsfunktion.

Erzeugung einer normalverteilten Zufallsvariablen

Ziel: X ~ N(0,1) erzeugen,

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



