6.4 Poisson-Vertelung

Sei{ N, },er eine Menge von Zufallsvariablen (ein
stochastischer Prozel3 ) mit folgenden Eigenschatften:

V1: Zuwachse sind unaldmgig, dh. die Zufallsvariablen
N n — N, und N, — N,_;, sind unabBangig?

V2: esistegal wo wir Zeitintervall betrachten, dh.
N; ., und N; haben dieselbe Verteilung

V3: WLkt., dald mindestens ein Ereignis in der Zeit
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(h)=a-h+o(h), a>0h—0

V4: Wkt. fur > 2 Ereignisse in der Zett: o(h)
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Anmerkung: Zweli ZufallsvariableX undY heil3en
unablangig, falls

VA, BeB; P(Xe€AYeB)=PXeA) P(XeB)
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Frage: WKkt. dal’ bis zum Zeitpunkgenauk Ereignisse
eintreten? (eingetroffene Kunden, zerfallene
Teilchen)

Pu(t):= P(N, = k), P(t)=0 fir k<0

p(h) = Py(h) > 1Ereignis tritt ein
k=1

Offenbar:
1=Y Pyt)
k=0
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V3 = Py(h)=1—ph)=1—-ah+o(h)

Vi = Y Py(h)=o(h), (h—0)

k=2
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1. Schritt: Bestimmer#(t).

P0<t—|—h> — P(Nt:O,Nt+h—Nt:O>

Nacheinander folgt:

Py(t+ h) — Py(t)
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Fo(t) = —aPo(1)
Py(t) = ce™™
WegenF,(0) = 1 folgt: ¢ = 1 und

PO (t) — €_at
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2. Schritt: Bestimmen, ().

Zerlegen das EreignigV, ., = k} in disjunkte
Teilereignisse.

{Newnw =k}t = {Ny=0,Nyyp — Ny =k} U
(N, =1, Ny — Ny = k— 1} U
(N, =2 Nyyp = Ny =k —2}U... U
(N, =k, Nyyp — N, = 0}
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Pr(t+ h)

7=0

k
Z Py—;(t) \P(Nt—kh — Ny =j) wegenV1
7=0 —P(Ny—No=j)

k
Y Pj(t)P;(h) wegen V2
7=0

k
Pe(t)Po(h) + Pe1(t)Pi(h) + > Pij(t)P;(h)
71=2
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Pi(h) = Y P(h) =Y Ph)

= p(h) +o(h)
= ah+ o(h)

Y Pj(t)Pi(h) <) Pj(h) =o(h) wegen V2
j=2 j=2
Nacheinander folgt:

P.(t4+h)— P,(t) = (Fo(h)—1)Py(t) + P._1(t)Pi(h) + o(h)
= —CLth(t) -+ ath_l(t) -+ O(h
o(h)

m— —G/Pk(t> -+ CLPk_1<t) —+ T

P.(t+ h) — P(t)
h
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QL) = Pu(t)e™ + Py(t)ae™
Q.(t) = eat(:aPk(t)+aPk_1(tZ+aPk(t))

/(1)
= aQp-1(7)
Q1) = aQo(t) =ae e =a= Q:i(t) =at
2
Q1) = aQu(t) = a*t = Qult) = -
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Durch vollséndige Induktion:

ak ik

Ot =
attht
Pk(t) — ?6 t

Poisson-Verteilung mit Parameter= at.
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Programme:

Descr Bi nom al _neu. sas
Descr Poi sson. sas
Descr (eonetr. sas
Descr Hyper geom sas

Bem: In den Wahrscheinlichkeiterbknen Parameter
auftreten, die in der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen
(der Daten) zu bestimmen/zu sthen
—— Aufgabe der Statistik
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{/ Charakteristika von
Vertalungsfunktionen

7.1 Der Erwartungswert

Bsp. Eine Minze wird 3 mal geworfen.
Wie oft konnen wir erwarten, dalf3 Blatt oben liegt?
Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

( 0 1 2 3 )
X :
1/8 3/8 3/8 1/8

Erwartungswert) -+ +1-24+2-2+3.1 =2=15
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D.h. bei 10maliger Durclithrung des Experiment®knen
wir im Mittel mit 15mal Blatt rechnen.
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Def. 19 : Sel X diskrete Zufallsvariable,

X1 ... In

X
P1 ... Pn

EX = i Pil;
i=1

heil3t Erwartungswenon X.
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Bsp.:a) X ~ Poisson)\)

o 1 2 3
X :
Po P1 P2 P3
)\z’
pz':.—e_A
7!
EX = IPIE S RIS '—AOO Al A=\
SR BETLRET) B TaE
i=0 i=0 a=1 ,
o

z.B. mittlere Ankunftsrate.

228 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



EX = Eni k (Z)p’“ (1 —p)*
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c) X ~ Geo(p)

N 1 2 3 ... k.. |
. q=—1—0D
p pq pq* ... pg"t ..

> mpe =) kpd"t=p- quk L= q
k=0 k=1 —-q)

Bewels des vorletzten Gleichheltszeichens:
a) durch vollst. Induktion

b) Differenzieren der geometrischen Reihe
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