16.3 Rekurrente und transiente Zustinde

Fur allen € N bezeichnen wir mit
fz(n) = P(Xn — iaXn—l # ’L, ,Xl # ’i,XO — Z)

die Wahrscheinlichkeit, dald naehSchritten erstmalig
wieder der Zustanderreicht wird. Es gilt:

fi(0) = 0und f;(1) = pi.
Sei; festund seien Vk=1,....,n
Bk:{X]{;:Z,X,/#Z \V/Vzl,...,k—llXQ:i}

B,+1 = {System befand sich&hrend der erstem Schritte
nie im Zustand }.
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Offenbar

Dann gilt

pzz(n) =

n—+1

B =9  BNB =0 (I#1).

P(X, = i| Xy = i)
n—+1

Z P(X, =i|By) - P(By)

Z filk)pii(n — k) + P(X,, = i|Bpy1) - P(Bny1)
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WegenP(X,, = ¢|B,.1) = 0 folgt

pzz Zfz pzz — ) (n > 1)'

Damit lal3t sichf; (k) rekursiv berechnen:

fz(o) = 0, fz(l) Dii
pi(2) = [fi(1) - pu(l) + fi(2) - pu(0)
= pi+ fi(2)
fi(2) = pu(2) - 2
(pii(Q) = szkpkz > pzz

)
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Wirbezeichnen mit

F=> fi(j)
j=1
die Wkt., dald man irgendwann in den Zustarmliruckkehrt.

Def. 63 Ein Zustand € .S heil3t rekurrentwennfF; = 1 gilt.
Ist dageger¥; < 1, so heildt er transient

Bemerkung Wir werden in der Vorlesung einige der folgenden
Beweise weglassen.

Satz 68 Zustand: rekurrent=- er wird unendlich oft erreicht
mit Wkt. 1.

Zustand: transient=- er kann lbchstens endlich oft erreicht
werden.
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Beweis:Seir;(k) die Wkt., dass die MK mindestersmal
nach: zuriuckkehrt.

ri(k) = Z P(k-1 mal zutkick | erstmals nach Schritten zuiick) -

n=1

P(nachn Schritten das erste Mal naclzuriick)

= > filn)ri(k = 1)

= nk-1Y filn)

1
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Ist 7 rekurrent, alsd®; = 1, dannistr;(k) =1 Vk € N.

Seil; transient, d.hF; < 1.

Sei Z; die Anzahl der Besuche in
P(Z;=k)=F'(1—-F)

geometrische Verteilung mit Parameter— F;).
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Satz 69 Ein Zustand ist genau dann rekurrent, wenn gilt:

20 pii(n) = oo.

Er ist genau dann transient, wenn, p;;(n) < oo ist.

n=0

Beweis: (fur einen anderen Beweis siehe z.B.
Mathar/Pfeifer, Satz 3.2.1).

Erinnerung:

n

pii(n) = Zfz(k) - pii(n — k) (n>1)

k=1

Multiplizieren diese Gleichung mi” und summiereiibern:
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(1) - pu(1 —1)
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|
N
—n
=
RN
p—t
_|_
N
A
S
S
N~

+22,(2) (1 + i Z'jpz-z-(u)>
+.
+2 fi(n) (1 + i D @))
+ .

_ iz”fi(y) (14 B(2))

_ R (14 R)
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wobel

oo

Fi(z) =Y 2"fi(v).

r=1

Die Fkt. F;(z) und P;(z) sind analytischir |z| < 1.

_Pe)
1+ P(z)

 Fi(?)
Z) =T r

z—1

lim Fy(2) = Fy(1) = F; = fi(v)

Ist die Wkt. fur eine Rickkehr nachi. Sel

lim Py(z) = P, = me(n) = 00
n=1

z—1
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Daraus folgt
P
Fi = hm Z(Z) — 1,

d.h.7 ist rekurrent.

Sei umgekehrt; = 1. Dann folgt

— OQ.

1
P, = lim Py(z) = ——

Der zwelte Tell des Satzes ist die Kontraposition des ersten
Tells. ]

Folg. 11 Sel: transient. dann
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Diese beiden Aussagelbknen zum Bewels des folgenden
Lemmas verwendet werden.

Lemma 70 Ist ein Zustand rekurrent (transient) und
kommuniziert er mit einem Zustand: «— 7), So ist auch
der Zustang rekurrent (transient).

Beweis: 1. Seii; +—— j. Dann existieremnn, k > 0:
pi;(k) > 0undp;;(m) > 0. Fur allen € N gilt:

pjj<m +n + k) = Y S‘p]k’ pk/z )pl](k)
= ijz m +n)pi;(k)

> pji(m)pi(n)pi; (k) (I =1).
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Daraus folgt (da rekurrent)

an (m+n+k) > pji(m)py;(k Zpu =

n=1

2. Seli —— 5. und: transient. Ang, ware rekurrent, dann
ware nach 1. auchrekurrent. Wid.

[

Folg. 12 Eine irreduzibleM ARKOFF'sche Kette mit endlich
vielen Zusinden hat nur rekurrente Zustde.

Bewels: Mindestens ein Zustand mufd rekurrent sein. Da alle
Zustinde miteinander kommunizieren, sind alle Amste
rekurrent. ]
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Bsp. 117 (Random walk, eindim. Fall) Der Zustandsraum
ist S = Z. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

Pii+1 = D
Pii—1 = 1—p

D.h. Ubergange zwischen Zuahden, die einen Abstand
ungleich Eins zueinander haben, sind niclitghch. Die
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Ubergangsmatridl hat folgende Gestalt:

\--- 5 5 I .-:..)

Offenbar kommunizieren alle Zustde miteinander. Ist somit
ein Zustand rekurrent, so sind es alle. Und umgekehrt.
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Es gernigt also zu untersuchen:

> poo(n).

Dazu siehe den Abschnitt Irrfahrten!

> oy Poo(n) = oo, wennp = 3.
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Bsp. 118 (Random walk, zwei- und dreidim. Fall) Im
zweidimensionalen Fall haben wir in jedem Zustand vier
moglicheUbergange, denen die Wahrscheinlichkeiten

1, P2, p3 undp, zugeordnet werden. DieZastde sind
rekurrent, wenrp; = py = ps = py = 3 gilt.

Im dreidimensionalen Fall sind in jedem Punkt im
dreidimensionalen ganzzahligen Gitter sethsergange
moglich. Auch wenm; = ... = ps = ¢, so sind alle Zusinde
transient.

Dazu siehe den Abschnitt Irrfahrten!
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(die folgenden drei Seiterdkinentberlesen werden.)

Sel jetzt der ZustandStartzustand (fest) und
Y, = # Schritte bis zur erstenikRkkehr nach
Y, = # Schritte bis zur zweiten ickkehr
Y. = # Schritte bis zuk-ten Rickkehr

P(Y) <o0) =F,

Yi=00= Y, =00,d.h. {Y¥] =00} C{Y; =00}

— P(Y; < o0lY] < >0) = F;
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P(Y; <o) = P(Ys <oolY] <o0)-P(Y] < )

SeijetztF; < 1. =
ZP(Yk < 00) = Zsz < 00
k= k=1

1

Folg. 13 ¢ transient=—> nach unendlich vielen Schritten tritt
i hochstens endlich oft mit Wkt. 1 ein.
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Bewelis: Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
ZP Ap) < oo = P(limsup 4,) = 0.
k=1

Mit A, ={YV, < <}, B, = Uan A, | folgt

0 = P(limsup A,,) = P(lim B,,) = lim P(B,,) = P(B)

Ny
|

{unendlich viele deA,, k = 1,2, ... treten eir}
{endlich viele dedA,, k = 1,2, ... treten eir

S/
|

P(B) =1

[
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Folg. 14 Sei jetzt rekurrent, d.h.F; = 1. = ¢ wird
unendlich oft erreicht.

Beweis: Fur beliebiges: gilt: P(Y;, < c0) = 1.
Y = # der Rickkehren naclibei unendlich vielen Schritten.
{Vi <o} & {Y >k}

P(Y =00)= lim P(Y > k)= lim P(Y; < ) = 1.

k— 00 k— 00

[
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16.4 Grenzverteillungen

Def. 64 Ein Zustand heifl3t periodischmit der Perioded,
falls d grof3ter gemeinsamer Teiler aller der Zahlere Z+
ist, fur die p;;(n) > 0 gilt. Istd = 1, so heil3t der Zustand
aperiodisch Falls fur alle Zahlenn € Z™* p;;(n) = 0 gilt, so

setzen wird := oo.

Satz 71 Es sel € S ein periodischer Zustand mit Periode
Desweiteren kommuniziere er mit einem weiteren Zusfand
(1 —— ). Dann hat auch der Zustanddie Perioded.

Bewels: Nach Voraussetzung isperiodischer Zustand mit
Perioded. Folglich lassen sich alle Zahlénmit p;;(k) > 0
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durchk = ky - d, fur eine Zahlk,, darstellen. Da die Zughde
» und 7 miteinander kommunizieren, existieren weitere
Zahlenn undm, so dal3 gilt:

pij(n) > 0 undp;;(m) > 0.

Daraus folgt mit Hilfe der Rekursion von
CHAPMAN—KOLMOGOROFF

pi(n+m) = Zpil(n) - pii(m)

1\
S
<9
=
S
P
2

Folglich istd Teller der Summe. + m.
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Es gelte num,;(r) > 0 fur ein gewisses. Dann gilt:

pi(n+m+r) = sz'z(n)'pls(”'“)'psz'(m)

AV
=
O
=
]
g
=
=
L
S

Wir stellen also fest:

dteiltm+n-+r _
s d teilt r.

dtelltm +n

/

Folglich ist der Zustand periodisch mit Periodé’, wobel
gilt: d" < d.

Da die Relation,«——"* symmetrisch ist, gilt auchj «—— +.
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Mit der gleichen Beweigfhrung wie oben &nnen wir dann
zeigen, dal3 qgiltzz < d’. Daraus folgt: Die Zuginde: und
haben die gleiche Periodamige. ]

Es seil nun ein Zustand aus dem ZustandsraSmnir
betrachten die folgende Zufallsiise:

1 2 n

Wir definieren die mittlere Rckkehrzeiin den Zustand:

Y :

i = Zn - fi(n) = EY.
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Def. 65 Es sek ein Zustand aus dem ZustandsradirDer
Zustand; heil3t positivekurrent falls 1; < oo gilt. Ist
dagegen:; = oo, SO nennen wir den Zustand

Null-rekurrent

Es gelteniir einen beliebigen Zustandlie folgenden
Zusammenange (ohne Bewels):

e 1; < oo genau dann, wenhim p;;(n) > 0;

n—oo

e /1; = oo genau dann, wenthim p;;(n) = 0.

n—oo

e st der Zustand positiv rekurrent und aperiodisch, so
gilt:

1

n—oeo
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Def. 66 Eine MARKOFF'sche Kette{ X, },cr heildt ergodisch
falls der Zustandsraumy nur aus positiv—rekurrenten und
aperiodischen Zuanhden bestent.

Satz 72 (Ergodensatz)Eine homogen® ARKOFF'sche
Kette{ X, };cr ist genau dann irreduzibel und ergodisch,
wenn fir alle Zusénde: € S qilt:

n—aoeo

AulRerdem gilf:; = pij und{p,} ist eindeutig bestimmt durch:

Pj = sz' " Dij-
i=1
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{p;} heil3t statioareoder FinalverteilungDie statiorare
Verteilung kann also nach obiger Gleichung ermittelt warde

/pl\ (Zh\

P2 D2

Dj Dj
Also gilt: M? -p = p = XA -p mit A = 1. Eigenwertgleichung
fur den Eigenwert. p ist Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Bem. 28 M undM? haben dieselben Eigenwerte.
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Folg. 15 SeiM die Ubergangsmatrix einel ARKOFF'schen
Kette mit endlich vielen Zushden (in der Form, in der die
Aquivalenzklassen ablesbar sind) Dann gilt: Die Vielfagihh
des Eigenwertes 1 ist gleich der Anzahl der rekurrenten
Aquivalenzklassen.

Beweis: Jede Teillbergangsmatrix voAquivalenzklassen
hat den einfachen Eigenwert 1 (Finalverteilung eindetig!

Bsp. 119 Wir betrachten eindlARKOFF'sche Kettdliber
einem dreielementigen Zustandsraum, die die folgende

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin



Ubergangsmatrix\/ besitzt:

(55 0)
M=|3 3 0[
\ 0 0 1)

Aquivalenzklasser{1,2}, {3}. Wir ermitteln die Eigenwerte:

0 = det(M —\-1)

I
/N
p—
|
>
N——"
1
VR
|
>
N—"
VR
NI
|
>
N—"
|
00|
| I—
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Der erste Eigenwerty; = 1. Weiter:

0 = (4-N): (-0 -

2 4
Lt
3 1
= X1
3 9 16
S A T
2
M= S4D=
1
o=
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Also: Eigenwerte); = Xy = 1 und ;3 = —i. Der Eigenwert
1 hat folglich die Haufigkeit2, und somit gibt es zwel
rekurrenteAquivalenzklassen.

Folg. 16 Falls

so sind die statio@ren Verteilungen einer endlichen
irreduziblen Markoffschen Kette Gleichverteilungen.
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Beweis: Es gilt fur die statiodre Verteilungpy, ..., p,):

sz'pz’j = Pj=Dj Zpij
Daraus folgt vy

Z(pi — Dj)Pij

1

Z(pz' — Dio)Pijo = 0, Jo= Hbiﬂpj

()

0, Insbesondere

Wegen(p; — pj;,) > 0 folgt p;, = p; Vi, d.h.p; = L. O

n

Folg. 17 Ist die Ubergangsmatrix einer endlichen
irreduziblen Markoffschen Kette symmetrisch so sind die
statioraren Verteilungen Gleichverteilungen.
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Veranschaulichung vonlim p;;(n) = -~ und des
J
Ergodensatzes

{X,}: homogene Markoffsche Kette

7. rekurrenter ZustandX, = j (y fest).

1, falls X, =

0, sonst

Yy =

P(Yy,=1)=p;;(k), EY;=p;ik)
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Anzahl der Wiederkehrzeitpunkte im Zeitraum .., N

N
Z Y, = kn.
k=1

Beobachtete mittlere Anzahl der Wiederkehrpunkte pro
Schritt (im Zeitrauml, . .., N)

kN

1 N
=~ E—: ZYk :N;EYk
= LS

n=1
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Mittlere beobachtete Wiederkehrzeit im Zeitratm. ., NV

N
E — My
—
1 — 1
N £ Djj (1) =Nooo M_g
Andererseits:
1 & 1
lim pjj(n) =p; = <= Y pij(n) —N—ce pj = o
n=1 J
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Abschatzung der Konvergenzgeschwindigkeit

1
C(’I?,O) =1 — 5 S;’J.jp %: ‘pzm(nO) _ p]m(nO)‘
FUrn > ng qgilt:
c(n) > 0.

Satz 73 Seic(ng) > 0 fur ein gewisses. dann existiert

und es gilt @ir alle Anfangsverteilungefp?}:

pj(n) —p;| < C-e ",
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wobel

1 1
C = ., D= —1In !
1 — ¢(ng) ng 1 —c(ny)
Beweis: Rosanov, Zudllige Prozesse []

piln) = P(Xo = ) = > ripis(n)
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