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1 Graphentheoretische Grundlagen

Definition 1.1. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G =
(V, E), wobei

V' - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und

E - die Menge der Kanten ist.
Hierbei gilt

EC (g) = {{u,v}§V|u7év}.

Seiv € V ein Knoten.
a) Die Nachbarschaft von v ist Ng(v) = {u €V | {u,v} € E}.
b) Der Grad von v ist degs(v) = |Ng(v)].

¢) Der Minimalgrad von G ist §(G) = min,ey degs(v) und der
Maximalgrad von G ist A(G) = max,ey degq(v).

d) Jeder Knoten u € V vom Grad <1 heifit Blatt und die ibrigen
Knoten (vom Grad > 2) heiffen innere Knoten von G.

Falls G aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir auch einfach
N(v), deg(v), § usw.

Beispiel 1.2.

e Der vollstindige Graph (V, E) auf n Knoten, d.h. |V| =n und
E = (V wird mit K, und der leere Graph (V,0) auf n Knoten

2/
“

wird mit E,, bezeichnet.

Kl:. KQ:._. Ks: i Ky

e Der vollstidndige bipartite Graph (A, B, E) auf a + b Knoten,
dh. ANB=0, |Al =a, |B|=bund E = {{u,v} |u e Av e B}

wird mit Kqp bezeichnet.

Kl,l:._. KLQ: < KQ’Q: X K273: g K3732 %

o Der Pfad mit n Knoten wird mit P, bezeichnet.

P2: *—o P3 *—o—o P4: *—o—o—0 P5 [ ®

o Der Kreis mit n Knoten wird mit C,, bezeichnet.

Cs: A Cy: Cs: Q Co: O

Definition 1.3. Sei G = (V, E) ein Graph.

a) Eine Knotenmenge U C 'V heifit unabhidngig oder stabil, wenn
es keine Kante von G mit beiden Endpunkten in U gibt, d.h. es gilt
EN (%) = 0. Die Stabilitéitszahl ist

a(G) =max{|U| | U ist stabile Menge in G}.

b) Eine Knotenmenge U C V heifit Clique, wenn jede Kante mit

beiden Endpunkten in U in E ist, d.h. es gilt (g) C E. Die Cli-
quenzahl ist

w(G) = max{|U| | U ist Clique in G}.

c) Ein Graph G' = (V', E') heifst Sub-/Teil-/Untergraph von G,
falls V! CV und E' C E ist. Im Fall V' =V wird G' auch ein
(auf)spannender Teilgraph von G genannt und wir schreiben fiir
G’ auch G — E" (bzw. G = G'"UE" ), wobei E" = E—E' die Menge
der aus G entfernten Kanten ist. Im Fall E" = {e} schreiben wir

fir G" auch einfach G — e (bzw. G =G Ue).
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d) Ein k-reguldrer spannender Teilgraph von G wird auch als k-
Faktor von G bezeichnet. Ein d-reguldrer Graph G heif§t k-
faktorisierbar, wenn sich G in | = d/k kantendisjunkte k-
Faktoren G+, ..., Gy zerlegen ldsst.

e) Ein Subgraph G' = (V', E') heifit (durch V') induziert, falls
EF' =FEn (‘;/) ist. Fir G' schreiben wir dann auch G[V'] oder
G — V" wobei V' =V — V' die Menge der aus G entfernten
Knoten ist. Ist V" = {v}, so schreiben wir fir G' auch einfach
G — v und im Fall V' ={vy,..., vt} auch Gluy, ... vg.

f) Ein Weg ist eine Folge von (nicht notwendig verschiedenen) Kno-
ten vo, ...,v; mit {v;,vi1} € E furi=0,...,¢ — 1. Die Lange
des Weges ist die Anzahl der durchlaufenen Kanten, also £. Im
Fall ¢ = 0 heifst der Weg trivial. Ein Weg (vo, ..., ve) heifst auch
vo-ve- Weg.

g) Ein Graph G = (V, E) heiffit zusammenhéngend, falls es fir
alle Paare {u,v} € (g) einen u-v-Weg gibt.

h) Ein Zyklus ist ein u-v-Weg der Linge { > 2 mit u = v.

i) Fin u-v-Weg heifst einfach oder u-v-Pfad, falls alle durchlaufe-
nen Knoten verschieden sind.

j) Ein Kreis ist ein Zyklus (v ...,vp,v1) der Lange ¢ > 3, fir den
vy, ...,V paarweise verschieden sind.

k) Ein Graph heifst kreisfrei, azyklisch oder Wald, falls er keinen
Kreis enthalt. Fin Baum ist ein zusammenhdangender Wald.

Es ist leicht zu sehen, dass die Relation
Z ={(u,v) € Vx V| esgibt in G einen u-v-Weg}

eine Aquivalenzrelation ist. Die durch die Aquivalenzklassen von Z in-
duzierten Teilgraphen heiflen die Zusammenhangskomponenten
(engl. connected components) oder einfach Komponenten von G.

Definition 1.4. Ein gerichteter Graph oder Digraph ist ein
Paar G = (V, E), wobei

V' - eine endliche Menge von Knoten/Ecken und
E - die Menge der Kanten ist.
Hierbei gilt
EQVXV:{(U,UHU,UEV},

wobei E auch Schlingen (u,u) enthalten kann. Sei v € V' ein Knoten.

a) Die Nachfolgermenge von v ist N*(v) ={u eV | (v,u) € E}.

b) Die Vorgdngermenge von v ist N~ (v) ={u €V | (u,v) € E}.

¢) Die Nachbarmenge von v ist N(v) = N*(v) U N~ (v).

d) Der Ausgangsgrad von v ist deg” (v) = |[N*(v)| und der Ein-
gangsgrad von v ist deg” (v) = |[N~(v)|. Der Grad von v ist
deg(v) = deg™ (v) + deg™ (v).

e) Ein (gerichteter) wvo-ve-Weg ist eine Folge wvon Knoten
Vo, -« -, Up mit (v;,v41) €EF firi=0,...,0—1.

f) Ein (gerichteter) Zyklus ist ein gerichteter u-v-Weg der Linge
£>1 mitu=mwv.

g) Ein gerichteter Weg heifit einfach oder (gerichteter) Pfad, falls
alle durchlaufenen Knoten verschieden sind.

h) Ein (gerichteter) Kreis in G st ein gerichteter Zyklus
(v1...,vp,v1) der Linge ¢ > 1, fir den vy, ..., v, paarweise ver-
schieden sind.

i) G heifst kreisfrei oder azyklisch, wenn es in G keinen gerichteten
Kreis gibt.

j) G heifit stark zusammenhidngend, wenn es in G fir jedes Kno-
tenpaar u # v € V. sowohl einen u-v-Pfad als auch einen v-u-Pfad
qibt.

Die Adjazenzmatrix eines Graphen bzw. Digraphen G = (V| E) mit
(geordneter) Knotenmenge V' = {vy,...,v,} ist die (n x n)-Matrix
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A = (a;;) mit den Eintrégen

1 iy Y E 17 iy Vg E
%:{, {vi,v;} € _— %:{ (v5,v;) €

0, sonst 0, sonst.

Fir ungerichtete Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch mit
a; =0firte=1,...,n.

Bei der Adjazenzlisten-Darstellung wird fiir jeden Knoten v; eine
Liste mit seinen Nachbarn verwaltet. Im gerichteten Fall verwaltet
man entweder nur die Liste der Nachfolger oder zusétzlich eine weitere
fir die Vorgénger. Falls die Anzahl der Knoten statisch ist, organi-
siert man die Adjazenzlisten in einem Feld, d.h. das Feldelement mit
Index i verweist auf die Adjazenzliste von Knoten v;. Falls sich die
Anzahl der Knoten dynamisch dndert, so werden die Adjazenzlisten
typischerweise ebenfalls in einer doppelt verketteten Liste verwaltet.

Beispiel 1.5.

Betrachte den gerichteten Graphen G = (V, E) @ ©
mit 'V = {1,2,3,4} und E = {(2,3),
(2,4), (3,1), (3,4), (4,4)}. Dieser hat folgende ONe

Adjazenzmatriz- und Adjazenzlisten-Darstellung:

~3[ {4l
~ el ]
(4]

O = O O
S O O O
OO~ OlWw
— = = O

= W N =

T

2 Farben von Graphen

Definition 2.1. Sei G = (V, E) ein Graph und sei k € N.

a) Eine Abbildung f: V — N heiffit Farbung von G, wenn f(u) #
f(v) fir alle {u,v} € E gilt.

b) G heifst k-farbbar, falls eine Farbung f: V — {1,...,k} exis-
tiert.

c¢) Die chromatische Zahl ist

X(G) = min{k € N | G ist k-farbbar}.
Beispiel 2.2.

X(En) =1, X(Kmm) =2, x(K,) =n,

2, n gerade

3, sonst.

Ein wichtiges Entscheidungsproblem ist, ob ein gegebener Graph
k-farbbar ist. Dieses Problem ist fiir jedes feste & > 3 schwierig.

k-Farbbarkeit (k-COLORING):

Gegeben: Ein Graph G.
Gefragt: Ist G k-farbbar?

Satz 2.3. k-COLORING ist fiir k > 3 NP-vollstindig.

Das folgende Lemma setzt die chromatische Zahl x(G) in Beziehung
zur Stabilitatszahl o(G).

Lemma 2.4. n/a(G) < x(G) <n—a(G) + 1.



2 Férben von Graphen

Beweis. Sei G ein Graph und sei ¢ eine x(G)-Farbung von G. Da
dann die Mengen S; = {u € V | ¢(u) =i}, i = 1,..., x(G), stabil
sind, folgt |5;| < a(G) und somit gilt

x(G)
n= Y15 < x(G)a(@).

i=1

Fiir den Beweis von x(G) < n — a(G) + 1 sei S eine stabile Menge

in G mit |S| = a(G). Dann ist G — S k-farbbar fir ein k£ < n — |5].

Da wir alle Knoten in S mit der Farbe k 4 1 farben konnen, folgt
XG)<k+1<n-alG)+1. |

Beide Abschéatzungen sind scharf, konnen andererseits aber auch
beliebig schlecht werden.

Lemma 2.5. (X(f)> < m und somit X(G) < 1y + /2m + 1/,.

Beweis. Zwischen je zwei Farbklassen einer optimalen Farbung muss
es mindestens eine Kante geben. [ ]

Die chromatische Zahl steht auch in Beziehung zur Cliquenzahl w(G)
und zum Maximalgrad A(G):

Lemma 2.6. w(G) < x(G) < A(G) + 1.

Beweis. Die erste Ungleichung folgt daraus, dass die Knoten einer
maximal groflen Clique unterschiedliche Farben erhalten miissen.

Um die zweite Ungleichung zu erhalten, betrachten wir folgenden
Farbungsalgorithmus:

Algorithmus greedy-color

1 input ein Graph G = (V, E) mit V ={vy,...,v,}
2 c(v) =1

3 for i:=2tondo

A F,={c(v;) | j < i,v;€ N(v;)}

5 c(v;) :==min{k > 1|k & F;}

2.1 Féarben von planaren Graphen

Da fiir die Farbe c(v;) von v; nur |F;| < A(G) Farben verboten sind,
gilt ¢(v;) < A(G) + 1. [ ]

2.1 Farben von planaren Graphen

Ein Graph G heiit planar, wenn er so in die Ebene einbettbar ist,
dass sich zwei verschiedene Kanten hochstens in ihren Endpunkten
berithren. Dabei werden die Knoten von G als Punkte und die Kanten
von G als Verbindungslinien (genauer: Jordankurven) zwischen den
zugehorigen Endpunkten dargestellt, wobei sich die Verbindungslinien
hochstens in ihren Endpunkten beriithren dirfen.

Bereits im 19. Jahrhundert wurde die Frage aufgeworfen, wie viele
Farben hochstens benotigt werden, um eine Landkarte so zu farben,
dass aneinander grenzende Lander unterschiedliche Farben erhalten.
Offensichtlich lasst sich eine Landkarte in einen planaren Graphen
transformieren, indem man fiir jedes Land einen Knoten zeichnet und
benachbarte Lander durch eine Kante verbindet. Lander, die sich nur
in einem Punkt beriihren, gelten dabei nicht als benachbart.



	1 Graphentheoretische Grundlagen
	2 Färben von Graphen
	2.1 Färben von planaren Graphen


