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Eine Grundgesamtheit (oder Population)

ist eine Menge von Objekten, die gewissen Kriterien
genugen. Die einzelnen Objekte heil3en Individuen.

- Menge aller Haushalte

- Menge aller Studenten

- Menge aller Studenten der HUB

- Menge aller Einwohner von GB

- Menge aller Heroin-Abhangigen

- Menge aller Bewohner Tibets

- Menge aller verschiedenen Computer
- Menge aller Schweizer Franken

49/127



Werkzeuge der
empirischen
Forschung

Die gesamte Population zu erfassen und zu
untersuchen ist meist zu aufwendig, deshalb
beschrankt man sich auf zuféllige Stichproben.

Zufallige Stichprobe

Eine zufallige Stichprobe ist eine zufallige Teilmenge
der Grundgesamtheit, bei der jedes Element mit
‘der gleichen Wahrscheinlichkeit” ausgewahlt wird.
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Werkzeuge der
empirischen

Forschung Nominale Merkmale
Die Auspragungen sind lediglich Bezeichnungen fur
Zustande oder Sachverhalte.

Sie kdnnen auch durch Zahlen kodiert sein!

Bsp: Familienstand, Nationalitat, Beruf

Dichotome Merkmale

Hat das (nominale) Merkmal nur 2 Auspragungen,
so heil3t es auch binar oder dichotom.

gut - schlecht
mannlich - weiblich
wabhr - falsch

51/127



Werkzeuge der
empirischen

Forschung Ordinale Merkmale (Rangskala)

Die Menge der Merkmalsauspragungen besitzt eine
Rangordnung!

Rangzahlen einer Rangliste (z.B. beim Sport)
Hartegrade
Schulzensuren

Metrische Merkmale (kardinale/quantitative M.)

Werte kdnnen auf der Zahlengeraden aufgetragen
werden (metrische Skala)

Melwerte, LAngen, Grol3en, Gewichte, Alter
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Population

Metrische Merkmale werden unterschieden nach:

Diskrete Merkmale
nehmen hochstens abzahlbar viele Werte an.

Alter, Lange einer Warteschlange

Stetige Merkmale

kdnnen Werte in jedem Punkt eines Intervalls
annehmen, z.B. x € [a,b], X € (—o0, c0).

Metrische Merkmale sind immer auch ordinal.
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Der Stichprobenraum € eines zufalligen Experiments

ist die Menge aller mdglichen Versuchsausgange
Die Elemente w des Stichprobenraums 2 heif3en
Elementarereignisse.

- Minzwurf Q = {Z,B}

- Wirfel Q@ = {1, ..., 6}

- Qualitatskontrolle © = {gut, schlecht}

- Lebensdauer einer Gluhlampe 2 = [0, c0)

- 100m - Zeit 2 =[9.81, 20)

- Blutdruck, Herzfrequenz

- Lange einer Warteschlange 2 = {0, 1,2, ...}

- Anzahl der radioaktiven Teilchen beim Zerfall
- Wasserstand eines Flusses 2 = [0, .. .)
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empirischen Ein Ereignis ist eine Teilmenge A, A C 2

Forschung

Lebensdauer < 10 min.
Augensumme gerade.
Warteschlange hat Lange von < 10 Personen.

Realisierungen sind die Ergebnisse des Experiments
(die realisierten Elemente von ?)

Verknupfungen von Ereignissen werden durch
entsprechende Mengenverknupfungen beschrieben
AUB A oder B tritt ein
ANB A und B tritt ein
A=Q\A Atritt nicht ein.
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Forderung (damit die Verknipfungen auch immer
ausgefuhrt werden konnen):

Die Ereignisse liegen in einem Ereignisfeld
(o-Algebra) €.

Ereignisfeld

Das Mengensystem & C B(2) hei3t Ereignisfeld,
falls gilt:

1.Qe¢

2.Ac¢ = Ac¢
3AcCi=12.. = ¢
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=8 Sej ¢ ein Ereignisfeld. Die Abbildung

Forschung

P:¢ —R

heil3t Wahrscheinlichkeit, falls sie folgende
Eigenschaften hat:

1. FuralleAe ¢gilt: 0<P(A) <1

2. P(Q) =1
3. o .

P(JA) = Yo PA),
i=1 i=1

falls ANA =0 Vii#j
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Wabhrscheinlichkeit
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P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB).
Beweis:

P(AUB) = P((ANB)U(ANB)U(BNA))
= P(ANB)+P(ANB)

-

+P(BNA) Axiom 3

= P(A)+P(BNA)+P(ANB)

-

—P(ANB)
— P(A)+P(B) — P(ANB)
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Eine (meRbare) Abbildung heil3t Zufallsvariable.

X: O —R

w —T

Diskrete Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X heif3t diskret, wenn X nur
endlich viele oder abzahlbar unendlich viele Werte x;
annehmen kann. Jeder dieser Werte kann mit einer
gewissen Wkt. p; = P(X = x) auftreten. (p; > 0)

- geografische Lage (N,O,S,W)
- Lange einer Warteschlange
- Anzahl der erreichten Punkte in der Klausur.
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Stetige Zufallsvariable
Die Zufallsvariable X heif3t stetig, falls X beliebige

Werte in einem Intervall (a, b), [a, b], (a,b], (a, b],
(—00,a), (b,0), (—o0, a], [b, 0), (—oo, c0) annehmen

kann.

- Wassergehalt von Butter
- Messgrof3en (z.B. bei der Banknote)
- Lebensdauer von Kihlschranken
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Diskrete Zufallsvariable
Fx(X) == Z Pi = Z Pi
i: I<X

heil3t Verteilungsfunktion der diskreten zufalligen
Variable X

Stetige Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X wird mit Hilfe der sogen.
Dichtefunktion f beschrieben,

X

Fx(X) = P(X < X) = / £(t) ot

—00
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Diskrete Zufallsvariablen
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Zweimaliges Werfen einer Miinze
Q = {77,7B,BZ,BB}, X := Anzahl von Blatt

2)
1
4
Erfolge bei n Versuchen

X: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder
der n Versuche eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

X
~~ N\
INIE N @)
NI =

PX =k = (E) p(1— p)"*  Binomialwkt.

Pl = Px<i=3 ()pa-prt v
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Werkzeuge der

empirischen Wiirfeln 20 mal. Wkt. fur mindestens 4 Sechsen?

Forschung

Diskrete Zufallsvariablen
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Werkzeuge der

empirischen Wiirfeln 20 mal. Wkt. fur mindestens 4 Sechsen?

Forschung

X: Anzahl der Sechsen.

P(X > 4) =1-P(X < 3) = 1-Fx(3) = 1—23: P(X =)
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Werkzeuge der

empirischen Wiirfeln 20 mal. Wkt. fur mindestens 4 Sechsen?

Forschung

X: Anzahl der Sechsen.

P(X > 4) =1-P(X < 3) = 1-Fx(3) = 1—23: P(X =)

—1- (- 20() () - 25 (5 ()

20-19-18,1.3,5.17
SRR
=1 - CDF(’Binomial’,3,1/6,20)
= SDF('Binomial’,3,1/6,20)
~ 0.43.
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empischen X: Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit
orschung

X - (0 1 2 3 )

Po P1 P2 P3 -

pi=-—¢€ 7, A>0

Bez.: X ~ Poi()\), wobei A ein noch unbestimmter
Parameter ist. Er kann als mittlere Rate aufgefal3t
werden. 66/127
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Sei {N; }ic eine Menge von Zufallsvariablen (ein

stochastischer Prozel3 ) mit den Eigenschaften:

V1: Zuwdachse sind unabhangig, dh. die Zufallsvar.
Ni:h — Ny und Ny — N;_p sind unabhangig

V2: esist egal wo wir das Zeitintervall betrachten, dh
Nirnh und N; haben dieselbe Verteilung

V3: Wkt., daR mindestens ein Ereignis in der Zeit h
eintritt, z.B. ein Kunde ankommt.
p(hy=a-h+o(h), a>0h—0

V4: Wkt. fur k > 2 Ereignisse in der Zeit h: o(h)
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Frage: WKkt. bis zum Zeitpunkt t genau i Ereignisse?
(eingetroffene Kunden, zerfallene Teilchen)

Py(t) := P(N; = k), P(t)=0 fir k<0

kk
Py(t) = akf e k>0

Poisson-Verteilung mit Parameter \ = at.
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empiischen Binomial und Poisson
Seien X, ~ Bi(n, p) Y ~ Poi(\)
Farn-p= A qilt: P(Xh = K) —n_0o P(Y =K).

Beweis:

_onn=1---(n—k+1) A An
= K (D=2

1nn-1)---(n—k+1) An
N (N — MK JA (-3

69/127



Werkzeuge der

el Minzwurf solange bis B(Blatt) kommt
Q= {B, ZB, ZZB, ...}
X := Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Blatt.

X:((l/Z) (1/2? (1/2)° (1/2)* --- (1/2" )

>p=d 2= i1
i=1

geometrische Reihe
geometrische Verteilung mit p=1/2, p; = (1/2)".
allgemeiner: p; = p—1(1 - p).
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Werkzeuge der

empischen Qualitatskontrolle
Warenlieferung mit N Stlicken, davon genau n

schlecht. Frage: Wkt., daf in einer Stichprobe vom

Umfang m hochstens k Stiick schlecht sind?
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Quialitatskontrolle

Warenlieferung mit N Stlicken, davon genau n
schlecht. Frage: Wkt., daf in einer Stichprobe vom
Umfang m hochstens k Stiick schlecht sind?

X: Anzahl der schlechten Stlcke in der Stichprobe.
n N—n
(m)
(™): # méglichen Stichproben.

(}):  # Moglichkeiten, aus n schlechten Stiicken in der
Population x schlechte Stiicke zu ziehen.

(N""):  # Maglichkeiten, aus N — n guten Stiicken in der
Population m — x gute Stiicke zu ziehen.
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Werkzeuge der .
empirischen Oﬁenbar'

Forschung 0 <x< min(n, m)
m—x<N-n

Eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
k n N—n
F(k|HN,n,m) _ Z (X) (m—x)

x=0 (:1)

heil3t hypergeometrisch verteilt.

Bemerkung: Fir N — oo, n — oo, & — p gilt:

) — (7 )L P = F i )
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CDF(’Binomial’,m,p,n) PDF(’'Binomial’,m,p,n)
CDF(’Poisson’,m,\) PDF('’Poisson’,m,\)
CDF('Geometric’m,p) PDF('Geometric’,i,p)
CDF('Hyper',K,N,n,m) PDF('Hyper’,k,N,n,m)

Descr _Bi nom al _neu. sas
Descr _Poi sson. sas
Descr _Geonetr. sas
Descr _Hyper geom sas

In den Wahrscheinlichkeiten kdnnen Parameter
auftreten, die in der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen (der
Daten) zu bestimmen/zu schatzen!
— Aufgabe der Statistik
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RSl Sei X stetig auf (a,b), wobei a, b unendlich sein

Forschung kdnnen, a<xy<X <b
PX=x) =0, P(X<X<x)>D0.

Die Funktion f heif3t Dichtefunktion (von X) falls:

1.f(x) >0, a<x<bh.
b

2. [f(x)dx = 1.
a

Die stetige Zufallsvariable X wird also durch seine
Dichtefunktion beschrieben.

P(c< X < d) :/df(x)dx.

Die Dichtefunktion hangti.A. von unbekannten
Parametern ab die aeschatzt werden miissen 75/127
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