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2.4 Die Stirling Formel

nl ~ 27?77,(2).
e

Beweis. Die Aussage des Satzes agjuivalent zu

Satz 3 Esqilt

1
Inn! ~InvV2r 4+ (n + §)lnn—n.

Sel
1
d, :=1Inn!—(n+ §)lnn+n.

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Es gernigt zu zeigen,

lim d,, = Inv2m.

n—aoeo

Wir schatzen jetzt die Differend,, — d,,..; ab,
daraus dann das Verhalten der Fo{ge} und
versuchen dann den Grenzwert zu bestimmen.

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Es gilt

dy,

_ dn—i—l

Inn! —In(n + 1)!

1 1
—(n+—)lnn+(n+1—i—§)ln(n+1)

2
+n — (n+1)
n—" 1 (4 Y(n(n+ 1) — nn)
1n n — nn — 1nn
(n+ 1)! 2
+In(n+1) —1
1 1
—ln(n+1)+(n+§)lnn+ FIn(n41)—1
n
2
n+11nn+1_1
2 n
1 1+
(2n+1)- = In —2FH — 1.
2 1_2n—|—1

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Esqgiltfur—1 <z < 1:

In(1+ x)

In(1 —x)

1+
1l —=x

In

1)t x_z
;( )=
_1 1+1 (_x)z
;( )
o 2141

X
In(1 —In(l —x) =2
n(l+xz)—In(l — ) ;Qiﬂ

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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Setzenr :=

dy,

T dn—|—1

L_ und erhalten#£ # 0)

1 L i

- U 1
9 (x " Z 2i+1 )

1
X
B 2i + 1 (2n + 1)

2n+1

1=1

—1 1
< 23

— 3 (2n+1)*

1, 1 . 1
= —(———1) wobei ¢=

31 —gq (2n +1)

1

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



85

Offenbar gilt auch

1
32n+1)2

also

3(2n + 1)?

1

1 1
: - < d,, — dpi1,
22i+1 (2n + 1)% .

1=

d, — d, .
= S 320+ 12 — 1)

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Wegen
1 1 1 1
3((2n+1)2—-1) 12n(n+1) 12n  12(n+1)
1 1 12

3(2n + 1)? 12n(n+1)+3  12(12n(n + 1) + 3)
12
12 - 12n(n + 1) + 36
12

12-12n% +12-12n 4 24n + 13
12

12-12n2 4+ 12-14n + 13
12

(12n + 1)(12n + 13)
1 1

12n+1 12(n+1)+1

86 W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin




Beide Ungleichungen zusammen

! ! <d, —dy1 < ! !
12n+1 12(n+1)+1 " T 120 12(n+1)
1 1
dy, — —) — (dpr1 — <0<
(dn = 755) = (dnt 12(n 1))
1 1
d,, — — (dpyr —
[ = o gr) ~ (o 12(n+1)+1)
=  Folge{d, — 5,757} monoton fallend

Folge{d, — 5 } monoton wachsend.

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



88

Beide Folgen haben denselben Grenzwe#t lim d,,,

1 1
d — — <c< d —
12n, O F 12n + 1

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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1

eCT TanT1

1
eCe12nt1

6\/7< )612n—|—1

Bleibt zu zeigen

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



Hilfsrechnungen

/2
[, = / sin” x dx
0

W.Ko0ssler, Humboldt-Universit zu Berlin
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/2
/ sin” !z - sinz dr
0

/2
0

sin" 'z - (—cosx)

/2
/ (n —1)sin™ ?cosx - (— cos x) dx
0

/2
(n—1) / sin” " (1 — sin® 7) do
0

(n—1)(In— — I)

In—2
n
i
Z I =1
2 1
1 1 x 9 9
=== Jo= 2], =2
2707 9 9 ST 371 T3

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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]2n—|-1

1-3-5---(2n — 1)

3.5-7---(2n+ 1)

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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L T

Sin

2n+1:>

2n

lim

T =Ilim

2

2n—1

0<z <3

0O<sinx <1

T > sin

2

2n+1

" > sin T

Ion_1 > Ioy > Iopyq

Ion 1
Ioni41

>,_£m_ >>1

Ioni41

1-3-3-5:5:7--(2n—1)-(2n+1)

2-2.4-4-6.6--(2n)-(2n) 2

1:33557(2n—1)-2n+1) x _ 1

2-2-4-4-6-6---(2n)-(2n) 2

(o)™

:lim(

24”(7ﬂ)4

2n)N2(2n+1)

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin
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n!l = efy/nn"e "etn
(2n)! e/ 2n 22" 2" e 2n ohn

wobeillim,, ., a,, = lim,,_,o 5, =0

Einsetzen oben liefert

W.Kossler, Humboldt-Universit zu Berlin



