
2.4 Die Stirling Formel

Satz 3 Es gilt

n! ∼
√

2πn

(

n

e

)n

.

Beweis: Die Aussage des Satzes istäquivalent zu

ln n! ∼ ln
√

2π + (n +
1

2
) ln n − n.

Sei

dn := ln n! − (n +
1

2
) ln n + n.
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Es gen̈ugt zu zeigen,

lim
n→∞

dn = ln
√

2π.

Wir scḧatzen jetzt die Differenzdn − dn+1 ab,

daraus dann das Verhalten der Folge{dn} und

versuchen dann den Grenzwert zu bestimmen.
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Es gilt

dn − dn+1 = ln n! − ln(n + 1)!

−(n +
1

2
) ln n + (n + 1 +

1

2
) ln(n + 1)

+n − (n + 1)

= ln
n!

(n + 1)!
+ (n +

1

2
)(ln(n + 1) − ln n)

+ ln(n + 1) − 1

= − ln(n + 1) + (n +
1

2
) ln

n + 1

n
+ ln(n + 1) − 1

=
2n + 1

2
ln

n + 1

n
− 1

= (2n + 1) · 1

2
ln

1 + 1
2n+1

1 − 1
2n+1

− 1.
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Es gilt für−1 < x < 1:

ln(1 + x) =
∞

∑

i=1

(−1)i+1xi

i

ln(1 − x) =
∞

∑

i=1

(−1)i+1 (−x)i

i

ln
1 + x

1 − x
= ln(1 + x) − ln(1 − x) = 2

∞
∑

i=0

x2i+1

2i + 1
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Setzenx := 1
2n+1

und erhalten (x 6= 0)

dn − dn+1 =
1

x
· 1

2
· 2

(

x +
∞

∑

i=1

1

2i + 1
x2i+1

)

− 1

=

∞
∑

i=1

1

2i + 1

1

(2n + 1)2i

<

∞
∑

i=1

1

3

1

(2n + 1)2i

=
1

3

( 1

1 − q
− 1

)

wobei q =
1

(2n + 1)2

=
1

3((2n + 1)2 − 1)
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Offenbar gilt auch

1

3(2n + 1)2
=

1
∑

i=1

1

2i + 1
· 1

(2n + 1)2i
< dn − dn+1,

also

1

3(2n + 1)2
< dn − dn+1 <

1

3((2n + 1)2 − 1)
.
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Wegen

1

3((2n + 1)2 − 1)
=

1

12n(n + 1)
=

1

12n
− 1

12(n + 1)

1

3(2n + 1)2
=

1

12n(n + 1) + 3
=

12

12(12n(n + 1) + 3)

=
12

12 · 12n(n + 1) + 36

>
12

12 · 12n2 + 12 · 12n + 24n + 13

=
12

12 · 12n2 + 12 · 14n + 13

=
12

(12n + 1)(12n + 13)

=
1

12n + 1
− 1

12(n + 1) + 1
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Beide Ungleichungen zusammen

1

12n + 1
− 1

12(n + 1) + 1
< dn − dn+1 <

1

12n
− 1

12(n + 1)

(dn − 1

12n
) − (dn+1 −

1

12(n + 1)
) < 0 <

(dn − 1

12n + 1
) − (dn+1 −

1

12(n + 1) + 1
)

⇒ Folge{dn − 1
12n+1

} monoton fallend

Folge{dn − 1
12n

} monoton wachsend.
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Beide Folgen haben denselben Grenzwertc := lim dn,

dn − 1

12n
< c < dn − 1

12n + 1

c +
1

12n + 1
< dn < c +

1

12n

Erinnerung:

dn = ln n! − (n +
1

2
) ln n + n

⇒ edn = n!
(n

e

)

−n
n−

1

2
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ec+ 1

12n+1 < edn < ec+ 1

12n

ece
1

12n+1 < n!
(

n
e

)

−n
n−

1

2 < ece
1

12n

ec
√

n
(n

e

)n
e

1

12n+1 < n! < ec
√

n
(n

e

)n
e

1

12n

Bleibt zu zeigen

ec =
√

2π.
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Hilfsrechnungen

In :=

∫ π/2

0

sinn x dx
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In =

∫ π/2

0

sinn−1 x · sin x dx

= sinn−1 x · (− cos x)
∣

∣

π/2

0
−

∫ π/2

0

(n − 1) sinn−2 cos x · (− cos x) dx

= (n − 1)

∫ π/2

0

sinn−2 x(1 − sin2 x) dx

= (n − 1)(In−2 − In)

In =
n − 1

n
In−2

I0 =
π

2
I1 = 1

I2 =
1

2
I0 =

1

2
· π

2
I3 =

2

3
I1 =

2

3
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I2n =
1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

π

2

I2n+1 =
2 · 4 · 6 · · · (2n)

3 · 5 · 7 · · · (2n + 1)
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0 < x < π
2

⇒ 0 < sin x < 1

⇒ sin2n−1 x > sin2n x > sin2n+1 x

⇒ I2n−1 > I2n > I2n+1

⇒ I2n−1

I2n+1
> I2n

I2n+1
> 1

⇒ 2n+1
2n

>
1·3·3·5·5·7···(2n−1)·(2n+1)

2·2·4·4·6·6···(2n)·(2n)
· π

2
> 1

⇒ lim 1·3·3·5·5·7···(2n−1)·(2n+1)
2·2·4·4·6·6···(2n)·(2n)

· π
2

= 1

⇒ π
2

= lim
(

2·4·6···(2n)
1·3·5···(2n−1)

)2 · 1
2n+1

= lim 24n(n!)4

((2n)!)2(2n+1)
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n! = ec
√

nnne−neαn

(2n)! = ec
√

2n22nn2ne−2neβn

wobei limn→∞ αn = limn→∞ βn = 0.

Einsetzen oben liefert

ec =
√

2π.
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