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1 Einleitung

Stabilitét ist ein sehr erfolgreiches und in den letzten Jahrzehnten stark unter-
suchtes modelltheoretisches Konzept. In stabilen Theorien 148t sich eine Un-
abhéngigkeitsrelation angeben, mit deren Hilfe iiber Modelle stabiler Theori-
en weitreichende Strukturaussagen getroffen werden kénnen. Von den Begrif-
fen der Stabilitidtstheorie ausgehend sind verschiedene Verallgemeinerungen,
wie einfache Theorien, und Spezialfille stabiler Theorien untersucht worden.
Aquationale Theorien, die von Srour (siche [10] und [16]) eingefiihrt wurden,
bilden eine solche Teilklasse der stabilen Theorien. Die &quationalen Theorien
werden dadurch charakterisiert, dafl alle definierbaren Mengen durch boole-
sche Kombinationen von Gleichungen beschrieben werden kénnen. Hierbei
heifit eine Formel eine Gleichung, falls, den aus der algebraischen Geome-
trie fiir Polynomgleichungen bekannten Sachverhalt verallgemeinernd, jeder
Durchschnitt von Mengen, die durch Instanzen dieser Formel definiert wer-
den, bereits zu einem endlichen Teildurchschnitt dquivalent ist.

In einem recht einfachen Argument kann gezeigt werden, dafl d4quationale
Theorien stabil sind (siehe hierzu Kapitel 2). Die vorliegende Arbeit wid-
met sich der von Srour gestellten Frage, ob die dquationalen Theorien eine
echte Teilklasse der stabilen Theorien bilden. Der freie Pseudoraum von Hru-
shovski und Srour, welcher hier beschrieben wird, gibt auf diese Frage eine
positive Antwort. Die Theorie dieses Pseudoraumes ist das erste und bisher
einzige bekannte Beispiel einer stabilen und nicht dquationalen Theorie. Der
freie Pseudoraum stellt ein 3-dimensionales Analogon zu der erstmals von
Lachlan in [8] vorgestellten Pseudoebene dar, die ein bereits ldngere Zeit un-
tersuchtes Objekt ist. Insbesondere wurde in [3] gezeigt, dafl die 1-basierten
(, 1-based*) oder auch schwach normalen Theorien dadurch gekennzeichnet
sind, keine vollstdndige Typ-definierbare Pseudoebene zu enthalten. Speziell
ist also die freie Pseudoebene ein typisches Beispiel einer stabilen, nicht 1-
basierten Theorie. Da durch den Begriff der Aquationalitiit 1-basierte Theori-
en in natiirlicher Weise verallgemeinert werden (siche [6]), motiviert dies den
Ansatz, eine stabile, nicht dquationale Theorie in einer hoherdimensionalen
Variante der freien Pseudoebene zu suchen.

Der freie Pseudoraum wurde von Hrushovski und Srour in der unveroffent-
lichten Arbeit [4] entwickelt. Es wird dort zunéchst allgemeiner auf dquatio-
nale Theorien eingegangen und dann in einem zweiten Teil der freie Pseu-
doraum als Beispiel einer stabilen, nicht d&quationalen Theorie behandelt. Die
Darstellung ist hierbei jedoch recht knapp und die Beweise nur skizzenhaft.
Die Ideen zur Aquationalitit im ersten Teil von [4] wurden von Junker und
Kraus in [6] und [7] aufgegriffen und weiterentwickelt.

Unabhéngig von Hrushovskis Arbeit haben Baudisch und Pillay in [1]
einen weiteren freien Pseudoraum vorgestellt. Die Motivation ist hier eine
andere. Der freie Pseudoraum von Baudisch und Pillay ist ein Beispiel einer



stabilen, nicht CM-trivialen Theorie (zur CM-Trivialitéit, einem Begriff von
Hrushovski, siche [5] und [12]). Damit wird gezeigt, dafl die in [14] von Pil-
lay entworfene Hierarchie n-iippiger Theorien (,,n-ample theories®) bis zur
zweiten Stufe echt ist. Die erste Stufe der 1-tippigen Theorien bilden hierbei
wiederum die nicht 1-basierten Theorien, wéihrend die 2-iippigen Theorien
den nicht CM-trivialen Theorien entsprechen.

Die Pseudordume in [1] und [4] sind axiomatisch recht unterschiedlich
gefafit. Insbesondere ist die Sprache in Hrushovskis Beispiel durch Farben
fiir Punkte und Geraden sowie zusétzliche Inzidenzbeziehungen gegeniiber
[1] reichhaltiger. In dem Vorgehen zur Untersuchung der Theorie der Pseu-
dordume weisen die Darstellungen jedoch viele Gemeinsamkeiten auf.

Die vorliegende Arbeit verfolgt nun zwei Ziele: zum einen soll eine Ausar-
beitung der im zweiten Teil von [4] angegebenen Resultate vorgelegt werden,
zum anderen wird die Beziehung zwischen den beiden Pseudordumen unter-
sucht. Hierzu wird in Kapitel 6 gezeigt, dafl man durch Fortlassen der Farben
des Pseudoraumes von Hrushovski und Srour den Pseudoraum von Baudisch
und Pillay erhélt, die Theorie des einen Raumes ist also das Redukt der
anderen.

In Kapitel 2 wird kurz auf dquationale Theorien eingegangen, um die
fiir diese Arbeit notigen Begriffe und Resultate bereitzustellen. Einen guten
Uberblick iiber die bisherigen Erkenntnisse zu dquationalen Theorien vermit-
teln die Artikel [6],[7] und [10], aus welchen auch die Darstellung in Kapi-
tel 2 entlehnt ist. Da beide genannten Pseudoridume starken Gebrauch von
dem Konzept der freien Pseudoebene machen, wird dieses kurz in Kapitel 3
erlautert. Die Kapitel 4 und 5 sind den Axiomensystemen der freien Pseu-
dordume gewidmet. Die Konsistenz des Axiomensystems I' des freien Pseu-
doraums von Hrushovski und Srour zeige ich unter Benutzung der Konsistenz
und des Standardmodells der Theorie ¥ aus [1]. In Kapitel 6 wird der schon
oben erwihnte Zusammenhang der Pseudordume erortert. Die Verfahrens-
weise ist hier, wie auch zum Teil in den folgenden Kapiteln, kombinatorisch
geprigt. Anschliefend wird unter Verwendung spieltheoretischer Techniken
in den Kapiteln 7 und 8 die Vollstandigkeit sowie die w-Stabilitdt von I'
bewiesen. Hierbei habe ich mich hauptséchlich an dem Vorgehen in [1] orien-
tiert und die dortige Beweisfithrung an die Situation in I' angepaft. Letztlich
werden in Kapitel 9 Morleyriange in I' berechnet und, der Darstellung in [4]
folgend, gezeigt, dal die Theorie I' nicht dquational ist.

Die modelltheoretische Notation dieser Arbeit folgt der allgemeinen Kon-
vention (siche [2] oder [15]). Fir die verwendeten stabilitétstheoretischen
Begriffe sei auf [9] und [13] verwiesen.



2 Aquationale Theorien

Fiir diesen Abschnitt sei 7" eine vollsténdige Theorie in der Sprache L. M sei
ein Monstermodell von 7. Im folgenden werden L-Formeln der Form ¢(z, y)
ohne Parameter betrachtet, wobei  und g verschiedene Parametertupel sei-
en. Sei A eine Menge von L-Formeln der eben angegebenen Form. Eine Menge
X heifit A-definierbar, falls es eine Formel ¢(Z, ) € A und Parameter a € M
gibt, so daBB X durch ¢(z,a) definiert wird.

Eine Familie {A4; : ¢ € I} von Mengen besitzt die absteigende Durch-
schnittseigenschaft, falls es fiir jedes J C I eine endliche Teilmenge Jy, C J
mit ey A; = Njes, 4; gibt. Dies ist offenbar dazu dquivalent, dafl es keine
unendliche, echt absteigende Kette von Durchschnitten der A; gibt.

Definition 2.1 Eine L-Formel ¢(Z,%) ist eine Gleichung in Z, falls {¢(M, a) :
a € M} die absteigende Durchschnittseigenschaft besitzt.

Anders ausgedriickt ist fir eine Gleichung ¢ jede unendliche Konjunktion
von Instanzen \jc; ¢(Z,a;) zu einer endlichen Konjunktion Ajc;, ¢(Z,a;)
mit einem endlichen Jo C J dquivalent.

Die Theorie T heif§t dquational, falls jede Formel dquivalent zu einer boo-
leschen Kombination von Gleichungen ist.

Aus der Definition von Gleichungen ist unmittelbar ersichtlich, daf§ endliche
Konjunktionen von Gleichungen wieder Gleichungen ergeben. Die néchste
Bemerkung zeigt dies auch fiir endliche Disjunktionen.

Bemerkung 2.2 Jede endliche Disjunktion von Gleichungen ist eine Glei-
chung.

BEWEIS. Sei ¢(Z,y) = Vi, ¢¥i(Z,9;) mit § = 1...y, und Gleichungen
V(Z,91), -y Un(Zy Un). Sei A = {1 (Z,51), ..., Yn(Z, ¥n)}. Endliche Durch-
schnitte von A-definierbaren Mengen kénnen dann ebenfalls durch Gleichun-
gen definiert werden.

Angenommen, ¢(Z,%) ist keine Gleichung. Dann gibt es eine unendliche,
echt absteigende Kette X; D X5 D ..., wobei die X; endliche Durchschnitte
von ¢-definierbaren Mengen sind. X 148t sich als X; =Y; U ... UY} schrei-
ben, wobei Y7, ...,Y} endliche Durchschnitte A-definierbarer Mengen sind.
Nun gibt es einen Index [, 1 <! < k, und eine unendliche Folge j; < j2 < ...,
sodaBY; DY,NX, DY,NXj, D...eine unendliche, echt absteigende Kette
ist. Ebenso kann ich ¥;N X, als endliche Vereinigung von Durchschnitten A-
definierbarer Mengen schreiben. Auf diese Weise fortfahrend erhalte ich eine
unendliche, echt absteigende Kette von Durchschnitten von A-definierbaren
Mengen. Dann gibt es eine Formelmenge A’ C A und eine unendliche Teil-
kette der eben konstruierten Kette, so dafl simtliche Mengen dieser Teilkette



von allen Formeln aus A’ Gebrauch machen. Sei 0.B.d.A. A" = {41,..., ¥}

mit m < n. Die Formel

w(jaﬂl .- ym) = 1#@??1) ARERA ¢(j>ﬂm>

ist dann eine Gleichung, und die obige Teilkette besteht aus Durchschnitten
von -definierbaren Mengen. Dies ist ein Widerspruch. O

Die Menge der Gleichungen ist damit abgeschlossen gegeniiber positiven boo-
leschen Kombinationen.

Bemerkung 2.3 FEine dquationale Theorie T ist stabil.

BEWEIS. Sei A eine Menge der Michtigkeit A. Ein Typ p € S;(A) wird durch
seine ¢-Teile {¢(x,a) € p: a € A} fir alle L-Formeln ¢(z, §) beschrieben. Ist
¢ eine Gleichung, so ist ein solcher ¢-Teil bereits durch eine endliche Menge
von Instanzen von ¢ bestimmt. Fiir die Wahl dieser endlichen Menge gibt es
A viele Moglichkeiten. Ist die Theorie T' dquational, so gibt es also iiber A
nur Ml viele Typen. Fiir M1 = \ gilt folglich |S;(A)| = A, und T ist stabil.
[l

Eine andere Moglichkeit des Beweises von Bemerkung 2.3 ist der Nachweis,
daf§ Gleichungen stabile Formeln sind, d.h. nicht die Ordnungseigenschaft
besitzen. Dies wird in [6] gezeigt. Wie bereits eingangs gesagt, ist es das Ziel
dieser Arbeit zu zeigen, dal die Umkehrung von Bemerkung 2.3 nicht richtig
ist.

In dquationalen Theorien, welche nach obiger Bemerkung stabil sind, wird
die Gabelungsrelation (das Forking) durch Gleichungen kontrolliert. Nachfol-
gende Ausfithrungen entstammen [4] bzw. [7] und sollen dies niher erldutern.

Fiir einen Typ p und eine Gleichung ¢(Z, y) sei

¢p(Z) = N{¢(z,¢) : pt ¢(,¢) mit ¢ € M}.

Da ¢ eine Gleichung ist, ist ¢,(Z) dquivalent zu einer endlichen Konjunktion
und kann als erststufige Formel aufgefalt werden. Analog zu der in stabilen
oder einfachen Theorien gegebenen Unabhéngigkeitsrelation 148t sich nun
dquationale Unabhingigkeit erkléren.

Definition 2.4 Seien A C B Mengen und ¢ ein Tupel von Elementen. Dann
ist ¢ dquational unabhingig von B tber A, falls fir jede Gleichung ¢(z,q)
mit [(Z) = 1(¢) die Formel ¢y p)(Z) fast iber A ist.

FEine stabile (oder einfache) Theorie heifit fast dquational, falls Nichtga-
belung mit dquationaler Unabhdngigkeit tibereinstimmdt.

Aquationale Theorien sind fast dquational. In [7] wird gezeigt, daBl Aquationa-
le Unabhéngigkeit mit lokaler Nichtgabelung bzgl. der Gleichungen der Theo-
rie (im Sinne der lokalen Stabilitdtstheorie, wie sie in [13] dargestellt wird)

>



zusammentfllt. Weiter wird in [7] der Begriff der Fast-Aquationalitit auf be-
liebige Theorien ausgedehnt und die Frage aufgeworfen, ob es eine einfache
Theorie gibt, die nicht fast dquational ist, wobei die Autoren diesbeziiglich
eine positive Vermutung duflern. Alle bisher bekannten einfachen Theorien
sind fast dquational, insbesondere ist die Theorie des in dieser Arbeit kon-
struierten freien Pseudoraumes zwar nicht dquational, aber fast dquational,
welches schon in [4] angemerkt ist.



3 Die freie Pseudoebene

Zu Beginn soll die freie Pseudoebene vorgestellt werden, ein Konzept, welches
auf Lachlan zuriickgeht. Der Begriff der freien Pseudoebene wird fiir das
weitere von grundlegender Bedeutung sein.

Die Sprache besteht aus einstelligen Prédikaten B und C' fiir Geraden und
Punkte sowie einer zweistelligen Relation [ fiir die Inzidenzbeziehung zwi-
schen Geraden und Punkten. Das Axiomensystem A der freien Pseudoebene
besteht aus folgenden Axiomen:

Al) Jedes Element ist entweder ein Punkt oder eine Gerade.

A2) I C (BxC)U(C x B) ist eine symmetrische Relation zwischen Geraden
und Punkten.

A3) Jeder Punkt liegt mittels I auf unendlich vielen Geraden. Umgekehrt
enthélt jede Gerade unendlich viele Punkte.

A4) Es gibt keine Kreise, d.h. es existieren nicht paarweise verschiedene Ele-
mente o, ..., x, mit I(z;x;11), 0 <i<n-—1,und I(x,,xo).

Das Standardmodell Ny von A hat die folgende Form. Der Grundbereich
von Ny ist w<* (d.h. die Menge der endlichen Folgen natiirlicher Zahlen).
Die Menge der Geraden von Ny besteht aus den Folgen aus w<“ von gera-
der Lange. Die Folgen ungerader Lange bilden die Menge der Punkte. Die
Inzidenzbeziehung I(x,y) gilt, falls = ein direkter Vorgénger oder Nachfolger
von y ist. Offensichtlich ist Ny ein abzéhlbares Modell von A, welches zudem
zusammenhéngend ist, d.h. je zwei Elemente konnen durch einen Weg aus
Geraden und Punkten miteinander verbunden werden. Ohne Beweis sei hier
bemerkt, dal A vollstindig ist. Die Theorie A der freien Pseudoebene ist
somit die Theorie der unendlichen, unendlich verzweigten Baume.

Als néchstes soll eine Modifikation der eben beschriebenen freien Pseu-
doebene eingefiihrt werden, die dadurch entsteht, dafi Geraden und Punk-
te zusétzlich Farben erhalten. Die gefirbte Pseudoebene ist nicht von ei-
genstandigem Interesse, wird aber als Konstruktionselement in den néchsten
Kapiteln Verwendung finden, weswegen sie an dieser Stelle studiert werden
soll. Die Sprache wird um einstellige Relationen C,., C,,, B, und B,, fiir rote
bzw. weifle Punkte und rote bzw. weifle Geraden bereichert. Zu den oben
angegebenen Axiomen Al) bis A4) treten noch drei weitere, die Farben be-
treffende Axiome hinzu.

Ab) Jede Gerade ist entweder rot oder weif}, d.h. sie erfiillt entweder B, oder
B,,. Gleiches gilt fiir Punkte.

A6) Jeder Punkt liegt auf unendlich vielen roten und unendlich vielen weiflen
Geraden.
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Abbildung 1: Die freie gefirbte Pseudoebene

AT) Auf jeder roten (bzw. weiBen) Gerade b gibt es genau einen weifien (bzw.
roten) Punkt ¢, welcher der Ausnahmepunkt von b genannt wird.

Die Menge der Axiome A1) bis A7) sei mit A’ bezeichnet. Modelle von A’
heiflen freie gefirbte Pseudoebenen.

Das Standardmodell Nj der gefirbten Pseudoebene entsteht aus dem
Standardmodell Ny von A durch Einfirben der Geraden und Punkte. Die
Geraden werden wie folgt geférbt:

B,(Ng) = {n:ne€ B(Ny),n(l(n)) gerade}
By (Ng) = {n:n€ B(Ny),n(l(n)) ungerade}

Dadurch liegt, wie in Abbildung 1 veranschaulicht, jeder Punkt in unendlich
vielen roten und unendlich vielen weifien Geraden, wodurch A6) erfiillt wird.

Jetzt ist noch die Farbe der Punkte anzugeben. Ist der unmittelbare
Vorgéngerpunkt ¢ einer Gerade b in B(N/)) von einer anderen Farbe als b, so
ist ¢ der Ausnahmepunkt von b, und alle Nachfolger von b werden mit der
Farbe von b versehen. Haben b und c die gleiche Farbe, so ist der Ausnah-
mepunkt unter den Nachfolgern von b frei wahlbar, und alle anderen Punkte
werden wie b gefirbt (siehe hierzu Abbildung 1, wo der Ausnahmepunkt stets
der Nachfolger ,,ganz links* ist). Hierdurch wird A7) erfiillt. N/ ist somit ein
Modell von A'.

Folgendes Lemma wird an spéterer Stelle niitzlich sein.

Lemma 3.1 Seien M und N zwei abzihlbare zusammenhdngende freie gefirb-
te Pseudoebenen. Dann sind M und N isomorph.

BEWEIS. Ich werde einen Isomorphismus f direkt angeben. Seien b € M und
b € N zwei Geraden derselben Farbe. Setze f(b) = b'. Erweitere f nun zu
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einer Bijektion zwischen den Punkten auf b und . Dabei werde der Ausnah-
mepunkt von b auf den Ausnahmepunkt von b abgebildet. Wahle jetzt einen
beliebigen Punkt ¢ € b. Nach Konstruktion von f besitzen ¢ und f(c) dieselbe
Farbe. Der Punkt ¢ liegt wegen A6) auf unendlich vielen roten und unendlich
vielen weilen Geraden. Das gleiche gilt fiir f(c). Erweitere nun f zu einer
Bijektion zwischen den ¢ und f(c) enthaltenden Geraden unter Beriicksichti-
gung der Geradenfarben. Dies werde fiir jeden Punkt ¢’ € b so getan. Wihle
dann wieder eine ¢’ enthaltende von b verschiedene Gerade b” und erweitere
f zu einer Bijektion zwischen den Punkten auf 4" und denen auf f(b”). In
dieser Weise werde fortgefahren. Da wegen A4) zwei Geraden hochsten einen
Punkt gemeinsam haben und wegen des Zusammenhanges von M und N
die Pseudoebenen durch das oben beschriebene Verfahren ausgeschopft wer-
den, kommt durch diese Vorschrift ein Isomorphismus f zwischen M und N
zustande. O

Korollar 3.2 Die Theorie A’ der gefirbten Pseudoebene ist vollstindig.



4 Der freie Pseudoraum von Baudisch und
Pillay

In diesem Abschnitt soll ein 3-dimensionales Analogon zu der im letzten Ka-
pitel betrachteten freien Pseudoebene vorgestellt werden, wie es in [1] ent-
wickelt wurde. Ich werde hier nur einen kurzen Abrifl der dort dargestellten
Resultate geben, fiir die Details sei auf [1] verwiesen.

Zu den Punkten und Geraden der freien Pseudoebene treten Ebenen als
neue Objekte hinzu. Ebenen, Geraden und Punkte werden durch einstellige
Relationen A, B, C' kenntlich gemacht. Es gibt zwischen Ebenen und Geraden
eine Inzidenzrelation J sowie eine entsprechende Relation I zwischen Geraden
und Punkten. Die Sprache L besteht somit aus den einstelligen Relationen
A, B, C sowie den zweistelligen Relationen I und J. Der freie Pseudoraum
wird folgendermaflen axiomatisiert:

¥0) Jedes Element erfiillt genau eine der Relationen A, B,C. J C (Ax B)U
(Bx A)und I C (B x C)U(C x B) sind symmetrische Relationen.

Vor der Angabe der {ibrigen Relationen mufl etwas Terminologie festgelegt
werden, welche fiir den Rest dieser Arbeit benutzt werden wird.

Wie bereits in 30) geschehen, bezeichne A die Menge der Ebenen, B
die der Geraden und C' die Menge der Punkte. Ebenen werden im folgenden
meist a,a’, a; ..., Geraden b, V', b; ... und Punkte ¢, ¢, ¢; . .. genannt. Wird ein
Element in dieser Weise bezeichnet, so soll sich auch ohne ndhere Erklarung
verstehen, ob es sich hierbei um eine Ebene, Gerade oder einen Punkt han-
delt.

Eine Gerade b oder eine Ebene a wird mit den auf ihr liegenden Punkten
identifiziert, d.h. ich setze

a = {ceC: esexistiert ein b € B mit J(a,b) und (b, c)}
b = {ceC:I(B,o)}.

Ausdriicke der Form ¢ € b, b C a oder a N b werden dadurch sinnvoll und
dienen der Abkiirzung der ihnen entsprechenden Beziehungen der Inzidenz-
relationen I und J.

Ferner werde ich folgende Definition benutzen:

Definition 4.1 (i) Sei a eine Ebene. Dann sei

B(a) = {be B:J(ab)}
Cla) = {ceC:cea}.

Analog werden fir einen Punkt ¢ die Mengen A(c) und B(c) definiert.

10



(i1) Seien dy, ...,d, Elemente, d.h. Punkte, Geraden oder Ebenen. Die Fol-
ge (do,...,d,) heifit Sequenz, falls fir alle 0 < i < n — 1 entweder
I(d;,di1) oder J(d;,div1) gilt. Ist auflerdem fir alle 0 < i < j <mn
mit (i,7) # (0,n) noch d; # d; erfillt, so wird die Sequenz (dy, ..., d,)
als Weqg zwischen dy und d, bezeichnet. Sind dabei alle Elemente d;
Ebenen oder Geraden, so spreche ich von AB-Wegen. Ebenso sind BC-
Wege erklirt. Wege heiffen mitunter auch ABC-Wege. Die Linge eines
Weges sei die Anzahl der verschiedenen Elemente, welche auf diesem
Weg vorkommen, d.h. die Linge des obigen Wegs ist n oder n + 1.

(i11) Ein Kreis ist ein Weg (do, . .., d,) mit dy = d,.

Es konnen jetzt die iibrigen Axiome des Axiomensystems > formuliert wer-
den.

¥1)(a) (A, B, J) ist eine freie Pseudoebene. Dual dazu gilt:
¥1)(b) (B,C,I) ist eine freie Pseudoebene.

¥2)(a) Fiir jede Ebene a ist (B(a), C(a), I) eine freie Pseudoebene, und dual
dazu gilt:

¥2)(b) Fiir jeden Punkt ¢ ist (A(c), B(c), J) eine freie Pseudoebene.

¥.3)(a) Der Durchschnitt zweier verschiedener Ebenen ist entweder leer oder
ein Punkt oder eine Gerade. Die duale Bedingung hierzu ist:

¥3)(b) Sind c und ¢ zwei verschiedene Punkte, so ist die Menge der Ebenen,
welche ¢ und ¢’ enthalten, entweder leer oder einelementig oder besteht
genau aus den Ebenen, welche eine gemeinsame Gerade enthalten.

¥4)(a) Sei a eine Ebene und X = (a,b,...,0,a) ein Kreis der Lange n.
Dann existiert ein BC-Weg zwischen b und & der Lénge hochstens
n — 1, welcher nur Punkte aus X und Geraden aus a enthélt.

¥4)(b) Sei ¢ ein Punkt und X = (¢,b,...,V, ¢) ein Kreis der Lénge n. Dann
existiert ein AB-Weg der Lange hochstens n — 1, welcher aus Ebenen
aus X und den Punkt ¢ enthaltenden Geraden besteht.

Aus den Axiomen ist sofort ersichtlich, dafl sich Punkte und Ebenen voll-
kommen dual zueinander verhalten, d.h. die Rolle der Punkte und Ebenen
ist vertauschbar. Entsprechend werden viele Argumente unter Ausnutzung
der Dualitatseigenschaft gefiihrt: es geniigt die entsprechende Eigenschaft fiir
Punkte und Geraden nachzuweisen, fiir die Ebenen und Geraden folgt diesel-
be Eigenschaft dann unter Ausnutzung der dualen Axiome. In Kapitel 6 wird
gezeigt, dal es nicht unbedingt notwendig ist, diese Dualitdt axiomatisch zu
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fordern, sie liegt in der Natur des Pseudoraumes und folgt bereits aus der
ersten Hélfte (den (a)-Axiomen) von .

In [1] wird ein abzéhlbares zusammenhéngendes Standardmodell M, von
>) angegeben, dessen Konstruktion im néchsten Kapitel dazu benutzt werden
wird, ein Modell des freien Pseudoraumes von Hrushovski und Srour zu er-
halten. Ferner wird gezeigt, daf die Theorie ¥ vollstandig, w-stabil und nicht
CM-trivial ist.
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5 Der freie Pseudoraum von Hrushovski und
Srour

In diesem Kapitel soll ein weiterer freier Pseudoraum vorgestellt werden.
Dieser wird durch das Axiomensystem I' des freien Pseudoraumes von Hru-
shovski und Srour aus [4] beschrieben. Der freie Pseudoraum von Hrushovski
und Srour hat viele Gemeinsamkeiten mit dem durch ¥ gegebenen Raum, es
gibt jedoch gegeniiber ¥ einige Erweiterungen. Vor der Angabe der Axiome
soll das System I' kurz beschrieben werden.

Wie in dem freien Pseudoraum des letzten Abschnitts bestehen Modelle
von I' aus Punkten, Geraden und Ebenen. Es gibt Relationen fiir die Inzi-
denzbeziehungen zwischen Punkten und Geraden und zwischen Geraden und
Ebenen sowie direkte Inzidenzbeziehungen zwischen Punkten und Ebenen.
Die Geraden sind entweder rot oder weifl, wobei die Farbe durch einstelli-
ge Relationen B, und B, auf den Geraden festgelegt wird. Die Punkte sind
ebenfalls rot oder weif3 gefarbt, wobei die Farbe eines Punktes iiber die beiden
zweistelligen Relationen I, und I, zwischen Punkten und Ebenen geregelt
wird. Ein Punkt kann somit die Farbe von Ebene zu Ebene wechseln. Mittels
I, und I,,, welches direkte Inzidenzbeziehungen zwischen Punkten und Ebe-
nen sind, besteht eine Ebene aus einem roten und einem weiflen Bereich. Eine
rote Gerade in einer Ebene enthélt nur Punkte aus dem roten Bereich dieser
Ebene bis auf genau einen Punkt aus dem weilen Bereich, den Ausnahme-
punkt der Geraden auf dieser Ebene. Ahnliches gilt fiir weile Geraden. Die
Geraden und Punkte einer Ebene bilden damit eine freie gefarbte Pseudo-
ebene. Schliellich gibt es Axiome, die besagen, daBl Modelle von I' maximal
kreisfrei sind.

Die Sprache L' fiir I' besteht aus einstelligen Relationen A, B, B,., B,, und
C fir Ebenen, Geraden (rote bzw. weifle) und Punkte sowie zweistelligen
Relationen I, J, I, und I, fiir die verschiedenen Inzidenzbeziehungen. Die
Sprache L’ ist somit eine Erweiterung der im letzten Kapitel angegebenen
Sprache L. Das Axiomensystem I' in der Sprache L’ aus [4] enthélt die fol-
genden Axiome:

I'0) Jedes Element erfiillt genau eine der Relationen A, B, C'. Die Geraden
sind entweder rot oder weifl, d.h. jedes Element, welches B erfiillt,
erfiillt auch genau eine der Relationen B, und B,,.

I C (B xC)U(C x B) ist symmetrisch und steht fiir die Inzidenzbe-
ziehung zwischen Geraden und Punkten. Eine Gerade b € B wird mit
{ce C :I(b,c)} identifiziert.

'y 1,,I, c(AxC)u(Cx A), I,nI, =0. I, und I, sind symmetrisch
und stehen fiir die Inzidenz zwischen roten bzw. weiflen Punkten und
Ebenen. Eine Ebene a wird identifiziert mit {c € C': I,.(¢,a)V I,(c,a)}.
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Der rote bzw. weile Bereich einer Ebene a wird mit a, = {z : I.(z,a)}
bzw. a,, = {z : I,(x,a)} bezeichnet.

I'2) J C (Ax B)U(Bx A) ist die symmetrische Inzidenzbeziechung zwischen
Ebenen und Geraden. Fiir alle a € A, b € B gilt:

J(a,b) < Ve (I(z,b) — I.(x,a) V I,(z,a)).

I'3) Der Durchschnitt zweier verschiedener Geraden ist leer oder ein Punkt.

I'4) Jede Gerade enthélt unendlich viele Punkte. Die Menge der Geraden ist
nicht leer.

['5) Fiir jede Ebene a und jeden Punkt ¢ € a gibt es unendlich viele rote
und unendlich viele weifle Geraden, welche in a liegen und ¢ enthalten.

I'6) Fiir jede rote (bzw. weile) Gerade b in einer Ebene a gibt es genau einen
Punkt ¢ € a, Nb (bzw. ¢ € a, Nb). ¢ heiit der Ausnahmepunkt von b
auf a.

I'7) Fiir jede Gerade b und jeden Punkt ¢ € b gibt es unendlich viele Ebenen
a mit b C a, so daBl ¢ der Ausnahmepunkt von b auf a ist.

I'8) Sind by,...,b,, n > 2, verschiedene Geraden und gilt b; N by # 0,
1 <i<mn-—1,dann ist by Nb, = 0, oder es gibt einen Punkt ¢ mit
ceb; firallei=1,... n.

I'9) Ebenen sind nicht leer.

I'10) Der Durchschnitt zweier verschiedener Ebenen ist entweder leer oder
ein Punkt oder eine Gerade.

I'11) Sind ay,...,a,, n > 2, verschiedene Ebenen und ist a;Na;; 1 eine Gerade
firi=1,...,n—1, so gilt a; Na, = 0, oder a; Na, ist ein Punkt, oder
ai,...,a, enthalten eine gemeinsame Gerade.

I'12) Sind a4, as, a3 verschiedene Ebenen mit a; Na; # 0, 1 < 7,5 < 3, so
haben aq, as, ag einen Punkt gemeinsam.

I'13) Sind ay, ..., a,, n > 3, verschiedene Ebenen mit a; Na;11 # 0, 1 <i <
n—1,und a; Nage=0,1<i<n-—2,sogilta Na, = 0.

Um eine einheitliche Notation zu erreichen, wurden die Bezeichnungen
aus [4] denjenigen aus [1] angeglichen. In [4] werden A, B, B,, B,,,C mit
S,L,L,, L,,P und J mit I;g bezeichnet. Auflerdem sind die Inzidenzbe-
ziehungen in [4] nicht symmetrisch (z.B. I C P x L), so da I'0),I'1) und I'2)
entsprechend angepafit wurden.
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Die im letzten Kapitel definierten Begriffe Sequenzen, Wege und Kreise
werden auch auf Modelle von I' angewendet, wobei die Definitionen leicht
modifiziert werden. Aufler den Inzidenzen I und J sollen in Sequenzen, Wegen
und Kreisen ndmlich auch die direkten Punkt- Ebene- Inzidenzen I, und I,
verwendet werden diirfen, so dafl Wege im Sinne von I' nicht notwendig auch
Wege im Sinne von ¥ sein miissen. Durch Einschieben von Geraden in die
direkten Ubergiinge zwischen Punkten und Ebenen lassen sich jedoch diese
neuen Wege in I' stets in Wege geméfl ¥ verwandeln. Sequenzen sind also
fiir das weitere Folgen von direkt zueinander inzidenten Elementen, wobei
alle Inzidenzrelationen aus L’ verwendet werden konnen. Wege sind minimale
Sequenzen ohne Wiederholungen von Elementen im Innern dieser Sequenzen,
und Kreise sind Wege, die mit demselben Element beginnen und enden.

Im Gegensatz zu dem freien Pseudoraum von Baudisch und Pillay tritt
hier die Dualitdt zwischen Punkten und Ebenen aus dem Axiomensystem
nicht so klar zutage. Wegen der Farbgebung (Punkte sind rot oder weif3,
und Ebenen haben keine Farben) kann es auch keine volle Dualitit geben.
Laft man die Farben jedoch unberiicksichtigt, so ist auch hier die Rolle der
Punkte und Ebenen vertauschbar. Hierauf werde ich im néchsten Kapitel
genauer eingehen.

Als erstes werde ich die Konsistenz von I' zeigen. Dazu konstruiere ich
ein Modell M), welches durch Einférben der Geraden des Standardmodells
My aus [1] gewonnen wird.

Wie in [1] werden Geraden und Ebenen als freie Pseudoebene w<* de-
finiert, wobei die Ebenen von M{ der Menge {n € w<* : I(n) gerade} und
die Geraden {n € w<“ : [(n) ungerade} entsprechen. Die Inzidenzbeziehung
J(n, 7) gelte, falls n unmittelbarer Vorgénger oder Nachfolger von 7 ist. Fiir
gerades 7 bezeichne B(n) die Geraden in 7, d.h.

Bn) ={n~<i>icwiuU{n|ln -1}

Die Geraden werden in Analogie zu dem Vorgehen in Kapitel 3 wie folgt
gefarbt:

B.(Mg) = {n:ne B(Mg),n(l(n)) gerade}

Bo(My) = {n:n e B(M),n(i(n)) ungerade}
Dadurch enthélt, wie in Abbildung 2 veranschaulicht, jede Ebene unendlich
viele rote und unendlich viele weifle Geraden. Die Ebenen und Geraden bilden

also eine freie gefarbte Pseudoebene, in der die Ebenen die Rolle der Punkte
der Pseudoebene iibernehmen und deren Farben nicht beriicksichtigt werden.

Nun werden schrittweise die Punkte hinzugefiigt und die Relation I defi-
niert. Die Punkte von C' ergeben sich dann als U{C(n) : I(n) gerade}, so daf§
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Ebenen

g R Geraden
Ebenen
o Y © » © 6 P 6 °  Geraden
Ebenen
¢ rote Geraden o weifle Geraden

Abbildung 2: Die freie Pseudoebene (A, B, J) des Standardmodells M

fiir jedes n (B(n),C(n), I) eine zusammenhéngende abzihlbare freie gefirbte
Pseudoebene bildet.

Sei zunéchst C(<>) eine abzéhlbare Menge von Punkten. Die Geraden
B(<>) sind bereits gefiarbt, wobei B(<>) durch Wahl von (A, B,J) un-
endlich viele rote und unendlich viele weifle Geraden enthélt. Auf B(<>
) U C(<>) sei eine Relation I~ so definiert, daf (B(<>),C(<>), I.~) eine
zusammenhéngende abzdhlbare freie gefarbte Pseudoebene bildet. Die Far-
ben der Punkte, welche in der gefirbten Pseudoebene durch einstellige Rela-
tionen C).(z) und Cy(z) angegeben wurden, wird hier mittels der Relationen
I.(x,<>) und I, (z, <>) kenntlich gemacht. Die Farben der Punkte C(<>)
in den Ebenen der Linge 2 werden erst im néchsten Schritt festgelegt.

Seien nun C'(n) und I, bereits konstruiert fiir alle  der Lange hochstens
2n. n habe die Liange 2n + 2, d.h. n ist Ebene, und es sei 7 =7 | (2n+ 1) die
unmittelbare Vorgingergerade von 7. Sei weiter C° die Menge der Punkte
auf der Geraden 7 und sei C! eine abziihlbare Menge neuer Elemente. Wie im
Induktionsanfang ist auch hier die Farbe der Punkte aus C° in den Ebenen
der Lénge 2n 4 2 noch nicht festgelegt. Diese werden erst unten bestimmt,
wobei dem Axiom I'7) Rechnung zu tragen ist.

Nun wird I, auf B(n) U C° U C* so definiert, da (B(n),C° U C', )
eine zusammenhéingende freie gefirbte Pseudoebene ist, wobei die Gerade
7 keine neuen Punkte erhélt, d.h. I,(7,¢) gilt genau fiir ¢ € C°. Die Far-
ben der Punkte sind in jeder Ebene frei wihlbar und werden, wie schon bei
(B(<>),C(<>), I.~) besprochen, durch die Relationen I,(x,n) und I,(z,n)
angezeigt. Zusétzlich wird der Ausnahmepunkt von 7 so gewéhlt, dafl es fiir
jedes ¢ € C° unendlich viele n mit I(n) = 2n+2und n | (2n+1) = 7 gibt, so
daf ¢ Ausnahmepunkt von 7 auf 7 ist. Dies ist moglich, weil C° abzihlbar ist
und 7 ebenfalls abzéhlbar viele Nachfolgerebenen 7 besitzt, auf welchen der
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Ausnahmepunkt von 7 beliebig gewihlt werden kann. Hierdurch wird I'7)
erfiillt.

Die Menge C' der Punkte von M{ ist die Vereinigung aller so konstruierten
Mengen C(n), und die Inzidenzrelation I zwischen den Punkten und Geraden
ist die Vereinigung aller I,. Die Beziehungen I, und I,, zwischen den Punkten
und Ebenen ergeben sich durch die entsprechende Farbung der Punkte auf
den Ebenen 7.

Sei My das L-Redukt von M{. Dann ist M, das in [1] konstruierte Stan-
dardmodell der Theorie ¥, und die Axiome ¥ gelten mithin in M. Ich werde
zeigen, da M) auch I' erfiillt.

Lemma 5.1 M| erfillt die Aziome I'0) bis I'2) und I'5) bis I'T).

BeEwers. Die Giiltigkeit von I'0) bis I'2) ist klar. I'5) bis I'7) ergeben sich
direkt aus der Konstruktion von Mj. O

Lemma 5.2 Jedes Modell von % erfillt I'3) und T'4) sowie I'8) bis I'11).

BEWEIS. ¥ = I'3): wegen X1)(b).

Y. = T'4): ebenfalls wegen ¥1)(b).

¥ = I'8): ebenfalls wegen ¥1)(b).

Y =T19): wegen X1)(a).

Y =T10): I'10) entspricht genau dem Axiom ¥3)(a).

Y = T11): wegen ¥1)(a) und X3)(a). |

Lemma 5.3 Jedes Modell von ¥ erfillt T'12).

BEWEIS. Seien aq, as, ag verschiedene Ebenen und ¢y, ¢o, c3 Punkte mit ¢; €
as Nas, co € ay Nas, c3 € a; Nas. Es ist zu zeigen, dafl ein Punkt ¢ existiert
mit ¢ € a; Nag Nag. Falls ¢; € ay, so ist ¢ = ¢; ein solcher gesuchter Punkt.
Ebenso, falls ¢y € ay oder c3 € as. Sei also

¢ ¢a; firi=1,...,3. (1)

Ich werde zeigen, dafl dies unmoglich ist. Zunéchst sind ¢, ¢o und c3 paarweise
verschieden. Es existiert also ein Kreis

/ / /
(Ch, bs, c3, b37 as, by, ¢, b17 as, by, ca, b27 CL1)

mit paarweise verschiedenen by, by, bs, b, by, b;. Die Wahl solcher Geraden ist
moglich wegen (1) und weil (B(a;),C(a;),I) eine freie Pseudoebene bildet.
Nach 34)(a) gibt es einen Weg X aus Geraden und Punkten zwischen b3 und
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by, welcher nur Geraden aus a; und Punkte aus {cy, ¢2, c3} enthilt. ¢; kann
in X wegen c¢; ¢ a; nicht vorkommen. Es ist also entweder

(a) X = (bs,c3,bh) oder

(b) X = (b3, co,05) oder

(c) X = (bs,c3,0,co,0) mitd Cay.
In jedem Fall gibt es eine Gerade b C @ mit ¢3 € b} und ¢y € b (nédmlich
in (a) b] =0, in (b) b] = b3 und in (c) b = b'). Analog erhélt man durch
Ausnutzung von ¢ € as und c3 € az Geraden b € ap und b € a3 mit
c1,c3 € by und ¢y, o € bj. Wegen (1) sind b/, b3 und b} paarweise verschieden,
und es gibt einen Kreis aus Geraden und Punkten

(6,1/7 Cs, b/2,7 C1, bga Co, blll)

im Widerspruch zu ¥1)(b). O

Lemma 5.4 Jedes Modell von ¥ erfillt I'13).

BEWEIS. Seien aq,...,a,, n > 3, verschiedene Ebenen mit ¢; € a; N a;11,
1<i<mn, und a; Najs = 0,1 <i<n—1. Esist zu zeigen, dafl a; N
a, = (. Der Nachweis hiervon erfolgt per Induktion iiber n. Fiir n = 3 ist
dies klar. Sei m > 3 und I'13) gelte fiir alle 3 < k < n. Dann ist nach
Induktionsvoraussetzung

a;Na;j=0"firl <i<j<nmiti+1=#jund (i,7) # (1,n). (2)
Angenommen, es existiert ein Punkt ¢, € a; N a,,. Ich konstruiere einen Wi-

derspruch dhnlich wie im Beweis des vorigen Lemmas. Nach Voraussetzung
und wegen (2) gibt es einen Kreis

(a1,b,¢1,0 ag, ..., an, 0", cp, V" ar).
Die Anwendung von >4)(a) liefert einen Weg X aus Geraden und Punkten
zwischen b und v, welcher nur Geraden aus a; und Punkte aus {ci,...,¢,}
enthélt. Wegen (2) kénnen ¢, ..., ¢, 1 nicht in X vorkommen. Es ist also
entweder
(a) X = (b,cq,b") oder
(b) X = (b, ¢, b") oder

(¢) X =(bc1,by,¢,,0") mit by C ay.

In jedem Fall gibt es also wieder eine Gerade by, welche ¢; und ¢, enthélt.
Analog erhdlt man mit (2) Geraden by,...,b, mit ¢; 1 € b; und ¢; € b;,

2 <i < n. Wegen (2) sind alle by, ..., b, verschieden, und es gibt einen Kreis
(bb C, b2a C2y v ey bna Cn, bl)
im Widerspruch zu ¥1)(b). O

Korollar 5.5 M ist ein Modell von I, und somit ist I' konsistent.
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6 Die Beziehung zwischen > und I'

In diesem Abschnitt sollen die gegenseitigen Abhéingigkeiten der Axiomensy-
steme ¥ und I' untersucht werden. Dies ist einerseits insofern von Interesse,
als es die Beziehung zwischen diesen doch recht verschiedenartig formulier-
ten Axiomensystemen beleuchtet, andererseits wird es bequem sein, bei den
spiateren Betrachtungen zu I' die gut handhabbaren Axiome von ¥ heran-
ziehen zu konnen. Im letzten Abschnitt wurde bereits gezeigt, dafl in X die
meisten Axiome von I' gelten, mit Ausnahme der die Farben und die an-
dersartigen Inzidenzbeziehungen betreffenden Axiome. Hier soll nun gezeigt
werden, dafl der durch I' axiomatisierte freie Pseudoraum auch die Axiome
aus X erfiillt. Zuvor seien jedoch zwei Bemerkungen zum Axiomensystem 3
eingeschaltet.

Lemma 6.1 Jedes Modell von ¥0),%1) und ¥2)(a) erfillt ¥2)(b).

BEWEIS. Sei ¢ ein Punkt. Es ist zu zeigen, daf§ (A(c), B(c),J) eine freie
Pseudoebene ist. Hierzu sind die Axiome Al) bis A4) zu iiberpriifen. Die
Giiltigkeit von Al) und A2) ist klar nach 30).

Fiir A3) sei a € A(c). Nach ¥2)(a) bildet (B(a),C(a), I) eine freie Pseu-
doebene. Wegen ¢ € C(a) gibt es unendlich viele Geraden, welche in a liegen
und ¢ enthalten. In (A(c), B(c), J) enthélt folglich jede Ebene unendlich viele
Geraden. Daf jede Gerade b in unendlich vielen Ebenen liegt, ergibt sich mit
¥1)(a), da jede Ebene a D b auch c enthilt. Die in A4) geforderte Kreisfrei-
heit von (A(c), B(c), J) folgt sofort aus der Kreisfreiheit von (A, B, J) gemifl
¥1)(a). O

Lemma 6.2 Jedes Modell von 30), X1) und ¥3)(a) erfillt ¥3)(b).

BEWEIS. Seien ¢ und ¢’ zwei verschiedene Punkte. Gibt es keine oder genau
eine Ebene, welche ¢ und ¢’ enthélt, so ist 33)(b) fiir ¢ und ¢ erfiillt.

Seien also a und a’ zwei verschiedene Ebenen, welche beide ¢ und ¢’ ent-
halten. Dann ist {c¢, '} C anda’, und wegen ¥3)(a) gibt es eine Gerade b mit
¢, € bund ana = b. Nach X1)(b) ist b bereits durch ¢ und ¢ eindeutig
bestimmt, und somit sind die Ebenen, welche ¢ und ¢’ enthalten, genau die-
jenigen, in welchen die Gerade b liegt. O

Betrachte nun fiir die Axiome I'5) und I'7) die schwéicheren Aussagen I'5')
und I'7").

I'5") Fiir jede Ebene a und jeden Punkt ¢ € a gibt es unendlich viele Gera-
den, welche in a liegen und ¢ enthalten.

I'7") Jede Gerade liegt in unendlich vielen Ebenen.
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I'0") und I'2") mégen aus I'0) und I'2) durch Weglassen der die Farbrela-
tionen B,, B, und I,, I, betreffenden Satze entstehen. Das Axiomensystem
I in der Sprache L bestehe aus den Axiomen I'0'), I'2'), I'3), I'4), I'5’), I'7)
sowie ['8) bis I'13). Offenbar gilt dann:

Bemerkung 6.3 Jedes Modell von I" ist Modell von I".

Ziel ist es, die Systeme ¥ und I als dquivalent herauszustellen. Hierzu soll
zunéchst aus den Axiomen von I das Axiom ¥4)(a) hergeleitet werden. Dies
erfordert einige Voriiberlegungen.

Lemma 6.4 In einem Modell von IV sei
/
X - (CL, b7 Cp,A1,C1y ... ,Cp—1,0Qp, Cp, b 9 Cl)

ein Kreis, bestehend aus Ebenen a = ag, aq,...,a,, Geraden b,b' sowie Punk-
ten ¢y, ..., c,. Dann existiert ein BC-Weqg Y

Y = (b,cy, by, ¢4, g, 0, L Y)
mit {cp, ..., ¢} C{co,...,cn} und ¢, € a, 0 <i < m. Auflerdem ist b, C a,
1< <m.

BEWEIS. Der letzte Satz folgt aus dem ersten Teil der Behauptung, sei
néamlich a # a eine Ebene mit b, C af. Dann ist ¢;_,,¢, € a; N a, mithin
b, = aiNaund also b; C a. Es bleibt der erste Teil der Behauptung zu zeigen.
Dies geschieht per Induktion iiber n. Da fiir den Fall n = 2 in der Argumen-
tation stets I'12) benutzt wird und erst fiir n > 3 auf I'13) zuriickgegriffen
werden kann, miissen die Induktionsanfinge im folgenden stets bis n = 2
ausgefiithrt werden.

Induktionsanfang. Fir n = 0 liegt X = (a,b,co,b’,a) vor, und die Be-
hauptung ist unmittelbar klar.

Firn = 1ist X = (a,b, ¢, a1,c1,V,a), d.h. ¢o,¢; € aNa;. Dann existiert
eine Gerade V" = a N ay, und somit gibt es die Sequenz (b, co, b”, ¢1,b"). Falls
b =" oder " = b kann die Sequenz entsprechend verkiirzt werden. Sol-
ches Kiirzen im Innern einer Sequenz wird im folgenden nicht immer explizit
erwiahnt werden.

Fir n = 2 ist X = (a,b,co,a1,c1,a9,c2,b,a). Wegen I'12) existiert ein
Punkt c € ana; Nas.

1.Fall: ¢ = ¢y, d.h. insbesondere ¢ # c¢p. Dann existiert v = a N ay
mit cp,co € b”. Somit erhalte ich den gesuchten Weg Y aus der Sequenz
(b, Co, b”, Co, b/)

2.Fall: ¢ = ¢1, mithin ¢ # ¢y und ¢ # c3. Dann existieren Geraden 4" =
a N ay sowie b = a Nay mit cg,c; € b und ¢, co € V. Es gibt daher die
Sequenz (b, co, b, c1,0", co, V).
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3.Fall: ¢ = ¢y. Wie im 1. Fall.

4.Fall: ¢ # ¢, ¢ # ¢; und ¢ # co. Dann existieren Geraden by = a N ay,
by = a; Nay und by = ay N a, d.h. es gibt die Sequenz (a, by, a1, by, as, be, a).
Dann ist by = by = by. Weil nédmlich a, aq,as paarweise verschieden sind,
enthalten sie nach I'11) eine gemeinsame Gerade b”, welche wegen I'10) mit
by, by und by iibereinstimmt, d.h. " = by = by = by. Somit habe ich die
Sequenz (b, co, by, Co,b').

Induktionsschritt. Sei die Behauptung gezeigt fiir £ < n, n > 3. Falls es
einen Index ¢ mit 1 <7 <mn —1 und ¢; € a gibt, so wihle 0" C a mit ¢; € b".

Dann gibt es Wege (a, b, cq, . . ., a;, ¢;, V", a) und (a, b", ¢;, aiq1, - . . G, e, U a).
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann BC-Wege, welche die Geraden b
und " bzw. b” und b verbinden und nur Punkte aus {cy,...,c,} benutzen,

die in a liegen. Durch Zusammensetzen dieser Wege ergibt sich dann der
gesuchte BC-Weg zwischen b und ¥'. Ich treffe daher folgende

Annahme 1 ¢; €a firl1 <i<n-—1.

Falls ¢ und j existieren mit 0 <7 <mn,1<j<n,i# j,j7—1und ¢ € a;, so
148t sich der Weg X verkiirzen zu

X'=(a,b,co,...,a;,¢,0a5,¢5,...,0,a) falls i < j — 1 bzw.
X' = (CL, b, co, .. oy Cj—1, Ay Ciy Qi 1y - - .,b’,a) falls i > J.

Dann liefert die Induktionsvoraussetzung angewendet auf X’ die Behaup-
tung. Zusétzlich zu Annahme 1 treffe ich daher

Annahme 2 ¢; €a; fir0<i<n,1<j<n,i#j,j— 1

Falls schlieBlich ¢y und ¢, auf einer gemeinsamen Gerade b” liegen, ergibt sich
der in der Behauptung gesuchte Weg Y direkt als (b, ¢, V", ¢,,, b'). Ich nehme
daher noch an

Annahme 3 ¢y und ¢, liegen nicht auf einer gemeinsamen Gerade.

Aus Annahme 1 bis 3 werde ich einen Widerspruch ableiten, mithin tritt
fiir ein gegebenes X eine dieser Annahmen nicht ein, und die Behauptung
ist gezeigt. Zunichst gibt es wegen I'13) einen Index j, 0 < j < n — 2 mit
aj Najig # 0. Sel etwa ¢ € a; N a;42. Fiir diese Situation zeige ich folgende

Behauptung 1 Gibt es unter den Annahmen 1 bis 3 einen Punkt ¢ € a; N
a; o mit 0 <i < n—2, so existiert ein BC'-WegY', welcherb und b’ verbindet
und héchstens die Punkte ¢y, ¢, und c enthdlt. Falls ¢ in' Y vorkommt, ist
cca.
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BEWEIS DER BEHAUPTUNG 1. 1.Fall: i = 0, d.h. ¢ € a N ay. Dann existiert
b C a mit ¢ € b, und somit gibt es Kreise (a,b, ¢y, a1, c1, aq,¢,b”, a) sowie
(a,b",c a9, ... an, c,, b, a). Zweifache Anwendung der Induktionsvorausset-
zung liefert dann BC-Wege zwischen b und b” bzw. b und ¥, welche wegen
Annahme 1 nur Punkte aus {cy,c,,c} enthalten. Durch Zusammensetzen
dieser Wege erhalte ich dann einen BC-Weg, welcher b und ¢’ verbindet.

2. Fall: 1 < i < n—2. Dann gibt es einen Kreis (a, b, ..., a;, ¢, a;42, ...,V a),
und nach Induktionsvoraussetzung existiert ein BC-Weg, welcher wegen An-
nahme 1 hochstens die Punkte cg, ¢,,, ¢ enthélt.

In beiden Féllen wird ¢ € a durch die Anwendung der Induktionsvoraus-
setzung sichergestellt, falls ¢ in Y’ vorkommt. O

Den eben gefundenen Weg Y’ untersuche ich genauer in der

Behauptung 2 Unter den Voraussetzungen von Behauptung 1 kommt der
Punkt ¢ in dem Weg Y aus Behauptung 1 vor, und es ist ¢ # co und ¢ # c,.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 2. Der in Behauptung 1 gefundene Weg Y’
benutzt nur die Punkte ¢y, ¢, und c. Es sind daher folgende Situationen
moglich:

(i) Y/ = (b,co,t'). Widerspruch zu Annahme 3.
= (b, cp,b). enso.
Y'=(b v Eb
Y' = (b,c,t/).  Wegen Annahme 3 folgt dann ¢ # ¢y und ¢ # ¢,,.
(
(

, o, 0", e, ). Widerspruch zu Annahme 3.

,Co, b e, b)), Dann ist ¢ # ¢, wegen Annahme 3
und ¢ # ¢y, weil Y/ ein Weg ist.

Y' = (b,c, V", c,,l'). Analog.

i = (b,co, 0", ¢, b, c,, b). ann ist wieder ¢ # ¢y und ¢ # ¢,
iii) Y = (b,co, 0", ¢, 0" cp, U D ist wied d
wegen der Wegeigenschaft von Y.

Damit ist Behauptung 2 in allen Féllen gezeigt. O

Durch Anwendung der Behauptungen 1 und 2 auf den wegen I'13) existieren-
den Punkt ¢ € a; Najy2, 0 < j < n — 2, erhalte ich einen BC-Weg zwischen
b und ¢', der den Punkt ¢ und moglicherweise auch ¢y und ¢, enthélt. Dieser
Weg sei fiir das folgende Y; genannt.

Als néchstes zeige ich, dafl der Punkt ¢ in allen Ebenen a; liegt. Dies ist
die

Behauptung 3 Fs gilt ¢ € a; fir alle 1 <i <n.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG 3. Den Beweis fiihre ich induktiv mit der fol-
genden
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Behauptung. Wenn ¢ € a; und ¢ € a5, 0 < ¢ < j < n+1 (mit der
Vereinbarung ag = a,41 = a), 8o ist ¢ € q;, fir alle i < k < j.

Der Beweis hiervon erfolgt per Induktion iiber [ = j — 1.

Induktionsanfang. Fiir [ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei [ = 2, d.h. ¢ €
a; N a;yo. Dann ist wegen I'12) a; Na;11 Nazo # 0. Sei ¢ € a; N a1 N as.
Die Behauptungen 1 und 2 angewendet auf ¢’ liefern dann einen BC-Weg Y5
zwischen b und ¥, welcher den Punkt ¢’ und auflerdem eventuell ¢y und ¢,
enthélt. Weil (B, C,I) eine freie Pseudoebene ist, sind BC-Wege eindeutig,
somit ist Y7 = Y5 und daher auch ¢ = ¢, d.h. ¢ € a;,1.

Induktionsschritt. Sei | > 3, und die Behauptung sei gezeigt fiir alle & < [.
Dann liegt die Situation (a;, ¢;, .. ., Civi—1, @iy, ¢, a;) vor. Wegen I'13) gibt es
einen Index m mit i <m < i+1—2und a,, Naymes # 0. Sei ¢ € ay, N Appo.
Wieder durch Anwendung der Behauptungen 1 und 2 auf ¢’ gibt es dann
einen BC-Weg Y5 zwischen b und ', welcher nach den getroffenen Annahmen
nur die Punkte ¢y, ¢, und ¢ benutzt. Dann ist wieder Y; = Y, und somit
¢ = . Damit ist ¢ € a; N a1 N a;4; und die Induktionsvoraussetzung der
Behauptung liefert ¢ € a; 1, 0 < k <. O

Mit Behauptung 3 ist wegen ¢ € a und Annahme 1 ¢ #¢;, 1 <i <n— 1.
Zusammen mit Behauptung 2 ergibt sich ¢ # ¢;, 0 < i < n. Dies bedeutet
c,¢; € a;Najr1, 0 < i < n. Wegen I'l0) existieren dann Geraden b; =
a; N a;y1 mit ¢,¢; € b;, 0 < i < n. Aufgrund von Annahme 2 sind die
Geraden by, ..., b,—1 paarweise verschieden. Wére namlich b; = b;, 0 < i <
Jj <n—1,so folgte ¢; € b; = b; = a; Naj+1, d.h. ¢; € a;41 im Widerspruch
zu Annahme 2. Mit dem gleichen Argument sind auch die Geraden by, ..., b,
paarweise verschieden. Auflerdem liefert Annahme 3 die Beziehung by # b,,,
so daf insgesamt by, . .., b, paarweise verschieden sind. Folglich gibt es einen
AB-Kreis
(a,bo, a1, by, ..., by_1,an,0bn,a)

im Widerspruch zu I'11). Dies ist der gewiinschte Widerspruch zum gleich-
zeitigen Eintreten der Annahmen 1 bis 3. O

Satz 6.5 Jedes Modell von I erfillt 34)(a).

BEWEIS. Sei X = (a,b,...,0,a) ein ABC-Kreis. Zu zeigen ist die Existenz
eines BC-Weges Y zwischen b und b mit Punkten aus X, welche in a liegen.
Um das vorige Lemma anwenden zu konnen, forme ich X in einen Kreis X’
um, welcher auler b und o' keine weiteren Geraden enthéalt. Hierzu werden
folgende Schritte a) bis ¢) auf dem inneren Teil b, ..., 0 von X ausgefiihrt:

a) Jede Sequenz der Art aj, by, c; wird durch ag,c; ersetzt. Analog wird
jede Sequenz ci, by, a1 zu cq, a; verkiirzt.
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b) Jedes Auftreten von ¢y, by, co wird durch ¢, aq, ¢y ersetzt, wobei a; eine
die Gerade b; enthaltende Ebene ist, welche noch nicht in X vorkommt.

c¢) Schlielich wird jede Sequenz der Form ay, by, ay durch ay, ¢1, ay ersetzt,
wobei ¢; ein beliebiger Punkt aus b, ist, welcher nicht in X vorkommt.

Zum Schlu wird noch der folgende Punkt angewendet:

d) Falls der aus X mittels der Schritte a) bis ¢) entstandene Kreis mit
a, b, a1 beginnt, so wihle einen beliebigen Punkt ¢y aus b, welcher nicht
in X vorkommt, und ersetze a, b, a; durch a,b, ¢y, a;. Ebenso, falls der
Weg mit a,, b, a endet, fiige einen beliebigen noch nicht in X enthal-
tenen Punkt ¢, € V' ein, so daB sich a,, c,, V', a ergibt.

Der so entstandene Kreis X’ hat die Form
! /
X :(aab7607a1acl>'"aa'nacn>b>a)

und enthélt nur noch Ebenen, die Geraden b und 4" und alle Punkte aus X
sowie die unter ¢) und d) hinzugefiigten Punkte. Die Anwendung von Lemma
6.4 auf X' liefert einen BC-Weg Y zwischen b und b’ mit Punkten aus X’ und
Geraden aus a. Da die neuen Punkte aus der Anwendung von obigen Schrit-
ten ¢) und d) beliebig aus unendlich vielen Moglichkeiten gewéhlt wurden,
kénnen wegen der Eindeutigkeit von BC-Wegen in Y nur Punkte aus dem
urspriinglichen Kreis X auftreten. Der Weg Y erfiillt daher die Bedingungen
der Behauptung von ¥4)(a). O

Letztlich ist noch ¥4)(b) aus I' herzuleiten. Zunéichst wird ein zu Lemma
6.4 analoges Resultat bereitgestellt. Der Beweis fillt hier jedoch wesentlich
einfacher aus.

Lemma 6.6 In einem Modell von IT” sei X = (¢, b,ag,co,- -, Cn1,ap,b,¢)
ein Kreis, bestehend aus Ebenen ayg,...,a,, Geraden b,b sowie Punkten
€0y . -+ Cn_1. Dann existiert ein AB-Weq Y

Y = (b,ag, by, ..., 0, 1,a,,,b)
mit {ay, ...,al,} C{ag,...,a,} und c € a}, 0 <i < m. Auflerdem ist c € b},
0<1<m—1.

BEWEIS. ¢ € b; folgt aus ¢ € a; Na],, = b,. Es ist daher nur der erste Teil
der Behauptung zu zeigen. Dies geschieht per Induktion iiber n.
Induktionsanfang. Fiir n = 0 liegt X = (¢, b, ag,b’,c) vor, und die Be-
hauptung gilt offenbar.
Im Fall n = 1 ist X = (¢, b, ag, co, a1, b, ¢) und wegen ¢, co € ag N ay gibt
es eine Gerade by = ap N a;. Mithin habe ich die Sequenz (b, ag, by, a1,b’).
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Fiir n = 2 ist X = (¢, b, ag, ¢, a1, €1, a2, 0, ¢). Aufgrund von I'12) existiert
ein Punkt ¢ € ag Na; Nas.

1. Fall: ¢ = ¢y. Dann ist ¢y € ag, und es gibt den Kreis (¢, b, ag, co, az, V', ¢).
Nun kann weiter wie im Fall n = 1 verfahren werden.

2. Fall: Die Behandlung von ¢’ = ¢; erfolgt analog dem 1. Fall.

3. Fall: ¢ = ¢, also insbesondere ¢ # ¢y und ¢ # c¢;. Dann existie-
ren Geraden by = ag N a; sowie by = a; N ag, und es gibt die Sequenz
(b, ag, by, ay, by, as,t’). Die im zweiten Teil der Behauptung geforderte Be-
dingung ¢ € a; ist auch erfillt.

4.Fall ¢ # ¢, ¢ # ¢ und ¢ # c¢;. Dann existieren Geraden by = ag N ay,
by = a;Nag und by = azNag, d.h. es gibt die Sequenz (ag, by, a1, by, as, ba, ag).
Dann ist by = by = by (siehe hierzu die entsprechende Stelle im Beweis von
Lemma 6.4). Somit habe ich die Sequenz (b, ag, by, az, ).

Induktionsschritt. Sei die Behauptung gezeigt fiir k < n, n > 3. Wegen
['13) existiert ein Index 4, 0 < i < n — 2 mit a; Na; o # 0. Sei ¢ € a; N a;io.
Die Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf

b ! b
(C7 y A0y - 5 Ci—1, A4, C 5 Aj42, Cig2, - - -, Ay, 7C)

liefert den gesuchten AB-Weg Y. O

Satz 6.7 Jedes Modell von I' erfiillt auch 34)(b).

BEWEIS. Sei X = (¢,b,...,0,¢c) ein ABC-Kreis. Gesucht ist ein AB-Weg
zwischen b und o mit Ebenen aus X, welche ¢ enthalten. Genau wie im
Beweis von Satz 6.5 wird der Kreis X nun in einen Kreis X’ transformiert,
der aufler b und O’ keine Geraden enthélt. Dies geschieht durch Anwendung
der im Beweis von Satz 6.5 angegebenen Schritte a) bis ¢) auf das Innere
b,...,bt von X. Punkt d) wird ersetzt durch:

d’) Falls der so aus X konstruierte Weg mit ¢, b, co beginnt, so wihle eine in
diesem Weg noch nicht vorkommende Ebene ag mit b C ag und ersetze
¢, b, co durch ¢, b, ag, cg. Analog, falls der Weg mit ¢,,_1, ¥, ¢ endet, fiige
eine neue Ebene a,, D V' ein.

Der durch Transformation in den Schritten a) bis ¢) und d’) aus X entstan-
dene Weg X' hat nun die Form

/ /
X' = (c,b,a0,co,- -, Qn_1,Cn_1,0p,0, ).

Die Anwendung von Lemma 6.6 auf X' liefert einen AB-Weg Y zwischen b
und &’ mit Ebenen aus X’ und Geraden, welche ¢ enthalten. Die in den Schrit-
ten b) und d’) hinzugefiigten Ebenen kénnen in Y wegen der Eindeutigkeit
von AB-Wegen nicht auftreten, da in b) und d’) die Ebenen aus unendlich
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vielen Moglichkeiten gewéhlt werden kénnen. Somit erfiillt Y die Bedingun-
gen der Behauptung von 34)(b). O

Die Beziehung zwischen ¥ und I'" kann nun folgendermafien charakterisiert
werden:

Satz 6.8 X und I sind dquivalent.

BEWEIS. Im letzten Kapitel wurde bereits gezeigt, dafl aus ¥ die Axiome
['3),I'4) sowie I'8) bis I'13) folgen. Die restlichen Axiome von I"” sind offen-
sichtlich auch in jedem Modell von ¥ erfiillt, weswegen ¥ |=I" gilt.

Fiir die Umkehrung sei M eine L-Struktur mit M = I". Wegen I'0)
und I'2') erfiillt M auch X0). Fiir die Giiltigkeit von ¥1) und ¥2)(a) in M
sind die Axiome aus A fiir die entsprechenden Pseudoebenen zu iiberpriifen.
Die die Definition der Inzidenzbeziehung betreffenden Axiome Al) und A2)
gelten offenbar in jedem Fall. Fiir A3) ist zu iiberpriifen, dafl jedes Element
mittels der bezeichneten Inzidenzrelation zu unendlich vielen Elementen der
jeweils anderen Sorte inzident ist. Zunéchst zu ¥1). Wegen I'4) enthilt jede
Gerade unendlich viele Punkte. Umgekehrt liegt nach I'5’) jeder Punkt auf
unendlich vielen Geraden. Auflerdem enthélt nach I'5’) jede Ebene unendlich
viele Geraden. Dafl jede Gerade in unendlich vielen Ebenen enthalten ist,
wird in I'7") ausgesagt.

Fiir ¥2)(a) ist bei A3) nur sicherzustellen, dafl jeder Punkt in einer Ebene
auf unendlich vielen Geraden in ebendieser Ebene liegt. Dies leistet I'y).

Schliefllich ist fiir A4) die Kreisfreiheit nachzuweisen. AB-Kreise existie-
ren nicht nach I'10) und I'11). Wegen I'3) und I'8) gibt es auch keine BC-
Kreise. Dann gibt es natiirlich in der in 32)(a) postulierten Pseudoebene
auch keine Kreise.

¥:3)(a) entspricht genau I'10). Wegen der Lemmata 6.1 und 6.2 gelten
¥.2)(b) und ¥3)(b) in M. Die Giiltigkeit von 34) in M wird in den Sétzen 6.5
und 6.7 ausgesagt. O

Korollar 6.9 X ist das L-Redukt von I', d.h. ist M eine L'-Struktur mit
M =T, so gilt in M|L das Aziomensystem 3.

Mit Korollar 6.9 wird es moglich, die Axiome aus ¥ auch in Modellen von
I einzusetzen. Insbesondere erweist sich dies bei den Axiomen 34)(a) und
¥.4)(b) als sehr vorteilhaft, da diese in der praktischen Argumentation besser
einsetzbar scheinen als ihre Gegenstiicke I'12) und I'13). Den Gebrauch von
¥4)(a) und ¥4)(b) werde ich auch auf Kreise im Sinne von I' ausdehnen, in
denen also direkte Uberginge von Punkten zu Ebenen méglich sind. Dies ist
insofern unbedenklich, als stets neue, in dem Kreis noch nicht vorkommende
Geraden eingeschoben werden kénnen, so dafl sich Kreise im urspriinglichen
Sinn von 3 ergeben.
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Mit dem letzten Korollar klért sich auch die schon frither angesprochene
Frage nach der Dualitédt der Punkte und Ebenen in Modellen von I'. Beriick-
sichtigt man die Farben nicht, so sind Punkte und Ebenen gleichberechtigt.
Dadurch wird es moglich, auch in Beweisen zu I', bei denen es nur auf die
Zusammenhangsverhéltnisse und nicht auf die Farben ankommt, Dualitéts-
argumente zu verwenden.

Dariiber, daf3 diese Dualitat im Pseudoraum ein natiirliches Konzept ist,
welches nicht einmal axiomatisch gefordert werden muf}, gibt das néchste
Korollar Auskunft.

Korollar 6.10 Jedes Modell von 30),¥1), ¥2)(a), x3)(a) und 34)(a) erfillt
bereits 3.

BeEWwEIS. In der L-Struktur M gelte X0),%1),¥2)(a),¥3)(a) und 34)(a).
Nach den Lemmata 6.1 und 6.2 erfiillt M dann auch ¥2)(b) und ¥3)(b). Im
Beweis von ¥ |= IV wurden nur die oben bezeichneten Axiome von ¥ benutzt.
Insbesondere verwenden die Beweise der Lemmata 5.3 und 5.4 nicht $4)(b).

Es ist daher M |=I" und mit Satz 6.8 dann M = 3. O
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7 Die Vollstindigkeit von I'

Der Beweis der Vollstandigkeit von I' orientiert sich an der in [1] gelieferten
Beweiskette. Es ist jedoch wegen der zusétzlichen direkten Inzidenz zwischen
Punkten und Ebenen sowie den in der Sprache L nicht vorhandenen Farben
in den Details einige Aufmerksamkeit notig, so daf, auch der besseren Les-
barkeit wegen, die vollstdndige Argumentation, welche zum Teil direkt aus
[1] iibernommen ist, hier gegeben werden soll.

Bemerkung 7.1 Sei M ein Modell von I'. Seien b und V' Geraden in einer
Ebene a aus M. Dann liegt jeder BC'-Weg zwischen b und b’ innerhalb von
a, d.h. jedes Element des Weges ist zu a inzident.

Dual dazu enthdlt jedes Element eines AB-Weges, welcher zwei, einen
gemeinsamen Punkt enthaltende Geraden verbindet, diesen Punkt.

BEWEIS. Als Modell von I erfiillt M nach Satz 6.5 auch ¥4)(a). Nach ¥4)(a)
gibt es dann einen BC-Weg zwischen b und ¥, dessen Geraden und Punkte
alle in a liegen. Da die Geraden und Punkte von M eine freie Pseudoebene
bilden, ist dies der eindeutig bestimmte BC-Weg zwischen b und &'

Dual hierzu folgt der zweite Teil der Behauptung mit Hilfe von Axiom
¥4)(b). O

Lemma 7.2 Seien M und N abzdihlbare Modelle von I'. Set M AB-zu-
sammenhdngend, d.h. die aus den Ebenen und Geraden des Raumes beste-
hende Pseudoebene ist zusammenhdngend. Ferner sei fir jede Ebene a aus
M die Pseudoebene (B(a),C(a),I) zusammenhdingend. Analoges gelte fir N.
Dann sind M und N isomorph.

BEWEIS. Ich definiere einen Isomorphismus f wie folgt. Zu Beginn wéhle ich
Ebenen a € M und o’ € N. Setze f(a) = a'. Die gefarbten Pseudoebenen
(B(a),C(a),I)in M und (B(a'),C(a'),I) in N sind zusammenhéngend und
daher nach Lemma 3.1 isomorph. Sei f um diesen Isomorphismus erweitert.

Fiir jedes b C a erweitere f zu einer Bijektion zwischen den Ebenen aus
A(b) und A(f(b)) unter Beriicksichtigung der Ausnahmepunkte von b und
f(b) in diesen Ebenen. Wegen I'7) gibt es namlich fiir jeden Punkt ¢ € b
abzahlbar viele Ebenen, in denen ¢ der Ausnahmepunkt von b ist. Ebenso ist
f(c) abzéhlbar oft Ausnahmepunkt von f(b) auf Ebenen aus A(f(b)). Der
Isomorphismus f sei nun so um eine Bijektion zwischen A(b) und A(f(b)) er-
weitert, dafl eine Ebene a; € A(b), in der b den Ausnahmepunkt ¢ besitzt, auf
eine Ebene aus A(f (b)) abgebildet wird, in welcher f(c) der Ausnahmepunkt
von f(b) ist.

Fiir alle a; € A(b) und f(a;) € A(f(b)) dehne f nun zu einem Isomorphis-
mus zwischen den durch a; und f(a;) bestimmten gefirbten Pseudoebenen
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aus Geraden und Punkten aus. Auf diese Weise werde f weiter konstru-
iert. Wegen I'10) konnen die Isomorphismen zwischen den durch die Ebenen
bestimmten BC-Pseudoebenen geméafl Lemma 3.1 korrekt definiert werden.
Aufgrund des AB-Zusammenhangs von M und N entsteht so ein Isomor-
phismus zwischen M und N. O

Korollar 7.3 M erfiille die Zusammenhangsvoraussetzungen des letzten Lem-
mas. Dann ist M FEbenen-homogen, d.h. sind a und o' zwei Ebenen aus M,
so existiert ein Automorphismus von M, welcher a auf a’ abbildet.

BEWEIS. In Lemma 7.2 wurde ein Isomorphismus f zwischen Modellen M
und N mit f(a) = @’ konstruiert, wobei a € M und @’ € N zu Beginn beliebig
gewahlt wurden. Mit N = M ist dies die Behauptung. O

Es folgen einige den Zusammenhang betreffende Begriffe.
Definition 7.4 Sei D eine Unterstruktur eines Modells M von I' (oder ¥).

(i) Sei W(x,y) die Aquivalenzrelation, die besagt, daf es einen Weg zwi-
schen x und y gibt. D heifit 1-zusammenhdngend, falls fir alle ver-
schiedenen Elemente d,e € D die Relation W (d,e) gilt. D ist eine 1-
zusammenhdngende Komponente von M, falls D eine Aquivalenzklasse
bzgl. W ist. Eine 1-zusammenhdingende Komponente wird im folgen-
den auch kurz Zusammenhangskomponente oder einfach Komponente
genannt.

(11) D heifit 2-zusammenhingend, falls fiir je zwei verschiedene Elemente
d,e aus D entweder d und e direkt zueinander inzident sind oder es
sowohl einen Weg (d,dy, . ..,d,,e) mit d; € AU B als auch einenWeg
(d,eq,...,em,e) mite; € BUC gibt. Fine maximale 2-zusammenhdn-
gende Menge heifft 2-zusammenhdngende Komponente.

Satz 7.5 Je zwei abzdhlbare 2-zusammenhdngende Modelle von T' sind iso-
morph.

BEWEIS. Sei M ein abzéhlbares 2-zusammenhéngendes Modell von I'. We-
gen des 2-Zusammenhanges ist M AB-zusammenhéngend. Betrachte nun
fiir jede Ebene a in M die freie Pseudoebene (B(a),C(a), ). Zwischen je
zwei Geraden b und O’ aus B(a) gibt es einen BC-Weg in M. Nach Bemer-
kung 7.1 benutzt dieser Weg nur Elemente aus B(a)UC(a). Die Pseudoebene
(B(A),C(a),I) ist folglich zusammenhéngend. Damit erfillt M die Voraus-
setzungen aus Lemma 7.2. Die Anwendung dieses Lemmas liefert dann die
Behauptung. O
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Bemerkung 7.6 Die 2-zusammenhdngenden Komponenten lassen sich fol-
gendermaflen charakterisieren. Sei M ein Modell von T' und D eine 2-zu-
sammenhdingende Komponente von M, bestehend aus Ebenen A’, Geraden
B’ und Punkten C', d.h. D = A" U B'"UC". Dann gilt:

(i) B’ ist eine mazimale Teilmenge der Menge der Geraden B von M mit
der Figenschaft, dafi zwischen je zwei Geraden aus B’ sowohl AB- als
auch BC-Wege existieren.

(ii)) A’ ={a € A: es existiert ein b € B mit J(a,b)}
(iti)) C"={ce€ C: es existiert ein b € B' mit 1(b,c)}

Umgekehrt ist jede Menge D', welche die Eigenschaften (i) bis (iii) erfillt,
eine 2-zusammenhdngende Komponente von M.

BEWEIS. Sei D = A'U B"U ("’ eine 2-zusammenhéngende Komponente von
M. Dann erfiillt B’ nach Definition die Eigenschaft (i). Sei a € A’ und
d € D ein beliebiges von a verschiedenes Element. Dann existiert ein Weg
(a,dy,...,d,,d), so daB (do,...,d,) ein AB-Weg in D ist. d ist dann eine
Gerade aus B’, welche in a liegt. Dies zeigt (ii). Unter Ausnutzung der Exi-
stenz von BC-Verbindungen zwischen je zwei Elementen aus D folgt analog
(ii).

DaB jede (i) bis (iii) erfiillende Menge D’ 2-zusammenhéngend ist, ergibt
sich sofort nach Definition. Mit der Maximalitdt von B’ in (i) ist D’ dann
auch eine 2-zusammenhéngende Komponente. O

Lemma 7.7 Sei D eine 2-zusammenhdingende Komponente eines Modells
M von T', und seien a1, as verschiedene Ebenen aus D. Dann ist der Durch-
schnitt von a; und ay ebenfalls in D.

BEWEIS. Es sind zwei Félle zu unterscheiden. Sei a; Nas eine Gerade b. In D
gibt es einen A B-Weg zwischen a; und as. Dieser ist wegen der Eindeutigkeit
von AB-Wegen in M der Weg (a1, b, as), mithin ist b € D.

Nunmehr ist noch der Fall, dal der Durchschnitt der Ebenen ein Punkt
¢ ist, zu untersuchen. Angenommen, ¢ ¢ D. Seien by C a; und by C as
Geraden, welche ¢ enthalten. Dann sind nach Bemerkung 7.6 auch by,by & D.
Seien weiter b} C a; und by, C ay Geraden aus D. Diese existieren nach
Bemerkung 7.6. In D kénnen b} und b, durch einen BC-Weg (b, co, . . ., ¢, bf)
verbunden werden. Dann liefert ¥4)(a) angewendet auf den Kreis

/ /
(a'la b17 Coy - - -5 Cn, b2a az, b27 C, bl7 al)

einen BC-Weg zwischen 0] und b;. Auerdem lassen sich b} und b; durch den
AB-Weg (b}, ay,by) verbinden. Mit ] ist dann auch b; € D im Widerspruch
zur Annahme. O
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Satz 7.8 Sei D eine 2-zusammenhdngende Komponente eines Modells M
von I'. Dann ist D ein Modell von T'.

BEWEIS. Die Axiome I'0) bis I'3) gelten offenbar in jeder Unterstruktur von
M.

Zu T'4): Wegen Bemerkung 7.6 enthélt jede Gerade aus D unendlich viele
Punkte.

Zu T'5): Sei ¢ € D ein Punkt und a € D eine Ebene, welche ¢ enthilt. Sei
weiter b eine Gerade mit ¢ € b und b C a. Weil b iiber ¢ mit jedem Element
aus D mit einem BC-Weg und iiber a mit einem AB-Weg verbunden werden
kann, ist auch b € D. Dann gehoren alle Geraden in der durch b bestimmten
Zusammenhangskomponente der freien Pseudoebene (B(a),C(a),I) zu D.
Sei ndmlich ¢’ eine Gerade dieser Komponente. Dann gibt es in a einen BC-
Weg zwischen b und &' und auBerdem den AB-Weg (b, a,b’). Somit sind alle
in a liegenden Geraden, welche ¢ enthalten, auch in D. Damit ist I'5) erfiillt.

ZuT'6): Es ist nur zu zeigen, dal der Ausnahmepunkt einer Geraden b € D
auf einer Ebene a € D auch in D liegt. Nach Bemerkung 7.6 liegen aber alle
Punkte, welche zu b inzident sind, in D, folglich auch der Ausnahmepunkt.

Zu I'7): Wiederum wegen 7.6 sind alle Ebenen, welche eine Gerade b € D
enthalten, in D. Es gibt daher fiir einen gegebenen Punkt ¢ € b unendlich
viele Ebenen a mit b C a, auf denen ¢ der Ausnahmepunkt von b ist.

I'8) und I'9) gelten in D wegen Bemerkung 7.6. Die Giiltigkeit von I'10)
bis I'13) ergibt sich aus dem letzten Lemma bzw. der universellen Formulie-
rung der Axiome. O

Lemma 7.9 Seien X,Y zwei verschiedene 2-zusammenhdingende Kompo-
nenten eines Modells M von I'. Dann ist der Durchschnitt von X und Y
entweder leer oder eine Ebene oder ein Punkt.

BEWEIS. Wegen Bemerkung 7.6 enthalten X und Y keine gemeinsame Ge-
rade. Seien a,a’ zwei verschiedene Ebenen in X NY. Dann gibt es sowohl
in X als auch in Y AB-Wege zwischen a und o’. Da in M keine AB-Kreise
existieren, miissen X und Y eine gemeinsame Gerade besitzen. Daher ist
X =Y. Analog kann es hochstens einen Punkt im Durchschnitt von X und
Y geben. Angenommen nun, X NY enthélt eine Ebene a und einen Punkt
c. Dann gibt es einen Kreis

(a,bo, oy - -y by € sty Cagty vy by @),

wobei b; € X fir i <nund b; € Y fiir i > n. Nach Bemerkung 7.1 liegen alle
b; in der Ebene a. Dann gibt es jedoch zwischen je zwei der b; sowohl AB- als
auch BC-Wege, womit sie in derselben 2-zusammenhédngenden Komponente

liegen, d.h. X =Y. O
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Gegeniiber der Situation in [1] tritt hier, manches Argument etwas erschwe-
rend, der Umstand hinzu, dal BC-Verbindungen zwischen Ebenen in 2-
zusammenhéngenden Mengen nicht notwendig mit einer Gerade beginnen
miissen, sondern auch die Form

/
(CL, Co, b17017 e '7bnacn7a)

annehmen koénnen. Gleiches gilt fiir AB-Verbindungen zwischen Punkten.
Folgende Bemerkung zeigt, dal wenigstens fiir 2-Zusammenhangskomponen-
ten stets Geraden eingeschoben werden konnen. Im allgemeinen muf} dies fiir
2-zusammenhéangende Mengen jedoch nicht der Fall sein.

Bemerkung 7.10 Sei X eine 2-Zusammenhangskomponente, und seien c
ein Punkt aus X sowie a eine den Punkt c enthaltende Ebene aus X. Dann
liegt jede Gerade b mit ¢ € b C a ebenfalls in X.

BEWEIS. Angenommen, die Gerade b mit ¢ € b C a liegt in der von X
verschiedenen 2-Zusammenhangskomponente X’. Nach Bemerkung 7.6 liegen
dann a und ¢ ebenfalls in X', und somit ist {a,c} € X N X’ im Widerspruch
zu Lemma 7.9. O

Lemma 7.11 Sei M ein Modell von ', und sei X ein Kreis. Dann gibt es
eine 2-zusammenhdngende Komponente D von M mit x € D fir alle x € X,
d.h. der Kreis X liegt in D.

BEWEIS. Nach Bemerkung 7.6 geniigt es zu zeigen, dafl alle Geraden aus X
durch AB- und BC-Wege verbunden werden konnen. Seien zunéchst b und b’
Geraden aus X mit Abstand 2 in dem Kreis, d.h. es gibt einen Weg (b, d, b')
aus X. Angenommen, d ist eine Ebene. Dann sichert die Anwendung von
¥4)(a) auf X die Existenz eines BC-Weges zwischen b und o'. Falls d ein
Punkt ist, so liefert ¥4)(b) einen AB-Weg zwischen b und '. Induktiv folgt
dann die Existenz von AB- und BC-Wegen zwischen je zwei Geraden des
Kreises X. O

Korollar 7.12 Sei M ein Modell vonT'. Dann gibt es keinen Kreis der Form
(D07 dOa Dla dla teey Dn7 dna DO)

Hierbei seien D; paarweise verschiedene 2-zusammenhdngende Komponenten
von M und d; Punkte oder Ebenen mit d; € D; N\ D1, 0 < i < n, (wobei
D, 1 = Dy gesetzt sei).

Satz 7.13 Sei M ein w-saturiertes Modell von I'. Sei ferner A die Menge
der 2-zusammenhdngenden Komponenten von M und @ = AU C. Dann
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lafst sich eine symmetrische Inzidenzrelation L zwischen A und ) definieren
mittels L(D,d), falls d € D. Weiter ist (A, L) eine freie Pseudoebene mit
unendlich vielen Zusammenhangskomponenten, welche den Zusammenhangs-
komponenten von M entsprechen.

BEWEIS. Wegen der w-Saturiertheit besitzt M unendlich viele Zusammen-
hangskomponenten. Daher besteht auch (A, €2, L) aus unendlich vielen Kom-
ponenten. Es sind nun die Axiome A fiir (A, €, L) nachzupriifen. Wegen
Bemerkung 7.6 enthélt jede 2-zusammenhédngende Komponente D unend-
lich viele Ebenen und Punkte. Sei umgekehrt a eine Ebene in D. Die freie
Pseudoebene (B(a), C(a), I) enthélt aufgrund der w-Saturiertheit von M un-
endlich viele Komponenten. Sind b, b" € B(a) aus verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von (B(a),C(a), I), so gibt es nach Bemerkung 7.1 keinen
BC-Weg zwischen b und &' in M. Daher liegen b und ¢’ in verschiedenen 2-Zu-
sammenhangskomponenten von M. Mithin gilt L(a, D’) fiir unendlich viele
D’ € A. Dual hierzu liegt auch jeder Punkt in unendlich vielen 2-Zusam-
menhangskomponenten. Die Kreisfreiheit von (A, €, L) schliefllich ist nach
Korollar 7.12 gegeben. O

Der letzte Satz gibt einen guten Uberblick iiber die Struktur geniigend satu-
rierter Modelle von I'. Ein solches Modell besteht zunéchst aus verschiedenen
Zusammenhangskomponenten, von denen sich jede wieder aus unendlich vie-
len 2-Zusammenhangskomponenten zusammensetzt. Die 2-Zusammenhangs-
komponenten hiangen dabei iiber die Ebenen und Punkte des Raumes zusam-
men, d.h. jede 2-Zusammenhangskomponente verbindet sich iiber jede ihrer
Ebenen und Punkte mit unendlich vielen weiteren 2-Zusammenhangskompo-
nenten. Abzédhlbare 2-Zusammenhangskomponenten sind aber nach Satz 7.5
und Satz 7.8 sdmtlich isomorph. Diese Einsichten ermoglichen es jetzt, mit
dem néchsten Satz den Beweis der Vollstédndigkeit von I' zu fithren.

Auflerdem erklart Satz 7.13 die Beschaffenheit von Wegen in Modellen
von I' genauer. Wege verlaufen durch verschiedene 2-Zusammenhangskom-
ponenten, und der Wechsel zwischen zwei solchen Komponenten kann nur
iiber das Schnittstellenelement der jeweiligen 2-Zusammenhangskomponen-
ten erfolgen. Ich formuliere dies noch einmal in folgendem Korollar:

Korollar 7.14 Seien X; und Xy zwei nicht disjunkte 2-Zusammenhangs-
komponenten. Nach Lemma 7.9 ist dann X1 N Xy ein Punkt oder eine Ebene.
Dann benutzt jeder Weg von einem Element aus X, zu einem FElement aus
Xo den Punkt bzw. die Ebene aus X1 N Xs.

Satz 7.15 Das Axiomensystem I ist vollstindig.

BEWEIS. Seien M und N w-saturierte Modelle von I'. Dann erfiillen M und
N die Behauptung des vorigen Satzes. Mit dem Satz von Léwenheim und
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Skolem lassen sich abzahlbare elementare Unterstrukturen M; von M und
N; von N finden, welche ebenfalls die Behauptung aus Satz 7.13 erfiillen. Ich
werde zeigen, dafl M; und N; isomorph sind. Wegen der w;-Universalitat von
w-saturierten Modellen zeigt dies die Vollstandigkeit von I'.

Da M; und N; beide abzéhlbar viele Komponenten besitzen, geniigt es,
einen Isomorphismus zwischen zwei Zusammenhangskomponenten M| von
M; und Nj von N; anzugeben. Fixiere fiir das folgende 2-zusammenhén-
gende Komponenten D von Mj und D’ von Nj. Nach Satz 7.8 sind D und
D'’ Modelle von I'" und als solche nach Satz 7.5 isomorph mittels eines Iso-
morphismus f. Wéahle nun eine beliebige Ebene a in D. a liegt aulerdem
noch in abzihlbar vielen anderen 2-zusammenhéngenden Komponenten von
M. Sei Dy, Ds,... eine Aufzdhlung derselben. Ebenso sei Dj, Dy, ... eine
Aufziahlung aller von D’ verschiedenen 2-zusammenhingenden Komponen-
ten von Nj, welche f(a) enthalten. Wegen Lemma 7.9 ist D; N D; = {a}
fiir i # j sowie D; N D} = {f(a)}. D; und D; sind wiederum abzihlbare
2-zusammenhéngende Modelle von I' und als solche isomorph nach Satz 7.5
mittels eines Isomorphismus f;. Wegen der Homogenitét der D; geméfl Ko-
rollar 7.3 kann f;(a) = f(a) angenommen werden. Die Vereinigung der Iso-
morphismen f; bildet dann nach Lemma 7.9 wieder einen Isomorphismus.
Dieser Prozefl wird fiir jede Ebene und jeden Punkt von D fortgesetzt. Dabei
wird auf die Farben allein durch die [somorphismen f; Riicksicht genommen.
Satz 7.13 sichert, daf§ auf diese Weise ein Isomorphismus zwischen M und
N7 entsteht. O
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8 Die w-Stabilitat von I’

Dieses Kapitel behandelt die w-Stabilitat von I'. Hierbei wird die Charakteri-
sierung der Stabilitét iiber die Anzahl der Typen genutzt, d.h. ich zeige, dafl
iiber jedem abzéhlbaren Modell von I' nur abzahlbar viele Typen existieren.
Vorbereitend werden abgeschlossene Mengen definiert und eine Typenanaly-
se iiber abgeschlossenen Mengen durchgefiihrt. Dies geschieht in Lemma 8.7,
von welchem sich Varianten sowohl in [1] als auch in [4] finden. Unter Aus-
nutzung von Lemma 8.7 wird dann mittels eines Ehrenfeucht-Fraissé-Spieles
gezeigt, daBl der Typ einer abgeschlossenen Menge bereits durch ihren Iso-
morphietyp bestimmt wird. Dies liefert zusammen mit Lemma 8.17 den ent-
scheidenden Schritt zum Beweis der Stabilitdt von I'. Wie schon im letzten
Kapitel ist auch hier das Grundgeriist des Beweises dem Vorgehen aus [1]
nachempfunden, wobei sich jedoch, wie schon an fritherer Stelle, die Argu-
mentationen durch die zusétzlichen Farben und die direkten Punkt-Ebenen-
Relationen technisch aufwendiger gestalten.

Fiir das folgende sei ein Monstermodell M von I fixiert, d.h. M ist ein
saturiertes Modell einer gentigend groflen Machtigkeit «.

Definition 8.1 Sei D eine Teilmenge von M, d.h. |D| < k. D heifit abge-
schlossen, falls folgende Eigenschaften erfillt sind:

(1) Jeder AB-Weg (d, ...,d") zwischen zwei Elementen d und d' aus D liegt
vollstindig in D. Ebenso liegt jeder BC-Weg (d,...,d") mit d,d" € D
vollstindig in D.

(ii) Sind d,d' € D und gibt es in M einen Weg zwischen d und d', so gibt
es auch einen Weg zwischen d und d' innerhalb von D.

(iii) Ist a eine Ebene, welche die Gerade b enthdlt, und sind a,b € D, so
liegt der Ausnahmepunkt von b auf a ebenfalls in D.

Besitzt D die Figenschaften (i) und (ii), so werde die Menge als schwach
abgeschlossen bezeichnet.

Die Definition abgeschlossener Mengen stammt aus [4], wo diese Mengen ,,clo-
sed* heiflen. In [1] werden schwach abgeschlossene Mengen , nice® genannt.

Lemma 8.2 Seien X eine 2-zusammenhdngende Menge und D eine schwach
abgeschlossene Menge. Dann ist X N D 2-zusammenhdngend.

BEWEIS. Seien d,e € X N D. Es ist die Existenz von AB- und BC-Wegen
zwischen d und e in XN D zu zeigen. Ich werde hier nur BC-Wege betrachten,
die Existenz von AB-Wegen ergibt sich auf analoge Weise.

1. Fall: d,e € BUC'. Da d und e in der 2-zusammenhédngenden Menge X
liegen, gibt es einen BC-Weg zwischen d und e. Dieser liegt auch in D.
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Abbildung 3: Fall 2 in Lemma 8.2

2.Fall: d ist eine Ebene a, und e ist ein Punkt oder eine Gerade. Sei
Z = (do, . ..,d,) ein a und e verbindender BC-Weg innerhalb von X, d.h. es
gibt den Weg (a, dy, . .., d,,€). Sei 0.B.d.A. dy ein Punkt. Wéhle eine Gerade
bmit dy € b C a. In D gibt es einen Weg Z' = (dj,...,d.,), so daB (e, 2, a)
die Elemente e und a verbindet. O.B.d.A. sei d}, ein Punkt. Wihle dann eine
von b verschiedene Gerade b’ mit d/, € I/ C a. Nach eventuellem Kiirzen
entsteht aus

(a,b,Z,e, 7',V a)

ein b und b verbindender Kreis, aus welchem sich mit 34)(a) ein BC-Weg
Z" mit (0, Z",b) ergibt. Nach eventuellem Kiirzen erhalte ich aus der BC-
Sequenz

(d b, 2" b, Z,e)

einen BC-Weg zwischen den Elementen d/,,e € B U C aus D. Dieser Weg
ist als BC-Weg eindeutig und verbindet a und e innerhalb von D und somit
auch innerhalb von X N D wie gewiinscht.

3. Fall: d und e sind Ebenen. Sei d = a und e = d’. Die Argumentation
verlauft dhnlich wie im vorigen Fall. Seien a und o’ durch den BC-Weg Z =
(do, . ..,d,) in X verbunden. Seien 0.B.d.A. dy,d, Punkte. Wéhle Geraden
b und b mit dy € b C a sowie d,, € V) C a'. In D gibt es einen Weg 7' =
(dy,...,d) mit (a’,Z' a). Seien wieder d,d, Punkte und v”,b" zwei von

b und V' verschiedene Geraden mit d/, € b’ C a sowie d, € " C da'. Die
Anwendung von 34)(a) auf die aus

(a,b, Z,a',Z'b",a)  sowie
(a/7 AR CLI)

entstehenden Kreise liefert BC-Wege (b”, Z”,b) und (b, Z”,b"). Dann ent-
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Abbildung 4: Fall 3 in Lemma 8.2

steht durch eventuelles Kiirzen aus
(d/n” b/l7 Z/l7 b, Z7 bl7 Z”/, b/l/7 dE))

ein BC-Weg zwischen den in D gelegenen Elementen d, und dj,, welcher
vollstéandig in D liegt. Uber diesen Weg lassen sich dann a und o’ wie gewiinscht
in X N D verbinden.

O

Lemma 8.3 Sei D eine schwach abgeschlossene Menge mit d,d € D, und
sei (d, Z,d") ein Weg zwischen d und d' mit Z N D = 0. Dann liegen d und
d’ in einer gemeinsamen 2-Zusammenhangskomponente.

BEWEIS. Angenommen nicht. Seien X und Y verschiedene 2-zusammenhén-
gende Komponenten mit d € X und d’ € Y. Wegen der Saturiertheit von A
bilden die 2-Zusammenhangskomponenten mit den Ebenen und Punkten wie
in Satz 7.13 die freie Pseudoebene (A, €2, L). Dann gibt es einen eindeutigen
Weg (X, dy, X1, ..., Xppo1,dp,Y) mit X; € A, 1 <i<m—1,und d; € Q,
1 < i< m. Jeder Weg in M zwischen d und d’ mufl nach Korollar 7.14 die
Elemente di,...,d,, enthalten. Falls m = 2 und d; = d sowie dy = d’, so
enthélt X; sowohl d als auch d’', und die Behauptung ist gezeigt. Andernfalls
kommt fiir jedes ¢ mit d; # d,d; # d' das Element d; in Z vor. Dies gilt
aber auch fiir jedes andere Z’, so da8 (d, Z’,d") ein Weg ist. Weil D schwach
abgeschlossen ist, gibt es einen solchen Weg Z’ innerhalb von D. Dann ist
jedoch Z N D # () im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Folgende einfache Bemerkungen iiber schwach abgeschlossene Mengen wer-
den im Beweisgang des néchsten Lemmas wiederholt zur Anwendung gelan-
gen, weswegen sie hier zuvor betrachtet werden sollen.
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Bemerkung 8.4 Ist D eine schwach abgeschlossene Menge und b eine Gera-
de auferhalb von D, so gibt es hichstens eine Ebene in D, welche b enthdlt.
Ebenso liegt hichstens ein Punkt von b in D. Ist analog a eine Ebene au-
Berhalb von D, so liegt hochstens eine Gerade aus a in D. Ist ¢ schliefSlich
ein nicht in D gelegener Punkt, so befindet sich dieser héchstens auf einer
Geraden aus D.

BEWEIS. Angenommen, es gibt zwei verschiedene Ebenen a,a’ € D mit
b C a,a’. Dann liegt der AB-Weg (a,b,a’) nicht in D im Widerspruch zur
schwachen Abgeschlossenheit von D. Analog wird in den anderen Féllen ar-
gumentiert,. O

Bemerkung 8.5 Sei D schwach abgeschlossen und b eine Gerade aus D.

(i) Sei ferner ¢ € b ein Punkt auferhalb von D, so daf$ D U {c} ebenfalls
schwach abgeschlossen ist. Gibt es dann eine Fbene a € D mit ¢ € a,
so liegt bereits b in a. Dual gilt:

(i1) Ist a D b eine Ebene auferhalb von D, so dafy D U {a} schwach abge-
schlossen ist, so gilt fiir jeden Punkt ¢ € D mit ¢ € a schon ¢ € b.

BEWEIS. Zu (i): Angenommen, es gilt b ¢ a. Nach Bemerkung 8.4 gibt es
aufler b keine weitere Gerade aus D, welche ¢ enthilt. ¢ und a liegen aber in
einer gemeinsamen 2-Zusammenhangskomponente X. Nach Lemma 8.2 ist
dann auch X N (DU {c}) 2-zusammenhéngend. Dann gibt es einen BC-Weg
Z zwischen ¢ und a in X N (D U{c}). Dieser muf} die Gestalt

Z =(c,b,c1,b1,...,¢Cn, by, a)

mit n > 1 haben. Sei I/ eine beliebige Gerade mit ¢ € i/ C a. Dann ist b’ ¢ D
und daher verschieden von den in Z auftretenden Geraden. Es gibt somit
den Kreis

(a,b',c,b,c1,b1,...,by,a).

Nach Bemerkung 7.1 verlauft dieser Kreis in a. Es ist aber b ¢ a, welches
den gewiinschten Widerspruch gibt.

Zu (i1): Unter Konstruktion eines AB-Weges wird in einem zum obigen
Vorgehen dualen Argument die Behauptung (ii) gezeigt. O

Bemerkung 8.6 Seien D eine schwach abgeschlossene Menge und d € D
sowie e & D zwei direkt zueinander inzidente Elemente. Existiert dann ein
Weg zwischen e und einem Element f € D, so gibt es auch einen Weq zwi-
schen e und f, der nur Elemente aus D U {e} benutzt.
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BEWEIS. Der Weg zwischen e und f kann zu einem Weg zwischen d und
f verlingert werden. Da D schwach abgeschlossen ist, gibt es auch einen
Weg zwischen d und f innerhalb von D, aus welchem sich der gesuchte Weg
zwischen e und f mit Elementen aus D U {e} ergibt. O

Lemma 8.7 Seien D; C Dy abgeschlossene Mengen, und sei Ey eine abge-
schlossene Menge, welche mittels f : Dy — Ei zu Dy isomorph ist. Dann
lafst sich f zu einem Isomorphismus zwischen Dy und einer abgeschlossenen
Menge E5 O Ey erweitern.

BeEwEIS. Falls ein d € D, \ D; existiert, so dafi es keinen Weg zwischen d
und einem beliebigen Element aus D; gibt, so ist D; U {d} abgeschlossen.
Wegen der Saturiertheit von M gibt es ein gleiches Element e € M, so daf8
e mit keinem Element aus E; durch einen Weg verbunden werden kann. Der
Isomorphismus f kann dann durch f(d) = e erweitert werden.

Andernfalls kann wegen der Abgeschlossenheit von Dy ein Element d €
Dy \ D; gewihlt werden, so daf§ d direkt zu einem Element d’ € Dy inzident
ist. Je nach der Art der Elemente d und d’ sind sechs Félle zu unterscheiden.

Fall 1: d ist ein Punkt, der ¢ genannt werde, und d' ist eine Gerade b.
Somit gilt ¢ € b. Ich zeige zunéchst, die

Behauptung 1 D, U {c} ist abgeschlossen.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. BC-Wege zwischen ¢ und D; miissen wegen
der Abgeschlossenheitseigenschaft von D; iiber b verlaufen und liegen somit
innerhalb von D; U {c}. Gibt es einen Weg zwischen ¢ und einem Element
aus Dy, so existiert nach Bemerkung 8.6 auch ein solcher Weg innerhalb von
D, U{c}. O

Wegen der Saturiertheit von M gibt es einen Punkt ¢ mit ¢ € f(b) und
¢ ¢ E;. Genau wie oben folgt die Abgeschlossenheit von E; U {¢'}. Durch
f(¢) = ¢ wird dann f zu einem Isomorphismus zwischen D; U {c} und
E, U {c} erweitert. Es ist hierfiir zu zeigen:

a) Falls b € Dy und c € ¥’ gilt, so ist ¢ € f(b').

b) Ist a € Dy und ¢ € a, so gilt ¢ € f(a), und c hat dieselbe Farbe in a wie

d in f(a).

Nach Bemerkung 8.4 gibt es aufler b keine Gerade in Dy, welche ¢ enthiélt. Dies
zeigt a). Fiir b) sei a eine Ebene aus Dy, die ¢ enthélt. Nach Bemerkung 8.5(i)
ist dann b C a. Wegen ¢ ¢ Dy ist ¢ nicht der Ausnahmepunkt von b auf a
und hat somit dieselbe Farbe wie b. Das gleiche gilt auch fiir ¢/, womit b)
erfiillt ist.
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Fall 2: d ist eine Ebene, welche mit a bezeichnet werde, und d’ ist eine
Gerade b. Sei ¢ der Ausnahmepunkt von b auf a. Wegen der Abgeschlossenheit
von Dy ist ¢ € Dsy. Falls ¢ € D ist, kann Fall 1 auf ¢ und b angewendet werden.
Sei nun ¢ € D;. Wegen der Dualitdt von Punkten und Ebenen ist mit D,
dann in analoger Argumentation zu Fall 1 auch D; U {a} abgeschlossen.
Wiihle nun eine Ebene o' ¢ Ey, welche f(b) enthélt und auf dieser Geraden
den Ausnahmepunkt f(c) besitzt. Ey U{a’} ist dann ebenfalls abgeschlossen,
und der Isomorphismus f kann durch f(a) = @’ erweitert werden. Hierzu ist
wiederum nachzuweisen:

a) Ist 0 € Dy und V' C a, so ist auch f(V') C @'

b) Ist ¢ € Dy und ¢ € a, so gilt f(¢) € @/, und die Farben der Punkte in
den beiden Ebenen sind gleich.

Wie im vorigen Fall ergibt sich a) aus Bemerkung 8.4 und b) aus Bemer-
kung 8.5(ii).

Fall 3: d ist eine Gerade b und d’ ist ein Punkt c¢. Eine weitere Fallunter-
scheidung wird hier zweckméfig sein.

Fall 3(i): Es gibt keinen AB-Weg von b nach D;. Dann gilt:

Behauptung 2 D, U {b} ist abgeschlossen.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Jeder BC-Weg von b nach Dy verlauft wegen
der Abgeschlossenheit von D; iiber ¢ und liegt daher in D; U {b}. AB-Wege
zwischen b und D; gibt es nicht. Existiert ein beliebiger Weg zwischen b und
einem Element aus Di, so gibt es nach Bemerkung 8.6 auch einen solchen
Weg innerhalb von Dy U {b}. O

Wegen der Saturiertheit von M 1ifit sich eine Gerade b € M \ E; von der-
selben Farbe wie b mit f(c) € b finden, so dal ¥ mit keinem Element von
E; durch einen AB-Weg verbunden werden kann. Hierzu muf3 die 2-Zusam-
menhangskomponente von &’ verschieden sein von allen 2-Zusammenhangs-
komponenten der Geraden aus F;. Analog zu obiger Argumentation ist dann
E, U {b'} abgeschlossen, und es gilt:

Behauptung 3 Der Isomorphismus f wird durch f(b) =V erweitert.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. c ist der einzige Punkt aus D;, welcher auf b
liegt, und es gibt keine Ebene aus Dy, welche b enthilt. Gleiches gilt fiir &
und Fj. O

Fall 3(11): Es gibt eine Ebene a € Dy mit b C a. Sei ¢y der Ausnahmepunkt
von b auf a. Es ist ¢y € Dy. Da D; abgeschlossen ist, ist mit Bemerkung 8.4
entweder ¢y = ¢ oder ¢y € D;. In der weiteren Argumentation werde ich nur
auf den Fall ¢y € Dy \ D; eingehen. Ist namlich ¢y = ¢, so vereinfachen sich
die folgenden Betrachtungen in offensichtlicher Weise.
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Behauptung 4 D,U{b, ¢y} ist abgeschlossen. Auflerdem ist D1U{b} schwach
abgeschlossen.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. AB-Wege zwischen b und D; miissen durch
a verlaufen. Analog gehen alle BC-Wege von b nach D; iiber ¢. BC-Wege
zwischen ¢y und D; beginnen mit (co, b, ¢, .. .). Ferner liefert jeder ABC-Weg
zwischen b oder ¢y und einem Element e € D; einen Weg zwischen ¢ und e
und damit einen Weg zwischen b bzw. ¢y und e innerhalb von Dy U{b, ¢}. D

Da f ein Isomorphismus zwischen D; und Fj ist, gilt mit ¢ € a auch f(c) €
f(a). Aufgrund der Saturiertheit von M 148t sich eine Gerade b’ ¢ E; mit
f(c) € b C f(a) von derselben Farbe wie b finden. Falls ¢y = ¢ ist, mu8
zusétzlich ¥’ so gewahlt werden, dafl f(c) der Ausnahmepunkt von b auf f(a)
ist. Ist ¢y & Dy, so wihle ich die Gerade b’ so, dafl ihr Ausnahmepunkt ¢}, auf
f(a) nicht in E; liegt. Analog zu obiger Argumentation ist dann E; U{l, ¢}
abgeschlossen, und es gilt:

Behauptung 5 Der Isomorphismus f kann durch f(b) = b und eventuell
noch f(co) = ¢, erweitert werden.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Nach Bemerkung 8.4 ist ¢ der einzige Punkt
aus D, welcher auf b liegt, und a ist die einzige Ebene aus D;, welche b
enthélt. Gleiches gilt fiir ¥’ und Fj.

Falls ¢y & D, ist, miissen ferner untersucht werden:

a) Ist b” € Dy und ¢ € V", so folgt ¢ € f(b").

b) Ist @’ eine Ebene aus D; mit ¢y € d/, so gilt auch ¢, € f(a'), und die
Farben der Punkte in den Ebenen sind gleich.

Zu a): Da Dy U {b} schwach abgeschlossen ist, folgt mit Bemerkung 8.4 aus
co € V' € Dy U{b} bereits b” = b und damit die Behauptung ¢, € f(b") =V'.

Zu b): Weil Dy U {b} und D; U {b, ¢o} schwach abgeschlossen sind, folgt
mit Bemerkung 8.5(i) aus ¢y € @' € D; schon b C a’. Dann ist aber wegen
der Abgeschlossenheit von D; nach Bemerkung 8.4 a = a’. Mithin ist ¢, €
f(a') = f(a). Da ¢y und ¢, die Ausnahmepunkte von b bzw. ¥ auf a bzw.
f(a) sind, haben sie auch in diesen Ebenen dieselbe Farbe. O

Fall 3(1ii): Es gibt einen AB-Weg Z = (b,...,e) zwischen b und einem
Element e € D; der Lénge wenigstens drei, wobei angenommen werden kann,
daB e das einzige Element aus D; auf diesem Weg ist. Da Dy abgeschlossen
ist, liegt der Weg Z jedoch vollsténdig innerhalb von Dj.

Ist e eine Gerade, so ist das Element unmittelbar vor e in dem AB-Weg Z
eine Ebene a € Dy \ Dy mit e C a. Dann kann Fall 2 auf e und a angewendet
werden.

41



Abbildung 5: Fall 3(iii) in Lemma 8.7

Sei nun e eine Ebene a. Dann hat Z die Form (b,...,¥,a). Nach Lem-
ma 8.3 liegen a und c in einer gemeinsamen 2-Zusammenhangskomponente
X. Mit Lemma 8.2 ist auch D; N X 2-zusammenhéngend. Es gibt daher in-
nerhalb von D; einen Weg Z' = (a,...,d,c), in dem aufler ¢ keine Punkte
auftreten. Nun wihle ich eine von den Geraden aus Z und Z’ verschiedene
Gerade 0" mit ¢ € b’ C @’ und erhalte so den Kreis

/ !/ /!
(¢,b,...,b a,....,d V" c),

in welchem auBer ¢ nur Ebenen und Geraden vorkommen. Axiom ¥4)(b)
garantiert, daf} alle Geraden dieses Kreises den Punkt ¢ enthalten. Mithin ist
b eine Gerade aus D, \ Dy mit ¢ € b’ C a, und es kann Fall 3(ii) auf &/, ¢ und
a angewendet werden.

Fall 4: d ist ein Punkt ¢ und d’ eine Ebene a.

Fall 4(i): Falls es keinen BC-Weg zwischen ¢ und einem Element aus D,
gibt, ist Dy U {c} abgeschlossen. Wihle nun einen Punkt ¢’ aufierhalb von
Ey, der in f(a) liegt, dort dieselbe Farbe wie ¢ in a hat und mit keinem
Element aus F; durch einen BC-Weg verbunden werden kann. Dann wird
durch f(c¢) = ¢ der Isomorphismus f erweitert. Da es keine Gerade b € D,
mit ¢ € b gibt und gleiches fiir ¢ und F; gilt, ist hierfiir nur zu iiberpriifen,
daB fiir ¢ € ' € Dy auch ¢ € f(a') erfiillt ist. Dies ergibt sich aus folgender

Behauptung 6 Aufler a gibt es keine Ebene in Dy, welche ¢ enthdlt.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Angenommen, a’ € Dy ist eine von a verschie-
dene Ebene mit ¢ € a’. Nach Lemma 8.3 liegen a und a’ in einer gemeinsamen
2-Zusammenhangskomponente X. Wegen Lemma 8.2 ist auch D; N X 2-zu-
sammenhéngend, und a und «’ kénnen durch einen AB-Weg Z in D, verbun-
den werden. Wihle nun zwei verschiedene Geraden b und ¢ mit ¢ € b C a
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Abbildung 6: Behauptung 6 in Lemma 8.7

und ceb Cd.

Nach Voraussetzung sind b, b’ ¢ D;. Dann gibt es den Kreis (¢, b, a, Z, a', 0/, ¢).
Nach 34)(b) enthalten alle Geraden aus Z den Punkt ¢, insbesondere gibt es
eine Gerade b’ € Z mit ¢ € b € D, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Fall 4(i1): Der Punkt ¢ kann durch einen BC-Weg Z = (c,...,e) mit
einem Element e aus D; verbunden werden, wobei aufler e in Z kein Element
aus D; vorkommen moge. Ist e eine Gerade, so steht unmittelbar vor e in Z
ein Punkt ¢, und es kann Fall 1 auf ¢ und e angewendet werden. Ist hingegen
e ein Punkt, so steht in Z vor e eine Gerade b, und Fall 3 mit & und e kann
zur Anwendung gelangen.

Fall 5: d ist eine Gerade b und d’ eine Ebene a. Sei ¢y der Ausnahmepunkt
von b auf a. Da Dy abgeschlossen ist, befindet sich ¢y in Dy. Ist ¢g € Do\ Dy,
so kann Fall 4 auf a und ¢y angewendet werden. Ist hingegen ¢y € Dy, so
benutze ich Fall 3 mit ¢y und b.

Fall 6: d ist eine Ebene a und d’ ein Punkt ¢. Ahnlich wie vorher bietet
sich folgende Fallunterscheidung an:

Fall 6(i): Es gibt keinen AB-Weg zwischen a und D;. Es gilt dann

Behauptung 7 D; U {a} ist abgeschlossen.
BEWEIS DER BEHAUPTUNG. AB-Wege zwischen a und D; gibt es nicht,
und mit ABC-Wegen wird wie in Bemerkung 8.6 verfahren. O

Aufgrund der Saturiertheit von M ist es moglich, eine Ebene o' ¢ E; mit
f(c) € a’ zu wihlen, die nicht durch einen AB-Weg mit E; verbunden werden
kann und in der f(c) dieselbe Farbe hat wie ¢ in a. Durch f(a) = o’ wird
dann der Isomorphismus f erweitert. Dies folgt aus der

Behauptung 8 Aufler c ist kein Punkt aus Dy in a enthalten. Gleiches gilt
fiir By und a'.
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Der Beweis erfolgt dual zum Beweis von Behauptung 6.

Fall 6(ii): a kann mit einem Element ¢ € D; durch einen AB-Weg
(a,...,e,e) verbunden werden, auf dem auBer ¢’ kein Element aus D; vor-
komme. Je nachdem, ob e eine Ebene oder eine Gerade ist, kommt entweder
Fall 2 oder Fall 5 auf e und ¢’ zur Anwendung. O

Korollar 8.8 Sei D eine abgeschlossene Menge und d eine Aufzihlung der-
selben. Dann wird der Typ von d bereits durch den quantorenfreien Typ von
d bestimmt, d.h. ist € Aufzdhlung einer abgeschlossenen Menge E und ist

qftp(d) = qftp(e), so gilt tp(d) = tp(e).

BEWEIS. Wegen ¢ ftp(d) = qftp(€) sind D und E isomorph. Weil jede Menge
aus M in einer abgeschlossenen Menge (z.B. einem Modell) enthalten ist,
kann, beginnend mit dem zwischen D und E gegebenen Isomorphismus, ein
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel gespielt werden.

Hierbei wihlt Spieler I die Elemente des Monsters M gemif einer Auf-
zéhlung a,, @ < k. Zu Beginn gibt es die abgeschlossenen Mengen Dy = D
und Ey = E sowie den Isomorphismus fo : Dy — Ey. Im Schritt o exi-
stieren die abgeschlossenen Mengen Dg und Ejs, 8 < «, sowie Isomorphis-
men fg : Dg — Eg. Setze nun D}, = Uz, Dp und E, = Uz, Ep sowie
fto = Up<a fa. Dann ist f], ein Isomorphismus zwischen D7, und E],. Wihle
nun eine abgeschlossene Menge D,,, welche D!, und a, enthélt. Nach Lem-
ma 8.7 gibt es eine abgeschlossene Menge E, O E! und einen Isomorphismus
fo 1 Dy — E,, welcher f! erweitert. Spieler II wahlt nun in Runde o das
Element f,(a,). Am Ende des Spiels gibt es einen Automorphismus f,; von
M mit f,(d) = & Daher ist tp(d) = tp(e). O

Fiir spéteren Gebrauch halte ich an dieser Stelle noch fest:

Korollar 8.9 Die Menge der Punkte einer Geraden b ist ununterscheidbar
iiber dieser Geraden b, d.h. sind ¢ und ¢ zwei gleichlange Tupel von Punkten
aus b, so gibt es einen Automorphismus f von M mit f(¢) = & und f(b) = b.

BEWEIS. Seien ¢ = ¢,...,¢, und ¢ = d},...,c, zwei Tupel von Punk-
ten aus b. Dann sind {¢i,...,¢,, b} und {d,...,c,, b} offenbar zwei abge-

bt 1)

schlossene zueinander isomorphe Mengen. Nach vorigem Korollar ist dann
tp(cr, ..., cn,0) = tp(ch, ..., ¢, b) und daher tp(¢/b) = tp(¢'/b). Mit den Sa-
turiertheitsvoraussetzungen von M ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Auf gleiche Weise erhélt man:

Korollar 8.10 Sei a eine Ebene. Dann sind je zwei Punkte aus dem roten
Bereich a, von a konjugiert zueinander tiber a.
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BEWEIS. Seien ¢,¢ € a,. Dann sind {c,a} und {¢,a} abgeschlossen und
zueinander isomorph. Mit Korollar 8.8 ist tp(c/a) = tp(c’/a), woraus die Be-
hauptung folgt. O

Fiir das néchste, zum Nachweis der Stabilitdt von I' entscheidende Lem-
ma 8.17 sind einige Vorbereitungen erforderlich. Zunéchst sollen zwei neue
Sprechweisen eingefiihrt werden.

Definition 8.11 Seien D und D’ zwei beliebige nicht disjunkte Mengen. Die

Vereinigung von D und D" heif§it frei iiber D N D', falls fiir je zwei Elemente
de D undd € D'\ D folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) Gilt I(d,d’) oder J(d,d'), so ist bereits d € DN D"

(ii) Falls d € D\ D' ist und I.(d,d') oder I,(d,d') gilt, so gibt es eine
Gerade b € DN D', so dafs b mittels I bzw. J direkt sowohl zu d als
auch zu d' inzident ist.

Nun definiere ich einen Abschluoperator ¢l auf Teilmengen von M. Fiir eine
Menge D enthalte cl(D) die Menge D selbst und zusétzlich fiir alle Geraden
b und Ebenen a aus D mit b C a auch den Ausnahmepunkt von b auf a.
Dann gilt offenbar:

Bemerkung 8.12 Ist D schwach abgeschlossen, so ist cl(D) eine abgeschlos-
sene Menge.

BEWEIS. Fiir jeden neuen Ausnahmepunkt wird wie in der Behauptung 1
des Beweises von Lemma 8.7 argumentiert. O

Fiir den Beweis von Lemma 8.17 sind folgende, eher technische Bemerkungen,
Durchschnitte und Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen betreffend,
notig.

Bemerkung 8.13 Sind D und D' zwei abgeschlossene Mengen und ist Dy =
DN D' zusammenhdngend, so ist Dy abgeschlossen.

BEWEIS. Wegen des Zusammenhangs von D gibt es zwischen je zwei Ele-
menten aus Dy einen Weg. AB- bzw. BC-Wege zwischen Elementen aus D
liegen wegen der Abgeschlossenheit von D und D’ sowohl vollstandig in D als
auch vollstdndig in D', mithin in Dy. Gleiches gilt fiir die Ausnahmepunkte.
O

Bemerkung 8.14 Seien D eine zusammenhdngende abgeschlossene Menge
und D' eine 2-zusammenhdingende abgeschlossene Menge. Ferner seien D
und D" nicht disjunkt, und der Durchschnitt enthalte Elemente e € B U C
und e; € AU B, welche nicht notwendig verschieden sein miissen. Dann ist
D U D' schwach abgeschlossen. Ist dariiber hinaus D U D’ freie Vereinigung
von D und D' iiber D N D', so ist D U D’ sogar abgeschlossen.
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BEWEIS. Da D und D’ zwei zusammenhéngende, nicht disjunkte Mengen
sind, ist auch DU D’ zusammenhéngend. Sei X ein AB-Weg zwischen d € D
und d' € D’. Weil D’ 2-zusammenhéngend ist, kann d’ mit e; innerhalb
von D’ durch einen AB-Weg Y verbunden werden. Damit gibt es durch
Zusammensetzen von X und Y einen AB-Weg zwischen d und e, welcher
wegen der Abgeschlossenheit von D innerhalb von D verlduft. Komposition
dieses Weges mit dem riickwartsgelaufenen Weg Y ergibt die AB-Verbindung
zwischen d und d’' innerhalb von D U D’. BC-Wege werden unter Benutzung
von eg analog behandelt.

Es bleiben fiir den Zusatz der Behauptung die Ausnahmepunkte zu be-
trachten. Seien a eine Ebene und b C a eine Gerade aus D U D’. Da sich D
und D’ frei iiber D N D’ vereinigen, sind a und b entweder beide in D oder
beide in D’ enthalten. Nach Abgeschlossenheit von D und D’ findet sich dann
auch der Ausnahmepunkt von b auf a in der Menge D U D'. O

Bemerkung 8.15 Scien D und D’ zwei zusammenhdngende abgeschlossene
Mengen. D' sei in der 2-Zusammenhangskomponente E enthalten, und es
gelte D N E = {e}, wobei e ein Punkt oder eine Ebene ist. Dann ist D U D'
abgeschlossen. Zudem ist die Vereinigung von D und D’ frei iber {e}.

BEWEIS. Sei e eine Ebene a. Ich werde zunéchst zeigen, dafl jeder Weg von
D nach D’ iiber a verlduft. Angenommen, Z ist ein Weg zwischen d € D
und d’ € D', in welchem a nicht auftritt. Da D und D’ zusammenhéngend
sind, gibt es in diesen Mengen Wege Y und Y’ die a und d bzw. d’ und a
verbinden. Aus der Sequenz (a,Y, Z,Y’, a) 148t sich ein Kreis (a,b,...,V, a)
gewinnen, wobei b ¢ E und V' € E ist. Die Wahl solcher Geraden ist nach
Bemerkung 7.10 moglich. Wegen des Axioms 34)(a) gibt es einen BC-Weg
zwischen b und b'. Andererseits gibt es den AB-Weg (b, a,b'), womit b und ¥/
in einer gemeinsamen 2-Zusammenhangskomponente liegen, im Widerspruch
zur obigen Wahl dieser Geraden. Wege zwischen D und D’ miissen also iiber
a verlaufen.

Hieraus ergibt sich unmittelbar, da§i D U D’ freie Vereinigung von D
und D' iiber {a} ist. AuBerdem kann es keine BC-Wege zwischen D und
D’ geben. AB-Wege zwischen D und D’ benutzen die Ebene a und zerfallen
somit in ein in D gelegenes Wegstiick, welches bis a geht, und einen mit a
beginnenden Teil in D’. Da D und D’ zusammenhéingend sind, konnen auch
je zwei Elemente in D U D" durch einen ABC-Weg verbunden werden. Weil
die Vereinigung von D und D’ frei iiber {a} ist, liegen alle Paare t/ C a’ aus
D U D' bereits entweder in D oder D', mithin ist auch der Ausnahmepunkt
von b auf @’ in D U D" enthalten. Damit ist D U D" abgeschlossen.

Ist der Durchschnitt von D und D’ ein Punkt, wird unter Ausnutzung
der Dualitdt von Ebenen und Punkten ebenso argumentiert. O
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Eine einfache Art, eine 2-zusammenhéngende und schwach abgeschlossene
Menge zu erhalten, wird im néchsten Lemma angegeben. Diese Konstruktion
wird in der Beweisfithrung von Lemma 8.17 mehrfach Verwendung finden.

Lemma 8.16 Scien ey ein Punkt oder eine Gerade und ey eine Gerade oder
eine Ebene. Seien die Elemente ey und e; durch die Wege (eg, X,e1) und
(€0, Y, e1) verbunden, wobei X ein BC-Weg und Y ein AB-Weg ist. Dann
ist die Menge D = {eg,e1} U X UY eine 2-zusammenhingende, schwach
abgeschlossene Menge.

BEWEIS. Da D zusammenhéngend ist, folgt aus dem 2-Zusammenhang auch
die schwache Abgeschlossenheit. Nach Bemerkung 7.6 geniigt es folglich zu
zeigen, dafl es zwischen je zwei Geraden von D sowohl AB- als auch BC-
Wege gibt. Ich kann daher annehmen, da8 X NY = () ist. Ist X oder Y leer,
so liefert die Anwendung von Bemerkung 7.1 die Behauptung.

Seien nun X und Y nicht leer. Dann gibt es den Kreis Z = (eg, X, e1, Y 1, eg),
wobei Y ! den riickwiirts durchlaufenen Weg Y bedeute. Sei b eine Gerade
in X U{ep,e1}. In dem Kreis Z tritt dann eine Sequenz (b, ¢, ") mit einem
Punkt ¢ und einer Geraden ' auf. Das Axiom ¥4)(b), angewendet auf den
Kreis Z, liefert dann eine Ebene aus Y U {e; }, welche den Punkt ¢ enthélt.

Genauso ist jede Gerade in Y U {eg,e1} zu einem Punkt in X U {eg}
inzident. Hieraus lassen sich AB- und BC-Wege zwischen je zwei Geraden
aus D gewinnen. O

Lemma 8.17 Seien D eine abgeschlossene Menge und d € M ein beliebi-
ges Element. Dann gibt es eine endliche abgeschlossene Menge D', welche d
enthdlt, so daf$ folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) DU D' ist abgeschlossen,
(1i) DN D' ist abgeschlossen, und
(iii) die Vereinigung von D und D' ist frei iber DN D'.

BEWEIS. Ist d € D, so ist D' = {d} die gesuchte Menge. Ich nehme daher
d & D an. Falls die Zusammenhangskomponente X von d mit D disjunkt ist,
kann wiederum D’ = {d} gew&hlt werden. Gilt dies nicht, so kann der Teil
von D, welcher nicht in X liegt, offenbar vernachléssigt werden. Ich nehme
daher D C X an. Insbesondere ist D dann zusammenhangend.

Ich zeige das Lemma zunéchst unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl
d in einer 2-Zusammenhangskomponente F liegt, welche die Menge D schnei-
det. Nach der Grole dieses Durchschnitts sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: DN E ist einelementig. Sei DN E = {e}. In F gibt es einen BC-
Weg X sowie einen AB-Weg Y mit (d, X, e) und (d,Y,e). Sei D' = cl(XUY U
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Abbildung 7: Fall 2 in Lemma 8.17

{d,e}). D' ist dann nach Bemerkung 8.12 und Lemma 8.16 abgeschlossen.
Ist e eine Gerade, so folgt mit Bemerkung 7.6 D = {e}, und die Behauptung
gilt offenbar fiir D’. Sei nun e ein Punkt oder eine Ebene. Weil D' C E und
DN E ={e} gelten, erfiillt D' nach Bemerkung 8.15 die Bedingungen (i) bis
(iii) der Behauptung.

2. Fall: D N E enthélt wenigstens zwei Elemente. Dann gibt es in DN E
zwei verschiedene Elemente ey und ey, so daf ey ein Punkt oder eine Gerade
und e; eine Gerade oder eine Ebene ist. In E gibt es einen BC-Weg X und
einen AB-Weg Y mit (d, X, eg) und (d,Y, e;). Ich kann ferner annehmen, daf§
eo und e; so gewihlt sind, da8 X N D = () sowie Y N D = () gelten. Nach
Bemerkung 8.2 ist DN E 2-zusammenhéingend, und ey und e; konnen folglich
durch Wege (eg, W, e1) und (eg, Z, e1) verbunden werden, wobei W ein BC-
Weg und Z ein AB-Weg ist. Sei D" = {d,ep,e;} UX UY UW U Z. Dann
gilt:

Behauptung 1 D" ist schwach abgeschlossen und 2-zusammenhdingend.

BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Der Beweis von Behauptung 1 erfolgt dhn-
lich wie der von Lemma 8.16. Da D" zusammenhéngend ist, folgt mit dem
2-Zusammenhang von D" auch die schwache Abgeschlossenheit. Es gentigt
folglich zu zeigen, daBl es zwischen je zwei Geraden aus D” sowohl AB- als
auch BC-Wege innerhalb von D" gibt.

Sei hierzu beispielsweise b eine Gerade aus X U{d}. Dann erhilt man aus
X,Y und Z einen Kreis, in welchem eine Sequenz der Form (b, ¢, V') mit ei-
nem Punkt ¢ und einer Geraden 0’ auftritt. Nach Axiom 34)(b) gibt es dann
in Y UZU{d, e} eine Ebene, welche b enthilt. Ebenso wird fiir Geraden
aus W argumentiert. Mit ¥4)(a) enthalten auch alle Geraden aus Y und Z
Punkte aus X UW U {d, ey}. Dies liefert die Behauptung. O

Mit Bemerkung 8.12 ist D" = ¢l(D") abgeschlossen. D’ wird sich als die ge-
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suchte endliche Menge erweisen. Bedingung (i), d.h. die Abgeschlossenheit
von D U D', ergibt sich mit der noch zu zeigenden Bedingung (iii) und Be-
merkung 8.14. Die Bemerkung 8.13 zeigt, dafli D N D’ abgeschlossen ist. Dies
erfiillt Bedingung (ii).

Es verbleibt der Nachweis von Bedingung (iii). Hierzu soll zunéchst die
BC-Relation [ iiberpriift werden. Angenommen, es gibt einen Punkt ¢ €
D'\ D und eine Gerade b € D\ D' mit ¢ € b. Dann gibt es eine Gerade b’ aus
D", die den Punkt ¢ enthélt. Liegt ¢ in D, so ist mit Bemerkung 8.4 b =t/
und somit b € D’. Ist hingegen b’ & D, so gilt ¥ € X UY U{d}. Mit den Lem-
mata 8.2 und 8.3 gibt es dann eine BC-Verbindung (b, . . ., eg) innerhalb von
D. Da D’ 2-zusammenhéngend ist, gibt es innerhalb dieser Menge eine BC-
Sequenz (e, ..., 0, c), und es entsteht so der BC-Kreis (b, ..., eq,...,V, ¢, b),
welches den gewiinschten Widerspruch ergibt. Ebenso wird vorgegangen, falls
be D'\ D und c € D\ D' ist sowie im Fall der AB-Relation J.

Zum Schluf} sind fiir Bedingung (iii) noch die AC-Relationen [, und I,
zu betrachten. Sei a € D'\ D und ¢ € D\ D'. Mit Lemma 8.3 gibt es einen
BC-Weg W' = (¢,b,...,ep) innerhalb von D. Ich wihle nun eine Gerade
V¢ D'UW' mit ¢ € b C a. Weil D' 2-zusammenhéngend ist, gibt es auch
in D’ eine Gerade b C a. Diese Gerade b” kann mit ¢y in D’ durch einen
BC-Weg verbunden werden. Da b von b und b” verschieden ist, erhalte ich
aus der Sequenz

(a,b',¢,b,... €9,...,0" a)

durch Kiirzen einen Kreis (a,V/,¢,b,...,0" a), in dem aufler a nur Geraden
und Punkte auftreten. Wegen ¥4)(a) ist dann b eine Gerade in D mit ¢ €
b C a. Es wurde aber schon oben bei Anlafl der AB-Relation J gezeigt,
dass dann b € D N D’ ist. Es ist folglich b eine Gerade von der gesuchten
Art. Die Konstellation ¢ € D'\ D und a € D\ D' mit ¢ € a wird dual
hierzu behandelt. Dies beendet den Nachweis, daf3 die Vereinigung von D
und D’ iiber dem Durchschnitt dieser Mengen frei ist, und damit auch den
Beweis der Behauptung in dem Fall, daf§ d in einer zu D nicht disjunkten
2-Zusammenhangskomponente F liegt.

Nun wird der allgemeine Fall behandelt. Hierfiir wird, [1] folgend, nachste-
hende Notation niitzlich sein. Seien F und E’ zwei 2-Zusammenhangskompo-
nenten innerhalb einer gemeinsamen Zusammenhangskomponente. Der Ab-
stand d(E, E') sei die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n, so daf§ es in
der freien Pseudoebene (A, €2, L) den Weg

(E = Ey,dy, Er,dy, ..., Eyq,dp1,E, = E')

gibt, d.h. Ey, ..., E, sind 2-Zusammenhangskomponenten und d; € E;NE;
ist eine Ebene oder ein Punkt.

Nun zum Beweis der Behauptung im allgemeinen Fall. Seien £ und E’
2-Zusammenhangskomponenten mit d € E und E' N D # (), so daB d(E, E’)
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minimal ist. Da die 2-Zusammenhangskomponenten zusammen mit den Ebe-
nen und Punkten die freie Pseudoebene (A, €, L) bilden, sind £ und E’ ein-
deutig bestimmt. Der Weg minimaler Linge zwischen E und E’ bestehe wie
oben aus E;, d;.

Der Fall n = 0 wurde bereits eingangs behandelt. Ich nehme daher n > 0
an. Es ist weiterhin d,,_; € D und d,,_; € E’. Obiger Spezialfall der Behaup-
tung ist somit auf d,,_; und D anwendbar und liefert eine endliche abgeschlos-
sene Menge D!, C E’, welche d,,—; enthélt und (i) bis (iii) der Behauptung
erfiillt.

Seien nun fir 1 < ¢ < n—1 X, BC- und Y; AB-Wege in E; mit
(di—1, X, d;) und (d;_1,Y;, d;). Ebenso seien X und Yy die Elemente d und
dy verbindende BC- bzw. AB-Wege, d.h. es gilt (d, Xy, dy) sowie (d, Yy, do).
Ich setze jetzt D} = X; UY; U {d;—1,d;} fir 1 < i < n — 1 sowie D] =
XoUYyU{d,dy}. Nach Bemerkung 8.16 sind die Mengen D/, 0 <i <n —1,
schwach abgeschlossen, und nach Bemerkung 8.12 sind dann D} = cl(DY),
0 <i < n—1, abgeschlossene Mengen.

Die Menge D; liegt sicher in der 2-Zusammenhangskomponente £;, und
daher ist D; N D], , = {d;} fir 0 <i < n— 1. Durch wiederholte Anwendung
von Bemerkung 8.15 ist dann die Menge D' = U}, D; auch abgeschlossen.
Da D U D, bereits abgeschlossen ist, folgt ebenfalls mit Bemerkung 8.15 die
Abgeschlossenheit von DU D'. Wegen D' D = D! N D ist der Durchschnitt
der Mengen abgeschlossen. D’ erfiillt also bereits (i) und (ii).

Da die Vereinigung von D und D!, frei tiber deren Durchschnitt ist, bleibt
fiir (iii) zu zeigen, daf die Freiheitsbedingungen auch fiir Elemente aus D"\
D! zutreffen. Weil (Ey, dy,...,d,—1, E,) der kiirzeste d und D verbindende
Weg mit eindeutig bestimmten 2-Zusammenhangskomponenten £ = Fy und
E' = E, ist, kann es aber aus }; E; kein zu einem Element aus D direkt
inzidentes Element geben. Damit ist D’ U D frei iiber D’ N D, und D’ erfiillt
die Forderungen (i) bis (iii) der Behauptung. O

Satz 8.18 1" ist w-stabil.

BEWEIS. Sei M ein abzdhlbares Modell von I'. Zum Nachweis der w-Stabilitat
geniigt es zu zeigen, dafl es iiber M nur abzdhlbar viele 1-Typen gibt. Als
Modell ist M eine abgeschlossene Menge. Sei d € M ein beliebiges Element.
Nach Lemma 8.17 gibt es eine endliche abgeschlossene Menge D,, welche d
enthélt und beziiglich M und d die Behauptungen (i) bis (iii) des vorigen
Lemmas erfiillt. Sei D = M N D,. Sei nun e ein weiteres Element aus M und
D, die entsprechende, geméfl Lemma 8.17 gewihlte, endliche abgeschlossene
Menge. Angenommen, es gilt D;N M = D, N M = D, und Dy und D, sind
isomorph mittels eines Isomorphismus f, welcher auf D die Identitét ist. Weil
sich sowohl Dy und M als auch D, und M frei iiber D vereinigen, 143t sich
f zu einem Isomorphismus f’ zwischen M U Dy und M U D, mit f'|M = id
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erweitern. Es gibt ndmlich keine Elemente d € M \ Dy und d' € D, \ M, die
mittels I oder J in Relation stehen. Gleiches gilt auch fiir M und D.. Ist nun
a eine Ebene in D, \ M und ¢ ein Punkt aus M \ Dy mit ¢ € a, so gibt es
wegen der Freiheit von M U D, eine Gerade b € M N Dy mit ¢ € b C a. Dann
gilt aber auch ¢ € b = f(b) C f(a). Da D; und D, abgeschlossene Mengen
sind und ¢ auflerhalb dieser Mengen liegt, ist ¢ weder der Ausnahmepunkt
von b auf a noch auf f(a). Der Punkt ¢ hat also auch in a dieselbe Farbe wie
in f(a). Firce Dy \ M und a € M \ Dy mit ¢ € a ist die Situation analog.
Damit ist die Existenz des Isomorphismus f’ gesichert.

Dies bedeutet jedoch qftp(DyM) = qftp(D.M). Da DyUM und D, UM
abgeschlossene Mengen sind, ist dann mit Korollar 8.8 tp(DyM) = tp(D.M)
und insbesondere tp(d/M) = tp(e/M).

Fiir die Wahl der endlichen Menge D in dem abzéhlbaren Modell M gibt
es abzahlbar viele verschiedene Moglichkeiten. Fiir ein fixiertes endliches D C
M gibt es wiederum nur abzihlbar viele Isomorphietypen des Paares (Dgy, D).
Die Wahl der Menge D und der Isomorphietyp von (Dg4, D) bestimmen aber
nach obigen Ausfithrungen tp(d/M). Somit gibt es nur abzdhlbar viele 1-
Typen iiber M. O
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9 Die Nichtiquationalitit von I'

In diesem letzten Kapitel zeige ich, dafl die Theorie I' nicht &dquational ist.
Speziell 1a8t sich der rote Bereich einer Ebene nicht durch eine Gleichung
beschreiben. Zuvor muf hierfiir der Morleyrang dieses roten Teils berechnet
werden. Dies geschieht unter Benutzung der im letzten Kapitel gezeigten
Resultate zur Quantorenelimination in T'.

Lemma 9.1 Seia eine Ebene. Dann gilt fiir den roten Teil a, dieser Ebene
MR(a,) =w und MD(a,) = 1.

BEWEIS. Zunichst berechne ich M R(a). Hierfiir benutze ich die Aquivalenz
von Morleyrang und Cantor-Bendixson-Rang in w-saturierten Modellen. Sei
M ein die Ebene a enthaltendes, hinreichend saturiertes Modell. p € S(M)
besitzt dann Morleyrang «, falls p in dem Stone-Raum {p € S(M) : M R(p) >
a} isoliert ist. Der Morleyrang der die Punkte der Ebene a beschreibenden
Formel 0(z) = I,(x,a) V I,(x,a) ergibt sich dann als

MR(0) = sup{MR(p) : 0(x) e pe S(M)}.
Der Morleygrad von 6 berechnet sich mittels
MD(9) = |{p € S(M) : 6 € p, ME(p) = MR(8)}].

Es sind also fiir alle Punkte ¢ € a die Morleyrénge M R(tp(c/M)) zu bestim-
men.

Zunéchst betrachte ich diejenigen in der Ebene a gelegenen Punkte aus
M, die mit M durch einen BC-Weg verbunden werden koénnen. Hierzu zeige
ich per Induktion iiber n die folgende Behauptung:

Behauptung 1 Sind d und d'" Geraden oder Punkte aus a und ist X = (d' =
do,dy,...,dy_1,d, = d) ein verbindender BC-Weg, welcher aufler d' keine
FElemente aus M enthilt, so gibt es eine Formel ¢, welche tp(d/M) in

Smrsn(M) == {p € S(M) : MR(p) = n}

isoliert, d.h. es ist M R(tp(d/M)) = n.

In der Formel ¢ wird hierbei die Art des BC-Weges zwischen d und d
beschrieben. Sind ndmlich d und e zwei die Formel ¢ erfillende Elemen-
te mit tp(d/M),tp(e/M) € Syrsn(M) und sind (d',dy,...,d,—1,d) sowie
(d',ey,...,en_1,€) die entsprechenden BC-Wege zwischen d' und d bzw. e,
so sind Dy = (M U{dy,...,d,—1,d}) und Ey = cl(M U{ey,...,e,_1,€})

zwet zueinander isomorphe abgeschlossene Mengen.
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BEWEIS DER BEHAUPTUNG. Induktionsanfang. Fir n = 0 ist d = d' und
somit d € M. tp(d/M) ist damit algebraisch, weswegen M R(tp(d/M)) = 0
gilt und die Behauptung offenbar richtig ist.

Induktionsschritt. Sei die Behauptung gezeigt fiir alle BC-Wege der Lange
n, und seien d’ und d durch den BC-Weg X = (d',dy, ..., d,_1,d) verbunden.
Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢p(d,—1/M) in Spygs>n—1(M) isoliert. Sei
¢(z) eine isolierende Formel. Ich gebe eine Formel ¢ an, welche tp(d/M)
in Syrr>n(M) isoliert. Hierfiir unterscheide ich zwei Fille nach der Art des
Elementes d.

1.Fall: d ist ein Punkt c. In Abhéngigkeit von der Farbe von ¢ in a sei
dann die Formel

(o(y) NI (z,y)) A L.(x,a) bzw.
(6(y) A (x,y)) A Ly(z, a).

Fiir je zwei Punkte ¢ und ¢ mit |= ¥(c) und = ¢(c') sowie tp(c/M), tp(c' /M) €
Srvrsn(M) ist dann tp(c/M) = tp(d' /M) zu zeigen.

Seien hierzu X = (d',dy,...,d,_1,¢) und X' = (d',e1,...,e,1,) die
durch die Formel 1) bezeichneten BC-Wege zwischen d’ und ¢ bzw. ¢’. Wegen
tp(c/M),tp(c /M) € Syrr>n(M) gilt nach Induktionsvoraussetzung X N M =
X'NM = {d'}. Weiter sind nach Induktionsvoraussetzung Dy = cl(M U
{di,...,dp—1}) und By = cl(M U{ey,...,e,_1}) zwei isomorphe abgeschlos-
sene Mengen.

Genau wie in Fall 1 des Beweises von Lemma 8.7 sind dann Dy U {¢} und
E,U{c} abgeschlossen und isomorph. Mit Korollar 8.8 ergibt sich ¢p(Dc) =
tp(E1c') und damit tp(c/M) = tp(c'/M) wie oben behauptet.

2.Fall: d ist eine Gerade b. tp(b/M) wird dann im Raum Syrg>,(M)
isoliert durch

() (0(y) N, y)) A J(,a) A Br(x)  baw.
() (0(y) N, y)) A J(,a) A Bu(x).

Zum Nachweis hiervon seien b und b’ zwei diese Formel erfiillende Elemente
mit tp(b/ M), tp(0' /M) € Syip>n(M). Es ist tp(b/M) = tp(l' /M) zu zeigen.

Wie im vorigen Fall seien hierzu X = (d',ds,...,d,_1,b) sowie X' =
(d' ey,...,e,_1,b) die in der Formel ¢ angegebenen Wege zwischen d’ und b
bzw. b'. Nach Induktionsvoraussetzung gilt X " M = X' N M = {d'}. Seien
Dy =d(MU{dy,...,d,1}) und Ey = cl(M U{ey,...,e,_1}). Die Mengen
D; und E; sind nach Induktionsvoraussetzung zueinander isomorph. Seien
weiter ¢y und ¢, die Ausnahmepunkte der Geraden b und 0’ auf a.

Da keine BC-Kreise auftreten konnen, sind entweder ¢y = d,,_; und dann
auch ¢f = e,—1 oder ¢y ¢ D; und ¢ ¢ E;. Dann sind nach Fall 5 aus
Lemma 8.7 D; U {b} und E; U {b'} bzw. Dy U{b, ¢} und E; U{V, ¢} zwei
abgeschlossene, zueinander isomorphe Mengen. Korollar 8.8 liefert dann wie

Jdy
Jdy
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gewtinscht tp(b/M) = tp(b'/M). O

Es verbleibt, tp(c/M) fiir den Fall zu untersuchen, dafi der Punkt ¢ € a
nicht durch einen BC-Weg mit M verbunden werden kann. Dann ist der
Typ tp(¢/M) durch die Angabe der Farbe von ¢ in a eindeutig bestimmt.
Ist ndmlich ¢ & M ein weiterer Punkt von derselben Farbe wie ¢ in a,
der ebenfalls durch keinen BC-Weg von M aus erreicht werden kann, so
sind wie in Fall 4(i) von Lemma 8.7 M U {c} und M U {¢'} zwei isomorphe
abgeschlossene Mengen, welches mit Korollar 8.8 tp(¢/M) = tp(c' /M) ergibt.
Der Typ tp(c/M) wird also in dem Stone-Raum Syg>, (M) durch die
Formel I,(x,a) bzw. I,,(z,a) isoliert, mithin gilt M R(tp(c/M)) = w.
Insgesamt ist damit fiir eine Ebene a

MR(a) = MR(a,) = MR(a,) =w und
MD(a)=|{pe S(M) : I,(x,a) V I,(x,a) € p, MR(p) = w}| =2

sowie M D(a,) = MD(a,) = 1. O

Lemma 9.2 Sei ¢(x,y) eine Gleichung und D = ¢(z,d) eine Instanz dieser
Gleichung. Sei weiter b eine Gerade und a eine Ebene. Dann gilt:

(i) Sei b fast in D, d.h. bis auf endlich viele Ausnahmen sind alle Punkte
von b in D. Dann liegen alle Punkte von b in D.

(i1) Falls MR(a, \ D) < w, so gilta C D.

BEWEIS. Zu (i): Angenommen, es existiert ein Punkt ¢ € b\ D. Sei ¢ ein be-
liebiger Punkt aus b. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Menge der Punkte
aus b iiber der Geraden b geméafl Korollar 8.9 existiert ein Automorphismus
f mit f(c) = ¢ und f(b) = b. Sei f(D) mit D~ bezeichnet. Wegen ¢ ¢ D
ist ¢ € D.. Weil b fast in D enthalten ist und b durch f fixiert wird, ist b
auch fast in D.. Wegen ¢ & Dy gilt Nwep Do = (). Da die D Instanzen der
Gleichung ¢ sind, gibt es Punkte ¢y, ..., ¢, aus b mit

N D.. = () Do =0.
=1

ceb

Dies steht jedoch im Widerspruch zu der Tatsache, daf b fast in D,., 1 <1 <
n, und damit auch fast in N, D,, enthalten ist.

Zu (ii): In einem zu (i) &hnlichen Schluf zeige ich zunéchst, daf a, C D
gilt. Angenommen, es gibt einen Punkt ¢ € a,.\ D. Sei ¢ ein beliebiger Punkt
aus a,. Dann existiert mit Korollar 8.10 ein Automorphismus f mit f(c) = ¢
und f(a) = a. Sei wieder f(D) mit D. bezeichnet. Wegen ¢ & D gilt ¢ & D...
Mit f(a) = a wird auch der rote Bereich von a auf sich selbst abgebildet,
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und somit ist f(a,\ D) = a, \ D. Weil Morleyrange durch Automorphismen
erhalten werden, ist auch MR(a, \ D) endlich. Da die D, Instanzen der
Gleichung ¢ sind, gibt es wie in (i) Punkte ¢y, ..., ¢, mit

D = () Do =0.

1 c'car

7

Mithin gilt

n

U a, \ D., = a, und MR(a, \ D,,) < w.
i=1
Dies steht im Widerspruch zu M R(a,) = w. Damit ist a, C D gezeigt.

Es verbleibt der Nachweis von a,, € D. Sei hierzu ¢ € a,,. Es gibt eine
rote Gerade b in a mit ¢ € b, d.h. ¢ ist der Ausnahmepunkt von b in a. Dann
ist b fast in a,, also auch fast in D enthalten. Mit (i) liegt nun die ganze
Gerade b in D, insbesondere ist auch ¢ € D. O

Nun kann das eigentliche Ziel dieser Arbeit, die Nichtdquationalitit von
I, gezeigt werden. Aus obigem Lemma folgt ndmlich:

Korollar 9.3 Sei a eine Ebene. Dann ist die Formel I,(x,a), durch die der
rote Bereich a, dieser Ebene definiert wird, nicht dquivalent zu einer boole-
schen Kombination von Gleichungen.

BEWEIS. Angenommen, a, kann durch eine boolesche Kombination von Glei-
chungen beschrieben werden. Sei etwa

i=1 \j=

a, =\/ ( l%‘j N /\1 _'%{]) ;
=

wobei ¢;; und ¢;; Instanzen von Gleichungen sind. Mit

Y = /\ M’j und %/' = \/ wz/'j
Jj=1 J=1

kann a, als
n
ar = \/ ¢2 A _‘QM
i=1

dargestellt werden. 1; und ¢} sind hierbei Gleichungen, da endliche Kon-
junktionen und Disjunktionen von Gleichungen nach Bemerkung 2.2 wieder
Gleichungen ergeben.

Da M R(a,) = w ist, gibt es einen Index j, 1 < j < n, mit M R(;A—))) =
w. Sei Y = h; A ). Wegen M D(a,) =1 und M R(a,) = MR(Y) = w mufl
MR(a, \Y) < w gelten.
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Wegen a, \ ¢¥; C a, \'Y ist MR(a, \ ¢j) < MR(a, \Y), insbesondere
ist dann M R(a, \ v;) endlich. Mit Lemma 9.2(ii) ist dann a C ¢;. Da Y C
a, ist, muBl a,, C ¥} gelten. Wie im Beweis von Lemma 9.2(ii) folgt nun
a C ¢5. Ist ndmlich ¢ € a,, so gibt es eine weile Gerade b in a, welche c als
Ausnahmepunkt enthilt. Dann ist b fast in ¢} enthalten. Mit Lemma 9.2(i)
folgt b C ¢ und damit ¢ € ¢}. Mit Y C a, und a C ¢} ist dann Y = (). Dies
bedeutet aber M R(a,) = MR(a, \'Y) < w im Widerspruch zu M R(a,) = w.
[l

Das Hauptresultat halte ich noch einmal im folgenden Korollar fest.

Korollar 9.4 Die Theorie I' ist nicht dquational. Somit bilden die dquatio-
nalen Theorien eine echte Teilklasse der stabilen Theorien.
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Thesen

Die vorliegende Arbeit ist eine Ausarbeitung eines nicht publizierten Auf-
satzes von E. Hrushovski und G. Srour. Darin wird ein freier Pseudoraum
konstruiert, dessen Theorie stabil und nicht dquational ist. Das Hauptresultat

ist:

Die dquationalen Theorien bilden eine echte Teilklasse der stabilen
Theorien.

Hierzu erfolgt die Darstellung in den Schritten:

Zu Beginn werden die Fragestellung motivierende Betrachtungen zu
dquationalen Theorien angestellt.

Der freie Pseudoraum wird als 3-dimensionale Verallgemeinerung der
freien Pseudoebene beschrieben. Es werden zwei freie Pseudordume vor-
gestellt:

— der freie Pseudoraum ¥ von Baudisch und Pillay aus [1] und

— der freie Pseudoraum I' von Hrushovski und Srour aus [4].

Durch Angabe eines abzdhlbaren Standardmodells wird die Konsistenz
von [' gezeigt.

Die Beziehung zwischen den Pseudordumen Y und I' wird geklért: X
ist ein Redukt von T

Die Theorie T" ist vollstéandig. Hierzu wird die Struktur von Modellen
von I" untersucht (Zusammenhangs- und 2-Zusammenhangskomponen-
ten).

Die Theorie I' ist w-stabil. Der Nachweis erfolgt durch eine Typenana-
lyse und die Abschétzung der Anzahl der Typen.

Es werden Morleyrénge von I' bestimmt.

Der Pseudoraum I' ist nicht 4quational: der rote Teil einer Ebene kann
nicht durch eine Gleichung definiert werden.
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